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Ueber die Pliickerschen Complexe. 


Von A. Cresscn in GérTTINGEN. 


Bezeichnen wir durch ,, U,, ..-, Uy, V2, --- die Coordinaten 
zweier Ebenen, durch 2,, %, ..-, Yj,» Yo, +--+ Coordinaten zweier 
Punkte, welche auf der Durchschnittslinie der Ebenen liegen, so kann 
man die Coordinaten der Schnittlinie beider Ebenen oder, was das 
selbe ist, der Verbindungslinien beider Punkte bekanntlich durch die 
Grossen : 


(1) Pik = Up VE — Vite 
oder durch die Gréssen 
(2) Qik FS LiYe — Yiry 


darstellen. Man hat dann zwischen den p oder den g beziehungsweise 
die Gleichungen : 


(3) f P = pyr Psy + P13 Parr + Ps Pos = O 
1 @ = Me In + U3 Ge + Ms es = 9, 
und die p,q hiingen mit einander zusammen durch die Gleichungen 
é oP 
(4) OPE: = 5S. ? adam 
wobei 9, 6 willkiirliche Gréssen bedeuten, welche gleich 1 gesetzt wer- 
den kénnen, wie im Folgenden geschehen soll. 

Die Gleichung eines Complexes '*t Ordnung kann man dann in 
doppelter Weise schreiben, indem man die Variabeln einmal durch p, 
das andere Mal durch g bezeichnet, und man erhiilt also fiir die Glei- 
chung F’' = 0 eines solchen Complexes die beiden Formen: 

(5) { 0 = FE (p) = x ain, kl, mn, ... Pih Pri Pmn --- 

0=—® (q) = 2 Qin, ki, mn,... VYih Thi Umn +s + 
Ueber die Coefficienten dieser Ausdriicke ist Folgendes zu_be- 
merken : . 

1) Der Werth eines Coefficienten bleibt ungeiindert, wenn man 
unter den Indicespaaren ih, kl, etc. irgend zwei mit einander ver- 


tauscht. 
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2) Ein Coefficient iindert (wie das entsprechende p, q) sein Zei- 
chen, wenn zwei Indices eines Paares vertauscht werden. 

3) Bei der Ausfiihrung der Summen rechts erhiilt jeder Coefficient 
einen Polynomialfactor, welcher die Anzahl der verschiedenen For- 
men angiebt, welche er durch Vertauschung der Indicespaare annimmt. 

Setzt man symbolisch 
6) | in, ki, mn, ... = Gn Gi Onn «++ 

$ 
( | Qin, kl, mn, ... == Gin Opt Onn eeey 
so erscheint J’ (p) oder ® (q) als n'° Potenz eines linearen Complexes: 
7 
a Fig) = (aaa 
=O) = {Zan qu \"- 
Die Symbole aj, , @, haben dann nur noch die Kigenschaft, das 
Zeichen zu wechseln, wenn man die beiden Indices vertaucht. Zugleich 
hiingen sie sehr einfach mit einander zusammen; denn setzt man 


(8) A = Ay Ay, + M3 My My yy 
A = Gy gy HF Og My Oy, Os, 
so ist 
OA oA 
(9) “~=2 : as 
und die Gleichungen (6) kénnen daher auch geschrieben werden: 
Gh, ki, me... = ee = beg . 
(10) apelin 
0A OA OA 
Ci, ue... = exe 





Cdih Cakt COmn 


wodurch die Verbindung der beiden reaien Bezeichnungsweisen mit 
den beiden symbolischen vollkommen hergestellt ist. 

Aber zu einer Verein‘achung der symbolischen Bezeichnung, welche 
zugleich auf deren Benutzung den wesentlichsten Einfluss hat, fiihrt 
folgende Bemerkung. 

Wenn » > 1, so sind die Coefficienten eines Complexes. keines- 
wegs vollig bestimmt, sondern kénnen modificirt werden, indem man 
beziehungsweise P = 0 oder Y = 0 zu Hiilfe ruft. In der That, statt 
F'(p) =0 kann man immer setzen: 

(11) F+MP=0, 
wo M eine Function (n — 2)" Ordnung der p, also eine Function ist, 
welche 


m+1-n++2-n+3-n+4-n+5 
1-2-3-4-5 


willkiirliche Coefficienten mit sich fiihrt. Ich werde nun folgenden 
Satz beweisen: 


Die Gleichung F'(p) =0 lisst sich immer 


, und nur auf 
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eine Weise durch Anwendung von P=O so modificiren, 
dass man sie als symbolische Potenz eines speciellen linea- 
ren Complexes, d. h. eines solehen betrachten darf, dessen 
Gerade simmtlich eine feste Gerade schneiden. Die Form, 
welche F(p) dadurch annimmt, soll die Normalform der 
Complexgleichung heissen. 

Untersuchen wir, welche Bedingungen die Forderungen des Theo- 
rems mit sich fiihren. Wenn die symbolischen Coefficienten aj, (von 
den @ gilt das Entsprechende) Coefficienten eines speciellen Com- 
plexes sein sollen, so kann man solche Gréssen 


My 5% ,4,,0, , b,,b,,b5, 0, 
einfiihren, dass 


(12) Ain = Ab, — bm. 


In diesem Falle geht also die erste Gleichung (6) iiber in: 
(13) ih, kt, mn... = (addy — bia) (axbi — bym) (AnDn — Dinlln) see 

Es ist die Frage, ob und unter welchen Umstiinden es erlaubt 
ist, fiir die Coefficienten des Complexes die symbolischen Ausdriicke 
auf der rechten Seite dieser Gleichung zu setzen. Die allgemeinen 
oben erwiihnten Eigenschaften der Unveriinderlichkeit, beziehungs- 
weise des Zeichenwechsels, haben beide Seiten der Gleichung (13) 
mit einander gemein. Die einzige Frage, von deren Beantwortung die 
Méglichkeit jener Symbolik abhingt, ist also: ob zwischen den 
rechten Theilen der Gleichungen (13) lineare Beziehungen 
stattfinden, welche auf der rechten Seite im Allgemeinen 
nicht erfiillt sind. Und dies ist in der That der Fall. Denn die 
Symbole a;b, — b; a, sind Coordinaten einer Geraden; zwischen sol- 
chen aber besteht die Identitit: 
(14) 0 = (a,b, — b, ay) (a3 by — by a4) 

+ (a,b; — b, a5) (ay by — by A) + (a, by — 0B, ay) (4, b3 — bya), 


und keine andere. Alle denkbaren linearen Relationen also, welche 
zwischen den rechten Theilen der Gleichungen (13) bestehen, miissen 
aus dieser durch Multiplication mit » — 2 Ausdriicken der Form 

a; by — bia 
entstehen. Und so sieht man also sofort, dass die symbolischen Glei- 
chungen (13) zwischen den Coefficienten des Complexes die folgendea 
Gleichungen voraussetzen, welche im Allgemeinen nicht erfiillt sind: 


(15) 12,34, ... H %U3,42,0... F Ua, 23,0... = 9 
Da alle auf die ersten beiden folgenden Indicespaare ganz beliebig 
sind, so ist die Anzahl dieser Relationen genau so gross, als die Zahl 


der Combinationen von »— 2 Indicespaaren, welche médglich sind, 
1* 
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oder gleich der Zahl von Coefficienten, welche ein Complex M der 
(m — 2)" Ordnung enthilt. 

Setzt man nun in (15) an Stelle der Coefficienten von I’, welche 
diesen Gleichungen im Allgemeinen keineswegs geniigen, die Coeffi- 
cienten des mit /’ = 0 identischen Complexes F + MP = 0 (11), so 
erhalt man ein System von Gleichungen ersten Grades, in welchem 
die Coefficienten von M die Unbekannten sind, und in welchem also 
genau so viele Unbekannte als Gleichungen auftreten. Hieraus folgt, 
dass aus diesen Gleichungen entweder diese Unbekannten vollig bestimmt 
werden kénnen, oder dass (wenn die Determinante des Systems ver- 
schwinden sollte), die Unbekannten unbestimmt bleiben miissten. Die 
Determinante des Systems braucht also nicht untersucht zu werden, 
wenn man zeigen kann, dass auf irgend eine Weise die Unbekannten 
vollig bestimmbar sind. Dies aber geschieht auf folgende Weise: 

Bezeichnen wir durch AF den Process 

er Fr er 
o aaa OPr2 OPss OP 13 OPs2 OPis OP rs ; 
Durch diesen Process erhilt man aus einem Complex »'* Ordnung 
F' = 0 einen Complex (n — 2)'*" Ordnung AF’ = 0; und indem man 
dieselbe Operation auf diesen wieder anwendet u. s. w., erhilt man 
eine Reihe von Complexen (n — 4)", (»— 6)" ete. Ordnung, welche 
beziehungsweise durch 
A’F=0 , A'F=0 , 
bezeichnet werden sollen. Soll nun aber die modificirte Complexglei- 
chung F + MP =0 in der symbolischen Form 
F+MP= {5 (a:b; — bia) pa }" 
darstellbar sein, so erhailt man durch Anwendung des Processes A 
rechts der Gleichung (14) wegen identisch Null, und die Function M 
muss also die Eigenschaft besitzen, dass fiir / + M P die identischen 
Gleichungen bestehen : 
A (F+ MP) =0 
(17) A? (f+ MP) = 0 
As (F + MP) = 0 


Um diese Gleichungen zu entwickeln, bemerke ich, dass 


A(MP) = PAM + MAP + { oM OP , 0M OP ||, 0M oP y 


OPn Pu * Oe Pa OPs OPreS 
oM om 
(18) =PAM+ 3M+$p, . ee t°°° 


= PAM + (n+ 1) mM. 
Hieraus ergiebt sich sofort das Resultat der wiederholten Anwendung 
dieser Operation, indem man zuniichst A (PAM), A (PA? M) u.s.w. 
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bildet. Diese Ausdriicke erhiilt man sogleich, indem man in (18) 
AM, A?M ete. an Stelle von M, und n— 2, n—4,... an Stelle 
von » setzt. Man hat also zunichst: 
. A( PM)= PAM+4+(n4+1) M 

A (PA M) = PAM + (n — 1) AM 

A (PA2M) = PAXM + (n— 3) AM 
und um O*(PM) zu bestimmen, braucht man nur die ersten k — 1 
dieser Gleichungen beziehungsweise den Operationen A*—', At-*,...A 
zu unterwerfen und ihre Summe mit der /‘*" zu nehmen. Man erhilt 
auf diese Weise folgendes System : 

A (PM) = PAM+ (n+1)M 

A? (PM) = PAAM + 2n.AM 
A* (PM) = PAYkM + 3 (n—1) AM 
At ( iaaciias = PA'M + 4 sili A’ M, 


dessen hdeneeeith ersichtlich ist Die Gleichungen (17) aber ver- 
wandeln sich durch Einfiihrung dieser Werthe in folgende: 


AF+ PAM4 (n+1)M=0 
AE + PAIM + 2.n.AM = 0 

AMF + PAM 4+ 3(n—-1I) XLM=0 
A'F + PA‘M 4+ 4(n—2)°M = 0. 


(19) 


Aus diesen Gleichungen kann man die M, AM ete. successive berech- 
nen, indem man bei der letzten anfiingt, welche nur noch ein A* M 
enthilt, wihrend A+! identisch verschwindet. Da es aber nicht 
sowohl auf die Bestimmung dieser Functionen als auf den Ausdruck 
des modificirten Complexes 


20) F+ PM=F, 
ankommt, so kann man diese Gleichung den Gleichungen (19) hinzu- 
fiigen, und dann die Summe aller nehmen, nachdem man die Gleichun- 
gen (19) der Reihe nach mit 
P P2 P3 t 

— iwFi ? Lent i.n ’ ~ 1230+ ina—i 
multiplicirt hat. Bei der Addition heben sich dann alle mit M,AM 
etc. behafteten Terme auf, und es bleibt die Normalform des Com- 
plexes iibrig: 


(21) F.=F— a 


1. nae 1.2. ia n A’r— 1.2.3.n+1.n.n—1 
welche hierdurch vollig und eindeutig bestimmt ist. — 


ar+— (AM 
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Die Normalform des Complexes gestattet es, seiner Gleichung die 
symbolische Form 
(22) F, = {2 (a: bk — bi ax) pat" = 0 
zu geben. Die Symbole a; b, — b; a, erscheinen dabei als Coordinaten 
einer Geraden, welche durch zwei Punkte a,b gegeben ist. Denkt 
man dieselbe sich statt dessen durch zwei Ebenen « , B ausgedriickt, 
und fiihrt zugleich statt der p die g ein, so erhilt man die zweite, 
der obigen gleichberechtigte symbolische Form: 


(23) F, = {% (@ Br — Bi x) qu}" = 0. 





Als Anwendung dieser Symbolik werde ich die Gleichung der 
Fliche vierter Ordnung und vierter Classe aufstellen, welche bei einem 
Complexe zweiter Ordnung von der Spitze zerfallender Complexkegel 
beschrieben und von den Ebenen zerfallender Complexcurven beriihrt 
wird. (Pliicker’s Neue Geometrie des Raumes p. 307 folgg.) Bei den 
Complexen zweiten Grades fiihrt die Normalform eine Bestimmung 
fiir die Coefficienten mit sich; ist ’- 0 die Gleichung des Complexes 
in beliebiger Form, so hat man 


:= F— 2 (412531 M435 42 + 14> 23): 

Setzt man also nun symbolisch 

F, = {= (a:b — bi ax) pa}? 

= { (a: Be — Bia) Ga ig 

so erhilt man zuniichst die Gleichung eines vom Punkte y ausgehen- 
den Complexkegels, indem man die p oder die g durch die Gréssen 
Xi Yr — Yi Xe ausdriickt, und die y dabei als gegeben betrachtet. Die 
Gleichung dieses Complexkegels wird also: 
(24) (abzy) = 0, oder (a, B, — Bz ay)? = 0. 

Ebenso hat man die Gleichung der in der Ebene wv enthalte- 
nen Complexcurve, indem man die p oder die g durch die Gréssen 
U; V~ — V; u ausdriickt, und dabei die v als constant betrachtet. Daher 
ist die Gleichung der Complexcurve 
(25) (Ua V, — Va Wm)? = O, oder (aBPuv)? = 0. 

Die Complexfliche, welche der Verbindungslinie zweier Punkte 
y, 2 entspricht, erhilt man, indem man fiir die y die Coordinaten 
eines variabeln Punktes y + Az in (24) einsetzt, also die Schaar 
von Complexkegeln, deren Spitzen auf dieser Geraden liegen, und 
dann den Ort der Durchschnitte aufeinanderfolgender Complexkege! 
bildet, d. h. die Discriminante der entstehenden quadratischen Glei- 
chung in 4 verschwinden lisst. Man hat nun fiir diese quadratische 
Gleichung mit Benutzung der zweiten Formel (24) den Ausdruck: 


tt x By— Bx tty)* +24 (ez By, — Bx ty) (@r B,— Bx a.) +A" (a2 8: — Bx a:)? = 0; 
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bildet man also die Discriminante, und unterscheidet die verschiedenen 
? 

symbolischen Reihen durch oben beigesetzte Striche, so hat man fiir 
die Gleichung der Complexfliche : 
92 ta } . ‘a , 29 « 
(26) 0= { (@xb,y—Bzx tty) (x B— Bx @'.) — (2B; —B xt) (2 By — Bie) } 4s 

Ebenso wird die Gleichung der Complexfliiche in Ebenencoordina- 

5 
ten erhalten, indem man die Gerade y,z sich als den Schnitt zweier 
Ebenen v,w denkt, sodann in (25) v +- dw fiir v setzt und wieder die 
Discriminante nach 4 bildet. Die erste Form (25) giebt dann fiir die 
Gleichung der Complexfliiche in Ebenencoordinaten die Form: 
5 

(27) O= { (tats —Vatly) (Ma's — Watts) —(UaW, — Watts ) (ta V4; — Varty’) }*. 


Noch einfacher lassen die Gleichungen dieser Complexfliichen sich 
schreiben, wenn man jetzt in (26) die Grossen y; 2, — 2; yz durch die 
entsprechenden der v; w,— w; v, ersetzt, und in (27) umgekehrt. Dann 
nehmen diese beiden Gleichungen die Formen an: 

{ (“2 B — Br @ » % B — Bz a ,v,w)? = 0 

L (te b—ma, Ul —wa,y,2z)? =0. 
Diese Gleichungsformen kann man auch unmittelbar gewinnen. 
Die erste sagt aus, dass die Complexfliiche einer Geraden v,w der Ort 
der Punkte ist, deren Complexkegel die Gerade beriihren; die zweite, 
dass die Tangentenebenen der Complexfliiche Complexeurven enthal- 
ten, welche die Gerade zur gemeinschaftlichen Secante haben. 

Betrachtet man die zweite Gleichung (24): 

(az By — Bx a,)? = 0 
als Gleichung des Complexkegels fiir den Punkt #, und bezeichnet ihn 
demnach durch 
(29) 7, = 0 (yi = a, Bj — Bra; , also y, = 0), 
so ist nach der Theorie der Fliichen zweiter Ordnung 

oe #4)? = 

die Gleichung der Fliche (29) in Ebenencoordinaten, d. h., da (29) 
ein Kegel ist, das Quadrat der Gleichung seiner Spitze. Man muss 
daher identisch haben: 
(30) (yy yu? = M.uz, 
wo M nur noch von den «, nicht mehr von den w abhiingt. Die Be- 
dingung nun, dass der Kegel zerfiillt, also seine Spitze unbestimmt 
wird, ist MO. Daher ist = 0- die Gleichung einer Fliche, 
welche der geometrische Ort aller Punkte ist, deren Complexkegel sich 
in Ebenenpaare auflésen. 

Um nun M zu bilden, braucht man nur auf der linken Seite von 
(30) statt der einen Reihe von y ihre Werthe einzufiihren. Man hat 
dann: 


(28) 
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(yyy uy = («#2 B— Bre , y', 7", U)? = {ae (By yu) — Bs (ay yu) }?, 
oder, wenn man die bekannte Identitit anwendet, und beriicksichtigt, 
dass y, = y; = 0: 
= (aBy'y")? Ua’. 
Hierdurch ist der Factor u,? abgesondert, und man hat also 
M = («By 7)’ 
= («,B , op — B.¥ » ep” — Bx ¥)*. 

Die Fliche M=0 ist also von der vierten Ordnung, und 
ihre Gleichung entsteht aus der Gleichung der Complex- 
fliche (28), indem man die Coordinaten der Leitlinie sym- 
bolische Coefficienten des gegebenen Complexes bedeuten 
lasst. 

Ebenso erhilt man die (bekanntlich mit der vorigen identische) 
Fliche vierter Classe, deren Tangentenebenen zerfallende Complexcur- 
ven enthalten, indem man die Gleichung 

N=0= (a,b, uel — wa , ab” — wa’)? 
bildet, oder indem man in der Gleichung der Complexfliiche in Ebe- 
nencoordinaten die Coordinaten der Leitlinie symbolische Coefficienten 
des gegebenen Complexes bedeuten lisst. 

Andere Anwendnngen der oben auseinandergesetzten Methode der 
Bezeichnung werde ich bei einer andern Gelegenheit geben. 


G6:+ingen, den 5. April 1869. 





i 





Notiz iiber das Gleichgewicht eines schweren Drahtes, 
dessen Axe eine Schraubenlinie bildet. 


Von 


Micuarn Oxatrow in’ Str. Pererssure. 


Ks sei ein Draht gegeben von kreisformigem Querschnitt und nach 
allen Richtungen gleicher Elasticitiit, dessen Axe im natiirlichen Zu- 
stande eine Schraubenlinie bildet; die Axe des fingirten Cylinders Z, 
auf dessen Mantelfliiche die Schraubenlinie liegt, sei vertical, und die 
beiden Grundkreise des Cylinders, welche die beiden Endpunkte der 
Schraubenlinie enthalten, sollen mit diesen Enden so verbunden sein, 
dass der Draht die Wirkung der beiden Kriftepaare auf sich neh- 
men kann, die in jenen Kreisen liegen und mit zwei gleichen, aber 
entgegengesetzten Drehmomenten M auf den Draht wirken sollen; der 
Mittelpunkt des unteren und der des oberen Grundkreises dienen ausser- 
dem als Angriffspunkte fiir zwei entgegengesetzte verticale Krifte A, 
resp. (A + pl):-dabei bezeichnet | die ganze Liinge der Schrauben- 
linie und p das Gewicht der Lingeneinheit des Drahtes, mithin das 
Product pl das Gewicht des ganzen Drahtes. 

Die Schraubenlinie erfiihrt beim Uebergange aus dem Zustande 
des natiirlichen Gleichgewichts in den des elastischen dreierlei 
Aenderungen: 1'es der Durchmesser des fingirten Cylinders, auf dem 
die Schraubenlinie lag, aindert sich um eine Grosse C; 2's jeder Punkt 
der Schraubenlinie verschiebt sich parallel der Axe des Cylinders um 
eine Grésse Y und dabei 3's dreht er sich um diese Axe um einen 
Kreisbogen B; die Gréssen C, Y und B sind nicht constant, sondern 
fiir verschiedene Punkte der Schraubenlinie verschieden. 

Beim natiirlichen Zustande des Drahtes bezeichnen wir: 

durch s — den liings der Schraubenlinie gemessenen Abstand eines 
Punktes s derselben von ihrem oberen Ende; 

durch ©’ — den constanten Winkel, den jede Tangente der Schrau- 
benlinie mit der Axe des Cylinders bildet, und 

durch »’ — den constanten Kreisbogen vom Radius 1, welcher 
als Maass des kérperlichen Winkels zwischen zwei Ebenen dient, die 
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durch die Axe des Cylinders Z und dureh irgend zwei lings der Schrau- 
benlinie um die Liingeneinheit von einander entfernte Punkte s und 


. 2 sin 0’ , 

s-+ 1 derselben gelegt worden sind; ar <Stellt somit den Durch- 
messer des Cylinders Z dar. 

Es seien ferner: 

E — der Elasticitiitsmodul und 

« — das Verhiiltniss der Quercontraction zur Lingendilatation 
des Stoffes des Drahtes, im gewdhnlichen Sinne dieser Worte; 

m — die Dicke des Drahtes und 

am - : ° a 
J= ioe das Triigheitsmoment seines kreisférmigen Quer- 


schnittes. 

Die gesuchten Gréssen C, Y und B lassen sich fiir einen laufen- 
den Punkt s der Axe des Drahtes durch die folgenden Formeln dar- 
stellen: 

1) Die Zusammenziehung des fingirten Cylinders Z auf dem Niveau 
des Punktes s: 


/ 9 (sin 0’ sin © 
(1) (=> - Sp 


nn n 
2) Die Sexkung des Punktes s: 
(2) Y = (cos © — eos 0’).s — f s.d (cos 0); 
0 
3) Die die Anzahl der Windungen der Schraubenlinie vergréssernde 
Drehung des Punktes s um die Axe des Cylinders 7: 
(3) B= (n—n).s —f sdn. 
0 
Die Gleichungen : 
(4) n(n cos © — n’ cos QO’) sin © — (1+ a) n(n sin O — n’' sin 0’) cos O 
__ (1-+- a) (A+ pl — ps) .. 
= — sin 0 


und 
(5) (n cos © — wv’ cos 0’) cos O + (1 4+ @) (n sin O — wv’ sin O’) sin O 
(ita) M 
= 5 


sollen dabei zur Definition der in den Formeln (1), (2) und (3) auf- 
tretenden Gréssen 0 und » dienen. Die Grosse A ist dann als posi- 
tiv zu rechnen, wenn die beiden entgegengesetzten Krifte A die Axe 
des Cylinders Z zu verliingern suchen; die Grésse M ist als positiv 
zu rechnen, wenn die beiden entgegengesetzten Kriiftepaare M die 
Anzahl der Windungen der Schraubenlinie zu vergréssern bestrebt sind. 

Die in (2) und (3) unter den Integralzeichen stehenden Differen- 
tialausdriicke lassen sich als rationale Functionen von ty 4 9 darstel- 
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len; man bekommt alsdann z. B. fiir die Verschiebung Y eines Punk- 
tes s den Ausdruck: 


(6) Y = (cos 9 — cos 0’) s — (1 aa “) (cos © — cos Oy) + a(n — iM) 
a—bsin20 a—b sin20, 
+ i+asn?O0 ~ i+esin 20,’ 
worin ©, und », die Werthe von O und » fiir das obere Ende s = 0 
der Schraubenlinie bedeuten, und die Constanten @ und Db sind: 


6= Ca -- aa (cos? 6’ — (1+ @) sin? @’); 
or EJn'* sin 20° | 
4p 

Die angefiihrten Formeln geniigen einer strengeren Theorie des 
(ileichgewichts elastischer Stiibe, wie sie von Kirchhoff gegeben 
wurde, nur fiir diejenigen Punkte der Schraubenlinie, welche beim 
elastischen Gleichgewichte des Drahtes um eine ganze Anzahl von Um- 
giingen von dem unteren Ende desselben entfernt sind. Man darf jedoch 
dieselben Ausdriicke von C, Y und B auf der ganzen Ausdehnung der 
Schraubenlinie benutzen, mit einer desto grésseren Genauigkeit, je 
grésser die Anzahl der Windungen des Drahtes ist. In der That, die 
Formiinderung der Schraubenlinie in den nahe zum unteren Ende des 
Drahtes liegenden Punkten hiingt wesentlich bloss von der angehiing- 
ten Last A und dem Drehmomente M ab, und nicht vom Gewichte 
des iibrig bleibenden Theils des Drahtes; bei einem Punkte aber, der 
um mehrere Windungen vom unteren Ende absteht, kann man die 
stérende Wirkung eines Theils einer Windung gegen die gesammte 
Wirkung aller dieser Windungen vernachlissigen und die Gréssen C, 
Y und B so bestimmen, als ob sie durch die von einer ganzen 
Anzahl der Windungen herriihrende Last (pl — ps) hervorgebracht 
wiirden. 

Die Formeln (1) — (3) bestimmen nach der Formiinderung die 
Lage eines Moleciils » des Drahtes, welches sich vor der Formiinderung 
auf der Axe des Drahtes in einer Entfernung s vom oberen Ende des- 
selben befand; es bleibt jetzt iibrig zu zeigen, wie man nach der 
Formiinderung die Lage aller Moleciile des zum Moleciil o zugehérigen 
Querschnittes S findet. Zu diesem Zwecke denken wir uns vor der 
Forminderung in einem Punkte s’ der Schraubenlinie stehend, dessen 
Abstand s’ vom oberen Ende ein wenig grésser ist, als der Abstand 
s des Moleciils 0, unser Gesicht dem Kreise S zugekehrt, und wir wol- 
len das Moleciil o zum Anfangspunkte eines Systems von Polarcoor- 
dinaten wihlen, zu deren Axe derjenige materielle Radius 01 des 
Kreises S dienen soll, welcher im Punkte o des fingirten, die Schrau- 
benlinie enthaltenden Cylinders Z die nach aussen gerichtete Normale 
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dieses letzteren bildet. Ein Moleciil @ des Kreises S wird dana durch 
seinen Abstand @ vom Moleciil 0 und durch den Winkel g zwischen 
den beiden Strahlen 02 und oa definirt; den Winkel m, der alle Werthe 
zwischen 0 und 2x annehmen kann, wollen wir dabei vom Strahle 07 
ausgehend in der Richtung der Bewegung des Uhrzeigers bis zu dem 
Strahle oa ablesen. Die strenge Theorie zeigt, dass die Moleciile a 
des Kreises S auch nach der Formiinderung keine windschiefe Fliche, 
sondern eine Ebene bilden, die auf der Axe des veriinderten Drahtes 
senkrecht steht, und wenn wir auf diese Theorie das niimliche Nihe- 
rungsverfahren, wie friiher, anwenden, so folgt, dass der materielle 
Strahl 07 nach der Formiinderung wiederum geradlinig und horizontal 
bleibt. Durch diese Bemerkungen wird die Lage des betrachteten ma- 
teriellen Querschnittes S und des Strahles 07 im Raume nach der 
orminderung vollstiindig bestimmt; die einzelnen Moleciile a@ lassen 
sich jetzt durch ihre Polarcoordinaten (oe —c) und (p+ A®) in Be- 
ziehung auf das Moleciil o und den Strahl 07 bestimmen; man findet 
niimlich fiir die Verkiirzung c des Abstandes 9 zwischen den Moleciilen 
a und o den Ausdruck: 

(7) ian a (A + pt — pe) 4. « (n sin © = n’ sin ©’) 9? cos @, 

worin 24 = 4 am? den Inhalt des kreisformigen Querschnittes S des 
Drahtes bezeichnet, und fiir den Bogen 6 = @- Ag, um welchen sich 
das Moleciil @ um das Moleciil 0 in der Richtung des Uhrzeigers ge- 
dreht hat, den Ausdruck 


(8) in « (n sin © o3 n’ sin 0’) o? sin 9. 

Man sieht aus der Formel (8), dass der materielle Strahl 07, wie bereits 
erwihnt, und sein entgegengesetzter, fiir welche gm —0, resp. = 
ist, gradlinig bleiben, und dass alle iibrigen Durchmesser eines Quer- 
schnittes S sich bei der Formiinderung des Drahtes in flache Parabein 
umformen. 











Sur les intégrales des équations du mouvement d’un 
point matériel. 


Par A. Korxine de St. PETeRsBura. 


Les questions sur les intégrales communes 4 plusieurs problémes 
de Mécanique se rapportent essentiellement 4 la théorie des équations 
simultanées aux dérivées partielles. M. Bertrand a pour la premiére 
fois résolu une question générale de ce genre, en donnant une mé- 
thode simple et trés-élegante pour traiter les probleémes de Mécanique 
dans lesquelles les forces motrices ne dépendent que des coordonnées 
des points mobiles. L’application de cette méthode au mouvement 
d'un seul point a été lobjet des recherches remarquables de M. Ber- 
trand et de celles de M. Rouché. Je reprends ici les équations du 
mouvement d’un point sur une surface pour faire étude du cas plus 
général dans lequel les forces appliquées au mobile sont des fonctions 
queleconques de ses coordonnées et des composantes de sa vitesse. Or, 
si une seule intégrale est commune 4 plusieurs problemes, sa forme 
est arbitraire par rapport 4 ces quantités. C’est pourquoi je me suis 
borné au cas dans lequel les problémes admettent deux intégrales com- 
munes. 

La question se réduit 4 la recherche des expressions générales 
da dy 
dt ? dt ’ 


des fonctions X, Y de quatre variables zx, y, telles que les 


équations différentielles 


Be ey 
aX, gear 


puissent avoir deux intégrales communes avec des équations de méme 
forme 
Mx x ay 
dt 1? dt? ais 
La méthode de M. Bertrand wétant point appliquable a cette 
question, je fais usage d’une autre, qui est fondée sur un théoreme 
bien connue relatif aux équations simultanées aux dérivées partielles. 
Ce théoreéme peut étre énoncé comme il suit: 
Soient 
Wi >WI29++ I 
les variables indépendantes, V leur fonction, 
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oe ae ace 
Py OU ? Po = oa = Ss Pn — Oqn 
ses dérivées partielles du premier ordre, 


Pi» Por- ++ Pu 
des fonctions de q, , G,- +n » Pt» Po>+~+ Px linéaires et homogenes 
par rapport & p; , P.,..-Dna- 

Supposons, que des équations 
(1) 9 = 9,9, =—9,.. Dp = 0 
on ne puisse déduire par l’élimination de p, , p, ,.. p», aucune rela- 
tion de la forme 
TT (G1 5 G2 > - + In) = 0, 

et que parmi ces équations il n’y en ait aucune, qui soit la consé- 
quence des autres. Alors le systéme d’équations (1), en y regardant 
V comme inconnue, sera satisfait par » — u fonctions de q, , q.,-- Gn 
indépendantes entre elles, si les conditions 


=(Q 





( » Op __ Ogi 6 05 4 Opi Opi Cp _— Opi Op ee Opi 09} __ Oi 09; 
0% OP, OP, 0% * Od, OP, OP, OG, OqnOp~n OpnOqn 

sont remplies soit identiquement soit en vertu des équations (1) pour 

toutes les valeurs de 7 et j contenues dans la suite 1,2,3...mn. 

L’expression qui se trouve dans le premier terme de |’équation 
(2) est celle de Poisson. On la désigne ordinairement par le sym- 
bole (9; , 9)). 

Il importe de distinguer le cas od les équations (2) sont identiques 
de celui ot elles n’ont lieu qu’en vertu du systéme (1). Dans le pre- 
mier cas je nommerai l’ensemble des équations (1) le syst?me normal 
et dans le second le syst®me fermé. 

Soient maintenant &, 7, € les coordonnées rectangulaires du point 
mobile, dont nous supposons la masse égale a l’unité; ¢ le temps; 
&’, n', €' les dérivées 


dé dn _ dé, 
a’? a’ a? 
(3) fE,u,o) =—0 


l’équation de la surface sur laquelle le point est assujeti 4 rester, et 
H,K, TL \es composantes de la force qui agit sur le mobile. Nous 
supposons que H, K, L sont des fonctions quelconques de &, », &, 
b', 0, &. 

On peut regarder &, 7, €, comme trois fonctions de deux variables 
x et y telles que leurs valeurs satisfassent 4 l’équation f (&, 4, §) =0, 
quelsque soient x et y. D’aprés cette supposition les quantités &', 9’, &, 
dz , 44 “y. P 


1 ly i" 
ax ae. ae ay an 
dt . ? ’ a y" 


H, K, L seront des fonctions de 2, y, - our abréger faisons 
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Le carré de l’élement linéaire sur la surface (3) 


ds? = d& + dy? + dg? 
prendra la forme 
ds? = Eda + 2Fdady + Gdy’, 
et on aura pour l’expression de la force vive 
4S = T=} (Ex? + 2F ay + Gy’). 

Parmi les divers systémes 2, y de coordonnées sur la surface un 
des plus remarquables est celui pour lequel les coéfficients FE et G 
sont égaux a zéro. C'est le systeme que Bour a nommé le systéme 
de coordonnées symmétriques. Nous en fairons usage dans la suite. 

Faisons 


Mm Raat Kat hie 
ag 
N=HSi + KS" + 75k; 


les quantités MZ et N seront, dans nos suppositions des fonctions quel- 
conques de x,y, «’ ety’. 

Les équations du mouvement prennent maintenant la forme bien 
connue 

d (oT oT ' d (a1 oT 

4) di (ox) -~w* sly) &~* 
Dans la suite nous fairons constamment usage du signe d pour expri- 
mer la différentiation compléte et du signe @ pour désigner des diffé- 
rentiations partielles. 

Les équations (4) étant développées et résolues par rapport a 





deviennent 
(EG—P)°* —GM—FN+ (FS 2 eA Fo 2 a) at? 
+ “ia G 3 ay + G PO +S a & ce Satie oy) y*, 
5 
" (EG—F) 9 — EN—FM + (5 Fe +s ES - EX) a” 
4 @F-*5) “y+ (FR —4 Rie _s 2 Ey) 
Nous les écrirons plus simplement ainsi 
os =i, a mz, 


en désignant par X et Y des fonctions de w, y, x’, y’ dont les ex- 
pressions dépendent de celles de M, N, EF, I’, G. Si «x et y sont des 
coordonnées symmétriques, les valeurs de X et Y sont 
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(6) x saR N dlog F a’? , Pak 0 log F sf. 


F Oa * dy 4 
Nous désignerons le probléme défini par X et Y simplement 
comme probleme (X, Y) et les quantités X et Y comme forces de 
ce probleme. Nous désignerons également x’ et y’ comme vitesses du 
mobile. 
1. Les équations 
ax a 
de ~ x; d : = 
du probleme (X , Y) ont les mémes intégrales que le systéme d’équa. 
tions différentielles ordinaires 


de dy _ oo dy + 
eee. Ber, Fert: FOF 
ou léquation aux dérivées partielles 
ov a oV 7 ov ov 
e+ % ety Gtx + Yap = 0 


C’est cette derniére équation qui nous servira pour définir les in- 
tégrales du probleme (X, Y). 

Supposons que V soit une intégrale commune a deux problémes 
(X, Y) et (X,, Y,). Elle doit satisfaire simultanément 4 deux équa- 
tions 


oV a & 4-4 OV 
ete py 4 x? A Sak 
oVv 


af ev , ey 
e+ ae TY | Tt K+ KS 
ou, ee qui est le méme, & ces 1S _ 
V , ev ’ ar OV 
ete So ty Gt XS+ YS —0, 
ax) 40 y,) % =o, 


L’intégrale V dépend nécessairement au moins d'une seule des 
vitesses 2, y’. En effet, dans le cas contraire, en supposant 


(7) 


ave ave 
ox — 0, oy a 0, 
le systéme (7) se réduira & une seule équation 
av, . aw , ev 
Ay + 2 Da +y dy = 0, 
qui étant differentiée par rapport 4 x’ et y’ donne 
av ave 
ox = 0, ay a oe 
et par conséquent o = 0. De la il résulte que V est une constante. 


Chaque probleme (X, Y) a quatre intégrales, savoir, trois qui 
sont des fonetions de v, y , «’, y’ et une seule de la forme 














a eH 
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—+i8 + i (x,y ? x’ ,y’). 

Il est évident que les problémes (X, Y) et (X,, Y,) ne peuvent 
point avoir trois intégrales communes sans devenir identiques, c’est- 
i-dire, sans qu’on ait X = X, , Y= Y,. Nous allons nous occuper 
des probleémes qui ont deux intégrales communes. 

2. Le premier cas et le plus simple est celui ot lune des vites- 
ses x’, y’ ne figure pas dans les intégrales en question. 

Soient V et W ces intégrales, et supposons par exemple, 
ov 





= 0; 
alors le systéme (7) donne 


>, OV 
(X— X,) & =0, 


et comme on ne peut pas avoir en méme temps 
av oV 
— O et oy” = Q, 
il faut que Von ait 
xX = X, . 


Liintégrale W qui doit satisfaire 4 l’équation 
5D 


, oW >, oW 
(X—X)5e +(¥-Y)G = 29 


Ox’ 


ou, ce qui est le méme, 4 l’équation 
; , OW 
(y¥—y¥,)% =0, 


ne peut pas dépendre de y’, car autrement on aurait Y = Y,, et les 
deux problémes (X , Y) et (X, , Y,) seraient identiques. Ainsi V et 
W ne contiennent pas y’. 

Il est trés-facile de démontrer que lune de ces intégrales dépend 
de ¢, et que ni lune ni l’autre ne dépendent de y. En effet, soit 
V=f(r,y,2')=a, W=F(r,y,2') — w=68, 

« et 6 étant des constantes arbitraires et y désignant zéro ou un. 
Résolvons l’équation 
f(@,y,2)=« 
par rapport a x’, et soit 
a’ =A (2, y, a) 
sa valeur. 
Substituons-la dans |’équation 
F@,y,«)=r+6 
et désignons la fonction 
F\z,y,4(,y, @)) 
par w (@,y, a); il viendra 


u(a@,y,a) = yt + B. 


Mathematische Annalen II. 
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En différentiant cette équation par rapport a ¢, on a 
(8) aT? oe. 

L’équation (8) doit Mend identique, si l'on substitue au lieu de 
a sa valeur f (x, y,2'), car alors elle sera le résultat de la différen- 
tiation compléte de l’intégrale 

F(c,y, 0) = yt + 8. 

Par conséquent la valeur « = f (x, y, x’) satisfait 4 VPéquation 

(8); or f(w@,y, 2’) ne contenant pas y’ on doit avoir 


oH 0) 
: dy 
et par suite 
, Ou 
t>=?. 

Il est évident maintenant que y n’est point zéro, car dans le cas 
contraire on aurait 4a = 0 et lintégrale W serait une fonction de 
V; par conséquent on a y = 1 et 

a’ Ou 
bles 
La fonction a = f(x,y,2’) satisfaisant 4 cette équation ne 


saurait contenir y, car w est indépendant de y. Ainsi les deux inté- 
grales dont nous nous occupons sont de la forme 


= f(¢#,2') =a, W =F (z, x’)—_t= 8. 
Il est évident que l’équation ; 
a x, 
det 


est équivalente a celle-ci 
” ef a of dx — 

: a de 

qui s’obtient en difvérentiant Vintégrale 
f(@,2’) =a, 
et que X est une fonction de x et x’ seuls. 
Les deux intégrales V et W sont les intégrales premiéres de 

Péquation 


ax 
at x. 


Nous aurons le cas absolument semblable 4 celui que nous venons 
de considérer, si les deux intégrales communes V et W_ne dépendent 
pas de x’. 

Dans la suite nous ferons abstraction de ces cas et nous suppo- 
serons qu’aucune des dérivées 

oV OV 


a 
ox 


? 


oy 





































Mouvement d’un point matériel. 


19 


ne soit égale & zéro, V étant toujours une intégrale commune a deux 


problémes. 

Cela posé il est facile de voir que les problémes (X , Y) et (X, Y,) 
ude § n’étant point identiques X est différent de X, et Y de Y,. En effet 
‘éren- . l’équation 

é av av 
t (x— x, 2% 4 (y—¥,) % =0, 
; se reduit a “ 
ation (Y—Y,) 7 = 0, 


si nous supposons X = X,, et a 


ov 
(X — X,) > Ziad 0, 


si Yona Y= Y,. Or et ad différant de zéro, on doit avoir 


Y=Y, dans le premier cas et X= X, dans le second. Par conséquent 





le cas 
dans tous les cas les probleémes (X , Y) et (X,, Y,) seront identiques, 
mm de contrairement & la supposition. 
3. Les équations (7) peuvent étre transformées en les deux suivantes 
4 2. ee 
Ox’ X—X, dy 
n ne ov OV , OV XY,—xX,Y av 
Lx : - -5, = 0. 
inté- ot +4 Ox +y oy + X — X, oy } 
Désignons pour abréger par & la quantité 
y—Y, 
= 3 
et par / la quantité 
Ek = ¥~sX = ¥, — 8X;; 
alors les deux équations ci-dessus deviennent 
48 we 
(9) ee eS 
” » ov ove 
eto t¥ 5g t a = 2 
—_—" Notre recherche se réduira 4 assigner aux quantités k et / les 


valeurs nécessaires et suffisantes pour que le probléme (X, Y) puisse 

avoir deux intégrales communes avec d’autres probleémes. Ces valeurs 

nous donneront sur-le-champ les conditions pour les forces X et Y; 
renons car si nous avons 


ondent k=qp , l=y, 
nous aurons en vertu des expressions de k et 1 en X, Y , X,, Yj, 
suppo- Y— gX=79; 


cest la condition cherchée. 
Les valeurs de k et 1 ne sont jamais infinies d’aprés les supposi- 


tions sur les forces X, Y , X,, Y,, que nous avons faites au n° 2. 
O+ 
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Composons la fonction de Poisson avec les deux expressions 


ov , ,aV , av , av av. 
aa’ + Foy? a+? je TY dy +1; oy’? 
nous formerons se 
a4 av 2 ae dk .anaVv _ 
(10) 52 +45, +G +k § to #5 by? =O 


qui “ satiafaite par saint lee valeurs de k,l et V qui satisfont au 
systeme (9). Composons la fonction de Poisson avec les premiers 
termes des équations (10) et (9), et nous aurons deux nouvelles équa- 
tions qui seront satisfaites par les mémes valeurs de k, / et V. Or, 
d’aprés notre supposition, le nombre des intégrales communes 4 toutes 
ces équations étant deux, il faut que quelques-unes d’entre elles soient 
identiques ou des conséquences des autres. Ainsi nous aurons des équa- 
tions de condition pour & et /, qui nous permettront de trouver les 
valeurs générales de ces quantités. 

Nous distinguerons le cas ot les deux intégrales communes ne 
dépendent pas du temps de celui ot lune d’elles contient le temps. 

4. Le premier de ces cas est trés-simple. Les deux intégrales 
en question ne dépendant pas de ¢, le systeéme (9) se réduit au sui- 





vant 
ee Ue 
Aa +k By’ 0, 
OV , 
e oe 4y aa > ia 0, 
ou, ce qui est le méme, 
av, .aV_ 
| oa’ +h oy 0, 
(11) er -~* . 
OV y OV Lav _ 
| Ox - wv’ oy + a’ oy 0. 
Ces deux équations étant combinées pour former la fonction de 
Poisson, donnent 
k x, an 1 at, kat ot ta eh yakyav __ 
(12) G— x’ da voy x? 2’ dy’ du x’ dy pes 


Or l’existence de deux intégrales communes, fonctions de quatre 
variables x, y, x, y’, exige, d’aprés le théoreme énoncé plus haut, que 
le systeme (11) soit fermé ou normal. I] ne saurait étre fermé, car 
l’équation (12) n’a pas lieu en vertu des équations (11); il doit done 
étre normal et l’équation (12) identique; par conséquent on a 


a 1 ie as ok ee, ok ih 
x’ a ? a ox 2’ dy’ a’? a ay Ox a oy ? 
et il en résulte 
sal » al oe 
k= , @ ag oY ay” = 2!. 
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La derniere équation a pour intégrale générale 


9 , ay’ 
: l= 2.1 (2,9, ry 
* a 
. TT désignant une fonction arbitraire. 
), Les valeurs trouvées de k et 1 donnent pour les forces X et Y 
la condition suivante 
vu y 
- (13) @®Y—y¥X=—2°TT («, Y, v)s 
a- ‘ P : . 
: qui est nécessaire et suffisante. 
. Pour avoir les intégrales cherchées substituons au lieu de X et Y 
es . 
respectivement 
nt x et dy 
a- dt? dt 
” dans l’équation (13). En prenant alors 2 pour variable indépendante, 
il viendra 
he ad dy 
4 = TI (z »Yo> y . 
dx dx 
es _ - ft ‘ : 
: Les deux intégrales premieres de cette équation sont aussi les in- 
8 Pp | 
1i- P ieee , a 
tégrales communes, que nous cherchons. La fonction TT étant arbi- 
: , . = _ : y 
traire, elles n’ont pas de forme déterminée comme fonctions de a, y, y . 
5. Il nous reste & étudier le cas dans lequel une des deux inté- 
grales communes dépend de ¢. Reprenons les équations (9) et (10), 
qui ont lier pour toute intégrale commune V. En désignant, pour 
abréger, par m l’expression 
ol el ok » Ok , 0k 
—+k—-li=-#* —-y 
0x oy oy Ox oy 
ces équations formeront le systeme 
av av 
2 —; y ~— = O 
de Ou +h oy . 
av OV , oV ov 
eo y¥>+lae=0 
0 (14) ot ? 0x +y oy oy ' 
a av av aV 
~— +k— +m5, = 0, 
0x oy oy 
re 
ue qui dans le cas dont nous nous occupons doit étre fermé ou normal. 
ar Maisons pour abréger 
ne A no k OV 
(V) mead On’ oa “Oy ’ 
: > ov OV + OV ov 
3 ==, aw = Y= lx» 
1 (V) ot + 0x + y oy i oy 
OV ov ov 





C(V) = = +k By +m ay”? 
A(V) , B(V), C(V) 


désignant des opérations différentielles complé- 
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tement déterminées , executées sur la fonction V dont la derniére peut 





étre représentée ainsi . 1 
(15) C(V) = A[B(V)] — B[A(V)}. 
Combinons A (V) et C(V) pour former la fonction de Poisson, 4 
faisons le méme avec B(V) et C(V) et nous aurons les deux équa- : ‘ 
tions 
A(t) © + [acm — 0a) &% = 0, | 
aa oV av 
> o > Y y 
[B (k) — m|] By + [B (m) — C(D| wo 0, | : 
qui doivent étre identiques. En effet, le systéme (14) étant fermé ou 
normal et les équations (16) n’ayant point lieu en vertu de ce systeme, ; 
il faut qu’elles aient lieu identiquement. Ainsi il vient 
(17) A(k)=0, A(m)—C(k)\=0, B(ik)—m=0, B(m)—C(l)=0. 
Or il est facile de faire voir que l’équation 
A(m) — C(k) = 0 


est la conséquence des deux autres 
A (k) = 0, B(k) — m = 0. 
En effet, de l’équation 
m = Bik) 
on déduit | 
. A(m) = A|B(h)|, 
et, comme on a A (k) = 0, il vient 
A (m) = A[B (k)| — B|A(k)], 
ou, daprés (15), 
A (m) = C(k). 
Les équations (17) se réduiront done aux suivantes | 
(18) A(k)=0, m= Bk), Bim) — C() = 0. 
Elles représentent les conditions nécessaires et suffisantes pour que le 
systéme (14) ait deux intégrales communes, et déterminent les valeurs 
générales de k et 1. 
6. Liintégrale générale de l’équation 


A(k) = “~ +i e wt, 
est donnée par la formule 
(19) v (a, y,y —kx,k) = 0, 
w étant une fonction arbitraire. 
De la on peut déduire 
(20) k=g(e,y,y —kz’) 
dans tous les cas excepté celui, ot la derniétre des quatre quantités 





veut 


on, 
jua- 


ou 
me, 


is 
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%Y,y —ka ,k 
ne figure pas dans |’équation (19). 

Dans ce cas on obtient 

y’ — ka’ =f (,y) 

et, par conséquent , 
(21) ka L—LE 9), 

La fonction y étant arbitraire, les fonctions p et f le sont égale- 
ment. Nous supposerons que f ne soit pas zéro, car en faisant 


f(x,y) =9, on aurait k = ma et l’on obtiendrait le cas considéré au 


n° 4, 

Les deux valeurs (20) et (21) de & conduisent & deux formes des 
intégrales. 

Considérons d’abord la valeur (20) de k et prenons y’ — ka’ pour 
une des variables indépendantes au lieu de y’, ce qui est possible, 
k étant défini par l’équation (20). 

Introduisons la nouvelle variable dans l’équation 

aV oV 
on” +k ie 

En désignant par z la quantité y’ — kev’ et par A la fonction V 
exprimée en ¢, , y, 2 et x on aura 

ov on on 
oa — ba t+ Ge Gal’ 
aV_ aA 02 








dy os ° ody 
Or de equation 
z=y — ka’ 
on déduit 
02 ’ a Ok Of 7’ Ok. 
=_" (i +2 ia’) i . * oy? 


et par conséquent il vient 


av aa . » @\ OA 
—— (k+2' 52) Oz 


Ox" 
oF awli_g 22. 
a. ~ Oy) 02 


De la on obtient 
ov ov on 1 ( ok ck\ On 
(Ls SS a ? Fa) a = O 
Ox +i oy Ou * (5 +k sy) 02 . 
et, en vertu de l’équation 


ok ok 
a¢ thay =o 


on déduit 
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2 
CL 


= ), 


A ote Si 


I] résulte de la que lintégrale indépendante de ¢, que nous dé- 
signerons dorénavant par V, est de la forme 
(22) V = A(z,y, 8) 
et Vintégrale dans laquelle figure ¢, a la forme 
a t+M(x,y, 2). 
Adoptant maintenant la valeur 
. ¥ —f(z,y) 
k= . 
on aura 
> $a oy im oe & SES 2 8. 


Oa Ox P ey’ 


De cette équation on obtient 
(23) ir on Si (« ¥> y — aa 
A étant une fonction arbitraire. 

L’intégrale avee le temps est de la forme 


<M (2, 9, PLM) 


vc 
7. Nous allons maintenant chercher la dépendance mutuelle des 
deux intégrales communes, et pour embrasser ensemble les deux cas 
considérés dans le n° précédent désignons par & la quantité z, si V 
est de la forme (22) et la quantité 
y' —f(@,¥) 
x 


si la forme de V est donnée par la formule (23). Soient 
A(w,y,8) =a , —#+M(e, y, §) = pf, 
les deux intégrales en question, « et B étant des constantes arbitrai- 
res, et 
E=A (x,y, a) 
la valeur de &, déduite de léquation 
A(z,y9,§) =a. 
Substituons -la dans l’équation 
M (x,y, &) =t+f6 
et supposons que celle-ci, aprés la substitution, devienne 
u(e,y,a) =t + B. 
Différentions cette équation par rapport 4 ¢, il viendra 
(24) Ae ty’ = 1. 


Ce résultat devient une identité, si l'on y remplace « par la fone- 
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tion A (x,y, &), car alors il sera le résultat de la différentiation com- 
plete de lintégrale 
lé- . 
in ; M(a,y,8)=t+8, 
dans lequel on a substitué au lieu de 
xe , dy 
: de® ae 
respectivement X et Y ou X, et Y,. 
La valeur A (x,y, &) de «@ satisfaisant 4 léquation (24) ou, ce 
qui est le méme, a celle-ci 
or 7] 7] 
(25) dt = 3 dx + oy dy, 


il est facile de démontrer que l’équation (25) donne pour dé la méme 
valeur qu’on obtiendrait de l’intégrale 
A(a,y,§)=« 
en la résolvant par rapport & dt. Soit cette derniere 
(26) dt = Adx + Bdy 
A et B étant des fonctions de x,y, @, savoir 


_ ss @(@,, yA) we. 
A= 2 ? B=7) 


si lon fait § = z, et 


des 
r 1 
cas A=— ;— B=>— 
f(x,y) ; f(%, 9) 
V 7 
si l'on suppose 
y’' —f (a@,4 
E = y f { y) ; 
a 
4 dans tous les cas désignant 4 (x, y, @). 
La valeur « = A (a ,y, &) satisfaisant aux équations (25) et (26) 
satisfaira aussi a l’équation 
‘al- 


a or 
(4 ‘a 2a) dx + (2 on *y) dy = 0, 
ou a cette autre 
Au . ay 
A—a + (2 <a *y) 7s 


Or celle-ci ne peut étre satisfaite par la valeur mentionnée qu’en 


faisant 

0 0 

A—#S=0 , B—Z=0; 

0x oy 
car, dans le cas contraire, A (x,y, &) serait une fonction de x, y 
y’ gaa ° 
"y ee qui n’a pas lieu. 

Ainsi on a 


Le Cx ? cy 
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De la il résulte que l’équation 
A (x »Y> é) —_ 
étant résolue par rapport a . devient 


ad = oe Ox + by @ 
intégrable par quadrature. ne intégrale 
t+ pP=—ue (x,y, ¢@) 
nest autre que lintégrale commune avec le temps. 
Ainsi la recherche des intégrales communes se réduit a celle de 
Vintégrale indépendante du temps. 
8. Considérons d’abord la forme 
V=A(e,y,2), 
z désignant la quantité y’ — ke’ et k étant défini par l’équation 


(27) k= (@,y,2). 
La premiére des conditions (18) 
A(k) = 0 


est satisfaite par la valeur (27) de k ; quant & la seconde 
m— B(k) = 0, 
qui étant eae devient 


5 ‘¢ + Ok - 
@) 2+kF-2(¢ F+y Bt! wy) =% 


elle nous donnera la valeur de 1. 


Prenons «,y,2%’,2 pour variables indépendantes et composons 
d’abord les dérivées partielles de k au moyen de I’équation (27), ensuite 
celles d’une fonction quelconque V, de «,y,’,y’. En désignant 
par A, la fonction V, exprimée en x,y, x’ et z, nous aurons 











op op 
a = , s ., —_# 
Cx 1 rs a’ & oe oy 1 4 a - 
Pi Op 
_ P oz ok sv 
py + OM oy Op 
1+2 ' 1l1+<2 
(29) + 02 ss 0 
a op re oy 
ev, —_ en, _ — ony 4 ev": adil ony es Oy on, 
Cx Ou 1+ yy 02 cy ey 1a’ Oz 
a Se  —_— 1 an, | 
Ox =k 2 OM 02 4 OD bs 
1+a ; 1+ 2 os 
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En faisant V, = 1 on aura les dérivées de J. Substituons-les 


dans l’équation (28); il — 
we é 
Pts yt * Get? 0) 
, op 
On peut regarder cette équation comme ordinaire 4 une seule 
variable ~’. Elle est linéaire et du premier ordre. Son intégrale géné- 
rale se trouve facilement et peut étre représentée ainsi 


(30) —— oe a 
0 , 
+ [(B) 9+% Cp git 42% Ma, 


® étant une fonction arbitraire de x, y, z 


4 
2 





a_ 2a 
, 


La valeur 
V=A(x,y,2) 


de Vintégrale cherchée satisfait 4 la premiére équation 
av aV 
a te k==0 
Ox oy 
du systeme (14); il nous faut encore satisfaire 4 la seconde 


af ty S ~ +15" = 0, 


ov , P — ‘ ee 
le terme ay Stant maintenant égal & zéro. Quant a la troisiéme, elle 


(31) 


aura lieu en vertu des deux premieres. 

Pour satisfaire 4 l’équation (31) transformons-la au moyen des 
formules (29) en y faisant V, = V,A,=—A; elle se réduit alors a 
la wary 


5, th ete [t+ (e+* 3) ay — * oy ae] 


y'2 [&@ on A (ep oy \] _ 
+ 2? e (3s + 9 39) oF yo é + 9) | = 0. 


Substituons ici la valeur (30) de 1; il viendra 


Gretel O40) Beacons a 


12 Op [aA aAj{— 

x =_ x op — 

+ 02 lia +9 oy e+ . a+5 Oy) ez 
Les fonctions ®; ® et A sont indépendantes de «’; par conséquent 
le coéfficient de x’, celui de « et la somme des termes dans lesquels 
«’ ne figure pas, sont séparement égaux a zéro. Ainsi nous aurons 
trois équations qui se réduisent & deux indépendantes entre elles 
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on oA 


oy + 9% 0% ay 
on on x 0 op\ OA 
0x + 9 oy + 4 (° 02 + 39) os 0. 
Etant résolues par rapport a 
On on 
~— eb; 
Ou ~~ oy 


elies deviennent 


on on 
ay + % 5, —% 


(32) 
on op Og on 
é 3 — = 0. 
130 + | (® 02 + iy) po 02 
Pour satisfaire & l’équation (31) il faut que A satisfasse simultaneé- 
ment aux équations (32). Le nombre des variables du systéme (32) 
étant trois, et ce systeme n’étant point fermé, il faut quil soit normal. 
Combinant done les expressions 
on on on an 
oy +OS > Ge + [- (° 3 7+ =) po| az 


pour en former la fonction de Poisson et égalant le résultat a zéro, 
on aura 
od e o Cp oo 
(33) ee + 3 a bl i») re 7 oe 
3 


— ° [, (9% ok of, Op 1 Op\ _ 

~ Oy [= (%; +3) po] +o% [2 (° a + ay) 9 >| 
ou en développant 

¢ om a od Sel 9 0°@ 
(34) a (9-23) 5 ay + * dy az Get? 20 ® 7) 

C’est la condition nécessaire et suffisante pour que le systeme (32) 
ait une solution. 

Maintenant les valeurs (27) de k, (30) de J et A (x, y, 2) de V 
satisfont au systeme (14), les fonctions m et ® étant assujeties a la 
condition (34). 

9. Nous allons maintenant chercher les conditions nécessaires et 
suffisantes qu’il faut imposer aux forces X et Y. Elles sont exprimées 
par léquation 


Y—kX =I, 
qui dans le cas dont nous nous occupons devient 
¢ a cp 
(35) ¥—e@x= O422 (Pot 2) a ? h 


+ [B+ og tery: oe + 20 (2) | 2°, 


gy et ® étant des fonctions de «, y, z liées entre elles par l’équation 












ane- 
(32 


mal. 


HELO, 


) o| 
) 

(32) 
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ap, od » Op\ 0 Op 0 __ op 
(36) e+ (9 2 3) dy + * oy a2 = t (jet 2o oe +? 30) 


et la variable ¢ s’exprimant en 2, y, x’, y’ & l'aide des équations 


ions 


(37) e=y' — kz’ ‘ k = 9 (a, y, 2). 

Pour avoir l’expression la plus générale des forces X, Y, il nous 
faut avoir recours 4 l’intégrale générale de V’équation (36) qui peut 
étre exprimée, comme il est trés-facile de le vérifier, de la maniére 
suivante : . 

Soit « une variable auxiliaire ¢t F' (a, y, u) une fonction quel- 
conque de x, y, wu. Substituons F' (a, y, w) dans les formules 


p (p) 


= g=—F | ¢v (a, u) — ag «= YI 


v (x, u) étant une fonction arbitraire, et apres avoir fait les différen- 
tiations et l'intégration, indiquées dans ces formules, remplagons « 
par sa valeur en fonction de x, y, 2, qui suit de l’équation 

= Fe, y, 0); 
alors les formules (38) donneront pour ® et m les valeurs les plus 
générales que ces fonctions puissent avoir, et qui satisfont & l’équa- 
tion (36). 

Si nous substituons ces valeurs dans |’équation (35), nous aurons 
expression la plus générale des forces X, Y en supposant l'une d’elles 
arbitraire et Yautre définie par cette équation. 

Les fonctions arbitraires I’ (x, y, w) et w(x, w) qui y entrent ne 
dépendent point l'une de lautre. 

Supposons maintenant que’ l’on donne une des fonctions ®, g. 
La détermination de l'autre dépend alors de l’intégration des équations 
différentielles ordinaires. 

En effet, soit 


(38) o=— 2 


® (x, y, 2) 

expression donnée de ®. Nous trouverons FI’ (#, y, «) en intégrant 
l’équation ordinaire du premier ordre 

oF ’ 

oy =o (x, Y; F), 
et remplacgant la constante arbitraire, qui entrera dans l’intégrale géné- 
rale par une fonction arbitraire de x et wu. 

Ensuite nous déterminerons g en substituant l’expression trouvée 
de J’ dans léquation 
° (x) 


yg =F | yo (a, u) — —_ dy |. 


Si c'est la fonction g, qui est donnée en wz, y, 2, l'autre fonction 
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® sera déterminée par l’intégration de |’équation (36). Or cette inté- 
gration se réduit 4 celle du systéme d’équations ordinaires 








dy dz 8% 
dz = = —- =, "x 
tie: oe ” ay (Fa + o + oO Oz? 


Il n’est point nécessaire d’intégrer toutes les trois équations de ce 
systéme; les deux équations 


(39) + a 
, 02 oy 


suffisent. En effet, soit m (x, y, 2) expression donnée de g. La 
fonction F' (x, y, u) se déduit alors de l’équation 





1 
a f- 
, F 
Or TE = = v(a, u)— () dy, 


ou de cette autre 
2 eet °C), 


qui, en la Pry devient: 


Op op _ OF\ = oF 
F (is + oF zy) Pay ai _" 


oy 
Or lintégration de cette équation, qui Wes étre représentée ainsi 
oF oF 1 o@ , 
= + (9—F *P) oy” Cy’ 
se réduit 4 celle du systéme d’équations ordinaires 
dy oF 
(40) oo oF? pf 
oF oy 


Ce systéme n’est autre que (39) dans laquelle z est remplacé par F’. 
Ainsi la fonction g étant donnée, nous n’avons qu’a intégrer les 
équations (39) ou (40). Soient 
a (x, y, F’) = Constante 
6 (x, y, F) = Constante 
les deux intégrales du systeéme (40). Nous aurons la fonction F’ de 
l’équation 
Tlo(z,y, F) , o(a, y, F), u) = 0, 
TT désignant une fonction arbitraire. Quant 4 ® on Vobtiendra de 
l’équation 
_, OF . 
2 
10. Quand on veut reconnaitre, si les forces données X et Y 
satisfont aux conditions du cas qui nous oceupe, on sera quelquefois 
conduit & des opérations algébriques difficiles. 
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Soient 


X(v,y,@,y), Y(@,y, #,y’) 
les expressions données de X et Y. La quantité Y—g X étant ex- 
primée en Z, y, x’, 2, m, au moyen de |’équation 


2=y' — 2x’ 
devient égale a la fonction 
Y («, Y> ax’; & + x’ 9) 0: yp X (x, Y; x’, & + a’ @) , 
que nous désignerons pour abréger par l. 
Le seul cas dont nous nous occuperons est celui dans lequel les 
fonctions 
1,2 ad 
> Ox’ ? ox? 
ne deviennent point infinies pour z’ —0, quels que soient x, y, 2, g. 
Alors l’équation (35) fait voir que l’expression de / est de la forme 
(41) L=2P+ 2Q2’ + Re’, 
P, Q et RK étant indépendants de x’, et ayant respectivement les valeurs 
que prennent les fonctions 
l 1 @l 1 @l 
'.” Fa ” 2a. 
pour «’ = 0. Par conséquent P, Q, R sont des fonctions données 
de w, y, z2 et gm. Il est trés-facile de s’assurer quelles sont de la 


forme 
he P=m-+ no 
=ptap trey 
|r s + tp + ug? + vq 


les coéfficients m, n, p, q, 7, 8, t, wu, v Gant des fonctions déter- 
minées de w, y, 2 
En comparant les valeurs (41) et (35) de / on aura 


>= P, «(Ot F) =a 


op op op oy oP Prete 
aa + P5y +4 oy a +#® ze) = f. 





(42) 


(43) 





Tout se réduit done & savoir s'il existe une valeur convenable de 
y, qui satisfait aux équations (43), (41) et (36). Les équations (43) 
en vertu de la valeur P de ® deviennent 


» (2 po _ gp & so oe ae 
#(ZP+R) = @ +2 +sP (2) =2 


P oy Oy 02 
Kn les résolvant par rapport x 





oy 
oe t oy 
on obtient 
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(44) 24+ Pe+l—0, 2+ (Q—-9P) 2+ W—R=0. 
Quant a sien (36) alle peut d’abord étre écrite dans la forme 


(33), savoir, 
ie + [+(9 8 +) 9°] te — ane (ae + 5) — 99] 
age a) po! 


tee [(e! 


—s 2 op op 
eae, z 5: + dy 


& és 


et ensuite, en vertu des équations 


) i g® = gp P, 

dans la forme 
oP 
Fa Op 02 

“hha pP)+P5 - (Q—@ P). 


Cette équation se réduit en la développant 4 la suivante 


P oP oP (a . a 
a + @—9P¥55 + 5 (3 + @—9P) 2) = 


ay eet esi fe 


_ 2 p P) 4 (22 _ p_ 9) (294 pes 
Oy 9+ PS a2) + (55 " ® ia) (35 + Pz) 
et en vertu des Pree (44) a cette autre 

aP aP _ @Q ae, @e@ PY 
(45) a5 —+0F P+R! ed ed ee -s 


Les dérivées  sillia qui figurent dans cette équation sont prises 
en regardant les yariables x, y, 2, g comme indépendantes. 

La valeur cherchée de g doit étre une des racines de l’équation 
(45) qui dans le cas général sera du troisiéme dégré. 

Il est trés-facile de composer une autre équation 4 laquelle @ doit 
satisfaire. En effet, m étant une solution du systéme (44) il faut que 
la ee de Poisson composée en combinant les deux expressions 


p24 Pee _@ , + Q—g P+ _k 


donne zéro pour résultat soit identiquement soit en vertu de la valeur 
cherchée de g. Nous aurons ainsi une équation qui, en ayant égard 
& l’équation (45), se réduit a celle-ci 


2(2)+ 5 (2-28) + eer gd (2) + Ph (4B) =0, 


et en la hae on gage d’aprés les équations (44) 
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Cette équation, dans laquelle les dérivées partielles sont prises 
dans le méme sens que dans |’équation (45), doit étre satisfaitgpar la 
fonction g. Dans le cas général elle sera du quatriéme degré par 
rapport a gp. 

La résultante obtenue en éliminant g des équations (45), (46) 
doit avoir lieu identiquement. Cela nous donnera une équation entre 
les quantités 

M,N, p, G, 7, S, t, u,v 
et leurs dérivées partielles. 

Si aucune des équations (45), (46) n'est identique nous essayerons 
chacune de leurs racines communes en les substituant dans le systeme 
(44) et dans l’équation 
L=2P+ 2Qe'+ Ra. 


Si quelques-unes d’entre elles y satisfont, les forces données X et 
Y satisfont 4 l’équation (35), qui exprime les conditions du probleme. 
Dans le cas contraire X, Y ne conviennent point. 

Si une seule des équations (45), (46) devient identique, nous 
essayerons d’une maniére semblable les racines de l'autre. 

Si toutes les deux sont des identités, le systeme (44) aura une 
solution, et il faut qu’elle satisfasse identiquement a |’équation 

L=2P+ 2Q2’ + hz”. 

11. Dans tous les cas les deux intégrales cherchées seront trou- 

vées en intégrant d’abord le systeme normal 


aA aA 


a+ [# (52 + 38) — 9%] 5 = % 
pour obtenir sa solution A (#, y, 2), ensuite en résolvant |’équation 
A(@, ¥, 2) =a 
par rapport a dt au moyen des équations 
= ya Ese k = 9 («, y, 2) 
et enfin en prenant une quadrature. 

Quant a lintégration du systéme (47) elle se réduit a celle de 
deux équations ordinaires du premier ordre, dont la premitre est 
(48) =. 

La variable x doit étre traitée ici comme une constante. Soit 


(47) 





Constante = @ (x, y, 2) 
Yintégrale générale de l’équation (48); alors en prenant pour variables 


indépendantes x, y, @ au lieu de x, y, z dans la seconde équation 
Mathematische Aunalen II. 3 
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du systeme (47) on obtiendra une équation linéaire et homogéne par 
rapport aux dérivées 




















@A aA 
cx ? Co : 
dans laquelle les quantités 
y . an zz 
y ? oy 
ne figureront pas. L’intégration d'une telle équation peut toujours 
étre ramenée 4 celle d'une équation ordinaire du premier ordre. Son 
intégrale générale donne la fonction cherchée A (xz, y, 2). 


12. Considérons maintenant la forme (23) de l’intégrale V. Soit | 
done 


V=A (*, Y; of) ie 
De la on déduit 


- = A(x, y, a) 
et de cette équation, en la résolvant par rapport 4 dt, on obtient 
a t 
dit = — 7 dx + 7 dy. 


En vertu de ce que nous avons dit au n° 7 il faut que cette ex- 
pression de dé soit une différentielle complete, et par conséquent il 


faut que l’on ait 
i L 
_ ane i. 
Oy - Ox 
On déduit de 1a la valeur de 4 


Nik ae 
pag [ree [°O ae. 


TT (a, «) étant une fonction arbitraire. 


Nous n’avons qu’a substituer la valeur trouvée de 4 dans |’équa- 
tion (48) pour avoir l’intégrale V; elle sera déterminée par la résolu- 
tion de l’équation 


1 

, 7] or 4 

(49) = Jf G) 
at = TT (x, a) — Ox dy 


par rapport a a. 
De l’équation (49) on déduit facilement la valeur de dt 


aes 
r) td 
dt = ’ ns | TI (a, «) — Jf °G) iy | dx 


et l’intégrale avec le temps 
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coon {x nm»? ©) ay | a ; 


Pour obtenir les conditions pour les forces X et Y il nous faut 
avoir la valeur de /. Nous l’aurons facilement de |’équation 
= “ OV OV eV 
(50) ety SG +1 =o. 
Faisons pour abréger 


¢=— i of + fiG (7) dy 


= V = Q(z, §) 
la valeur de V qu'on déduit de l’équation (49). 
Composons les dérivées de V pour les substituer dans 1’équation 
(50); nous aurons 


ae eG) ,, | aa 
0x2 OOtt | a’ f2 Ox Om « a(S o¢ 


et soit 


ee Se 
ay——ia (« oa +8 oy c 
oV 1 @Q. 
oy aE OE 
En désignant maintenant par @ (x, €) le quotient 
x2” of 
on aura de |’équation (50) la valeur suivante de / 
9 C 0G ) ¢ a o1 "4 9 | j 
l= x |. (2,0) — = xt Ps Qaf yy Cel + y2 oe. 


Les conditions nécessaires et suffisantes auxquelles X et Y doi- 
vent satisfaire dans le cas en question sont exprimées par |’équation 


yr. v—TxX— 4? Ls (x, £)— 2 fi (7) iy | +22’ y Oat yet, 


@ (x, ) étant une fonction arbitraire de x, et de 
fi 
, . 7] 

wy ts (7 ) 

c= lt J ey 
Liintégrale == Q (a, &) sera déterminée par |’équation 
Q AQ 
+ 0 (w,6) = 0. 


13. Nous allons maintenant appliquer les formules générales au 
mouvement d’un point sur un plan et sur une surface quelconque sous 
3* 
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Yinfluence des forces H, K, L, qui ne dépendent que des coordonnées 
du mobile. 

Quant au mouvement d’un point sur un plan, on peut prendre 
les coordonnées ‘rectangulaires dans ce plan pour 2, y et faire dans 
les formules (5) 


Ex1, F=0 , G=l. 
Alors on aura 
[2 a 
(51) j= M , BN, 


M et N ne contenant point x’ et y’. Les valeurs de k et 1 seront 
données par les formules 
ba N=M 7 MN 
M—M, ’ M— M, 
d’ot Von voit que ces quantités ne dépendent pas non plus de 2’ et y’. 
Or maintenant / étant une fonction de x, y, il faut prendre les for- 
mules des n® 8 et 9 et faire 


k= y (x,y). 


En exprimant que la valeur (30) de / ne dépend pas de z et en y 


supposant ee = 0, on aura 
é é @ 
(52) jz + P55 = 9% 5y = 9 
et l’on doit que ® est de la forme 
© ust ©. »¥), 
6 (x, y) étant indépendant de z. 
On déduit des équations (52) 
+ om Os 
re oy *, 


et on conclut de la que & est une constante. 
L’équation (34) en vertu de la valeur constante de m devient 
de@9) 1 , 26,9) _ 
ox +& Beles 6, 
L’intégrale générale de cette équation 
6 («, y) = (y — ka), 
dans laquelle TT (y— ka) est une fonction arbitraire, donne pour / la 


valeur 
l= zd = TI (y — ka). 


De 1a nous aurons les conditions pour M et N exprimées par 
“ } 
Véquation 








(5 


et 
et 
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mées (63) N—kM = Ti (y— kz). 
Pour avoir les deux intégrales communes au probleme (M, N) 
ndre et & d’autres problémes, le plus simple est de substituer au lieu de M 
dans et N respectivement les dérivées 
ax dy 
dt® ? dt 
dans |’équation (53). Nous aurons de la sorte 
ad? (y— ka) " 
(54) ‘ae — W(y—ke). 
ront En intégrant cette équation et désignant par TT, (”) la fonction 
fT (x) dx, les deux intégrales en question seront exprimées ainsi 
ty’ — ka’? — TI, y — hx) = a, 
1 d (y — kx) 
4 —t reams — = p. 
Pt T 73 Va +1, (y — ka) 4 
or- 
Dans la derniére équation, aprés avoir fait l'intégration, on doit 
remplacer « par sa valeur 
+ (y’ — ke’? — 1, (y — ka). 
we J Considérons maintenant le mouvement d’un point sur une surface. 
Désignons par x, y les coordonnées symétriques sur cette surface; 
alors d’aprés les formules (6) nous aurons 
mee ClogF’ v2 _ M dlogF 
s9—" * » eo oy 4 
Soient M, , N, les quantités analogues 4 M et N qui se rappor- 
tent & un autre probleme (X, Y,) sur la méme surface, ayant deux 
intégrales communes avec le probleme (X , Y). Nous supposons que 
M, et N, ne dépendent point de x’, y’. Nous aurons semblablement 
_N, _ dlogF a”? _ MM, _ élogk' 
X,—F eax » NF oy J ° 
En désignant par » la quantité 
NM, — MN, 
F (N — MN) 
nous déduisons des formules précédentes 
pa Yo _ MAM, 
— Lee 
la » _ ¥,x— ae ad wis dlog F’ | ry 
(55) b= “yy Ot k= By , 
La quantité / est maintenant de la forme (x, y), par conséquent 
par il faut prendre les formules du n° 8 et n° 9. En faisant 


y =2+49 
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dans |’équation (55) pour exprimer / en fonction de x, y, z, nous aurons 


= o_o élog oer Clog F élogF\\ 1 
b= (n—s “—)- 2 x’ + 9 (ES —@ a) 











Comparons maintenant cette valeur de / avec celle du n° 8 


ae 9, (29 eQ\ ep Op , ,0900 | a (29\"),2 7 pi 


Oy oz 
il viendra 




















o— *_, dleeF m1 _ _  GlogF 4 Tl 
a a “Oy ? 02 oy ey d 
c@ cy a) e Og\? _ dlog F Glog F fi 
jat jy + ay a2 + *® (58) —9(-» dy )* e 
o s —- 
Or en remarquant que a, est égale & zéro, on aura 
(56) Om 2. . Bao, ' 
: z oy oy oy 
og o@ élogF _ dlogk 
aa +” ay ( Cx P > y 
Les fonctions ® et  satisfont a l’équation (34) du n° 8. En ' 
vertu de la valeur actuelle de ® elle devient ( 
1 (on on oe 4. g Hee ep clog , &® — 
z \de +9 nie) —s * (Feey +9 oy? + oy ey +iy)= 0. ( 
Les quantités », I’, n ne dépendant point de z, on aura séparé- 
ment 1 
on on 2 = 
ae +» Te 4 Oe er eS 
andy * P “oy oy Oy, aye se 
Les fonctions @ et F' satisfont done aux équations 
 _ _ » AeF 
dy Pay 
aces oy op dlogF’ Clog I 
(58) ag +P yn? (“oe - @— 7) 





@logF @logF op elogk ey 
day T ay ay + ay — ° 


Les deux premiéres de ces équations étant représentées ainsi 


ka 
elogoP) _ CF) _ _ clog (pF) | 
cy ra —e P Oy Yy 
sintégrent facilement et l’on obtient 
Ir ax 


ax et wy étant des fonctions arbitraires. 
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Les valeurs (59) satisfont a la troisieme équation (58). La pre- 


miére des équations (57) en vertu des valeurs (59) devient 


wx vy oy wy? 
Elle peut étre facilement intégrée. Son intégrale générale est exprimée 
par |’équation 


(60) n= gy M( for-de— fvy-ay), 


TT désignant une fonction arbitraire. Les équations (59) et (60) con- 
duisent immédiatement & la condition nécessaire et suffisante qu’il 
faut imposer aux quantités M, N. En effet, d’aprés les valeurs de & 
et m nous aurons 


1 élogn 1 _ Glogn ay’ 
¢ ee + togn __ y 


M— M, — we 
N-—N, wy 


= Fa “Hj 7 an-oy = on. wy wy 


se ,- — . q i 
5 ih fie fey dy). 
Cela nous donne 


(61) oe ~ ey (foe. de—f y-ay). 


C’est la condition cherchée. 


k= 





Pour avoir les deux intégrales dont nous a occupons, substi- 
tuous dans l’équation (61) au lieu de —s et és leurs valeurs qu’on 
obtient des ]’équations 

@e  N _ @logF » dy _ M _ @logk 
Sey "Ss : BT - eS 
En vertu de l’équation 
F=ax-vwvy 
elles deviennent 


M ? ’ ’ = @ 





ox 
D— are... re &(@x - x’) 


En les substituant dans |’équation (61), il viendra 
2 » ve fe * 
Tl feet — ease am W ( fox dz — J wy dy). 

Par lintégration de cette équation on obtient les deux intégrales 

en question. Elles sont 
(x’ ox — y’ py)? + 271, (faa dx — fry dy) = a, 
( cx dx — wy dy 

oi = 
+ feat (fox da — vy dy) 6 
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Nous avons désigné par TT,2 la fonetion { Tadz. Apres avoir 
fait Vintégration dans la derniére équation on remplacera « par sa 
valeur. 

L’équation 


F = ox-wy 


fait voir que la surface sur laquelle reste le mobile doit étre déve- 
loppable. 

Les cas particuliers auxquels nous avons fait l’application des 
formules générales peuvent aussi étre trés-facilement traités par la 
méthode de M. Bertrand. 











Die Abbildung einer Fliche vierter Ordnung mit einer 
Doppelcurve zweiten Grades und einem oder mehreren 
Knotenpunkten. 


Von G. Kornpérrer in Giessen. 


(Fortsetzung des Aufsatzes in Band I., pag. 592.) 


Dritter Fall. 


Die beiden Knotenpunkte sind nicht die Spitzen einfach 
beriihrender Kegel. 


ea 


Liisst man in der Gleichung gy? = 4p*w den Kegel @ in ein Ebe- 
nenpaar zerfallen, ~ = q.7, so besitzt die Fliche zwei Knotenpunkte, 
nimlich die Durechdringungspunkte der Schnittlinie von r und q mit 
der Fliche g. Die beiden Ebenen g und ¢ sind zwei singulire Tan- 
gentenebenen, welche die Fliche vierter Ordnung lings Kegelschnit- 
ten beriihren. 

Alle Ebenen des Biischels g = A?y schneiden Kegelschnittpaare 
aus, sie sind an die Stelle der Schaaren des Kegels getreten. Ich 
lege das Coordinatentetraeder so, dass drei seiner Ecken in die Neben- 
ecken des aus den Schnitipunkten von p=0, p=0, p=0,7r=0 
gebildeten vollstiindigen Vierecks fallen, und die vierte auf die Schnitt- 
linie von g = 0, r =O, und zwar harmonich zu den beiden Knoten- 
punkten und dem Schnitte mit p= 0. Die Gleichung 

gy — 4p’qr = 0 
nimmt dann die Form an: 
(4410? + gy? + 32? + 20, , 0p + 20,, yp + ay, p?)P =4p? (aa? — a,’ y’); 
und die in dem System gr + Ap + A*p? = 0 enthaltenen Kegel findet 
man, indem man die Determinante des Ausdrucks 
0? 0? — O42 Y? A (Ay) 2? + Aggy? + A532” + 2a, ep + 2a, yp + a, yp") + A’p? 
verschwinden liisst, d. h. aus der Gleichung 





G. Kornpérrer. 
































| ay, 4+ a,” 0 0 ay,4 | 
— 0 ay,4 — a,’ 0 Ay, A 

= 0 0 Ags 0 
ay, A Ag, A 0 4,4 + 2? st 
oder, nach Weglassung des Factors 4?: ; g 
ES ee aS. AS, Sa : 
a a,4 +a? Aga 4 — ag? a ‘ y K 
Diese Gleichung giebt drei Werthe von 4, welche den drei dop- ~— = & 
pelt beriihrenden Kegeln entsprechen. Die Coordinaten ihrer Spitzen r 
folgen dann aus: a 
(4,4 + a,*)x = a, Ap d 

(Gy. 4 — d,*)y = dy Ap 

= 0. 
Die . 


ses ist die Gleichung eines Kegelschnittes, welcher die drei 

nicht im Schnitte von p, q, 7 liegenden Ecken des Coordinatentetrae- 
ders und die Spitzen der drei doppelt beriihrenden Kegel enthilt. 

Die Kegel, welche in den Knotenpunkten die Fliche beriihren, 
werden von der Ebene der Doppelcurve in Kegelschnitten geschnitten ; 
die vier Schnittpunkte eimes jeden und der Doppelcurve mit dem zuge- 
hérigen Knotenpunkte verbunden, geben acht in der Fliche liegende 0 
Geraden. Sie vertheilen sich also in zwei Gruppen zu je vier, die 
einen gemeinsamen Schnittpunkt besitzen. Es lisst sich leicht geome- 
trisch einsehen, dass ausser diesen auf der Flaiche keine Geraden mehr 
liegen kénnen. Jede Gerade der einen Gruppe liegt mit einer der 
andern in einer Ebene, die eine einfache Tangentenebene der Fliache 
ist. Sie bilden die vier Geradenpaare der Kegelschnittschaar, welche 
das Ebenenbiischel g = A*r aus der Fiche schneidet. Die den Schaa- 
ren eines der doppelt beriihrenden Kegel angehérigen entstehen durch 
den Schnitt des von jedem der Knotenpunkte an denselben gelegten 
Tangentenebenenpaares mit der Fliiche. Bezeichnet man die Paare 7 
von Geraden, deren Ebenen durch beide Knotenpunkte gehen, be- 
ziehungsweise durch 1, 5; 2,6; 3, 7; 4, 8, sodass 1, 2,3,4 die Ge- 
raden des einen, 5,6,7,8 die des andern Knotenpunktes bedeuten, | 
so sind die Paare der Kegelschnittschaaren der drei doppelt beriihren- 


den Kegel 
1,2; 8,7 fi, 4; 6,7) 1,3; 6, 8) ; 
3,4; 5,6} 2,3; 5, 8f 2,4; 5,7 


Es folgt dieses leicht aus den friiheren Bemerkungen, dass Kegel- ; | 
schnitte aus einer dieser Schaaren sich nur auf der Doppelcurve schnei- ' 
den kénnen ete. : 
Mit Hiilfe von q = A’r zerfallt die Flachengleichung in die bei- 
den Factoren 
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gy — 2Apr = 0 
gp + 2iapr = 0. 

Kine dieser Gleichungen in Verbindung mit q =A?r giebt die Kegel- 
schnittschaar des Ebenenbiischels; es kénnen in demselben keine conju- 
girten Schaaren auftreten, da sich beide Factoren nur durch verschiede- 
nes Zeichen von 4 unterscheiden. So oft eine Ebene des Biischels die 
Fliche » + 2Apr =0 beriihrt, erhilt man ein Geradenpaar. Diese 
Bedingung fiihrt zu einer Gleichung vierten Grades in 4. Bei unse- 
rer Wahl des Coordinatensystems ist die Fliche: 
iy, 2" + Aggy? + Agg2* + 2 (a,,—Aa,)ap + 2(a,,—Ady) yp + ay p? =0 
die Ebene: 

a, (l—A#)x —a, (1+ a) y=0, 
die Bedingung des Beriihrens: 


ay; 0 0 a4,— Aa, a, (1 — a?) 

0 49 0 Ay,—Aa, —ad,(1+4’) 

0 0 Ass 0 0 = 0, 
G,;—4a, ay, —Aa, 0 yy 0 
a,(l—a*) —a,(1+a?) 0 0 0 


oder mit Uebergehung des Factors a,,: 
(44 2 (1 + 4) + a, a, (1 — 4*) — 2aya, a)? 
H+ ayy {4414.7 (1 4?)?? + aya)? (1 — YP) = 0. 


§. 2. 
Die beiden obigen Factoren 
g — 20 pr = 0 
9 +29 pr =0 
wenn g¢ = 9’y das Ebenenbiindel vorstellt, lassen sich: iihulich wie in 


der citirten Abhandlung, weiter zerfillen mit Zuziehung eines der dop- 
pelt beriihrenden Kegel 


K=q+iqg+ #p?=0. 
K—q — tp? 
gu 2 - 
oben eingesetzt, und fiir den Schnitt mit einer Tangentenebene 
A+ 26oB+ °C=0 
des Kegels K erhilt man die vier Factoren 
(B + 6C) + or + Ap 
(B + 6C) + or — Ap 
(B+ 6C) — or + Ap 
B+ 6C) — or — Ap 


Hieraus wird 


Hi td 
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Der Complex der drei Gleichungen 
(B + 60) + er + ap—0 
q= er 
A+ 26B+ eC=0 
stellt die Coordinaten eines variablen Punktes der Fliche als rationale 
Functionen vierten Grades in 9,6 dar. 


Behufs der eindeutigen Abbildung auf einer festen Ebene wird 
jedes der obigen vier Ebenenbiindel mit einer festen Ebene geschnit- 
ten und in ihr wie friiher das Coordinatendreieck fixirt. . Es giebt drei 
verschiedene Gruppen von Abbildungen je nach Wahl des Kegels K 
und jede enthilt wieder zwei Abbildungsarten, entsprechend der dem 
Kegel zugeordneten Kegelschnittschaar, welche bei derselben benutzt 
ist. Obige Gleichungen stellen demgemiiss nur zwei verschiedene vor, 
da sie durch Zeichenwechsel von 4 paarweise in einander iibergehen. 
Die Bilder aller gegebenen Schnitte sind wieder Curven vierter Ord- 
nung mit zwei festen Doppeltangenten den Durchschnitten von C und 
yr mit der Coordinatenebene. 

Es seien nun a,b, , a,b, , a,b, , 4,6, die Paare von Geraden, 
welche das Ebenenbiischel ausschneidet, a, a, , b, b, die Paare, welche 
der benutzten Kegelschnittsschaar von K angehéren. Es geschieht 
viermal, dass eines der erstern Paare mit einem der letztern eine ge- 
meinsame Gerade besitzt, die dann in der Abbildung eine feste Tan- 
gente giebt. Zwei von diesen, a, und a,, sind zugleich ein Bild des 
einen, die zwei andern, b, und b,, des andern Knotenpunktes. Die 
eine Doppeltangente, welché den ganzen Schnitt von r = 0 projicirt, 
muss also auch gleichzeitig beiden Knotenpunkten entsprechen. Bleibt 
die Tangentenebene von K, welche a, a, enthilt, fest, also 6 constant, 
die andere dagegen, d. h. 9, variabel, so ist deren Scinittpunkt, der 
bei der Abbildung benutzt* wird, immer der eine Knotenpunkt, der 
sich auf diese Weise unendlich vieldeutig als Strahlbiischel abbildet. 
Dasselbe geschieht fiir den andern, wobei man sich die Ebene b,b, 
fest denken muss. Beide Knotenpunkte bilden sich demnach als zwei 
Strahlbiischel ab, die in der einen Doppeltangente einen gemeinsamen 
Strahl besitzen, a, und a, gehéren dem einen, }, und b, dem andern 
an. In Punktcoordinaten iibertragen ist das Bild eines ebenen Schnit- 
tes eine Curve vierter Ordnung mit zwei festen Doppelpunkten und 
vier einfachen Punkten, welche letztere paarweise mit dem einen der 
erstern auf einer Geraden liegen. Jede von diesen Geraden ist das 
Bild eines der Knotenpunkte; die Verbindungslinien des zweiten Dop- 
pelpunkts mit den Fundamentalpunkten a, a,, b,b, geben die vier 
andern Geraden der Fliche. Die Kegelschnittschaar des Ebenen- 
biischels hat zur Abbildung einen Strahlbiischel, dessen Scheitel der 
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zweite Doppelpunkt ist. Zwei Schaaren eines doppelt beriihrenden 
Kegels bilden sich ab als Curvenschaar dritter Ordnung durch alle 
Fundamentalpunkte und mit einem Doppelpunkte in dem zweiten und 
als Strahlbiischel, dessen Scheitel der erste Doppelpunkt; die vier iibri- 
gen Schaaren als Kegelschnittbiischel durch die beiden Doppelpunkte 
und je zwei der vier einfachen. Die sechs verschiedenen Gruppen von 
Abbildungen entstehen dadurch, dass sich immer zwei Geraden des 
einen Knotenpunkts nebst zwei des andern, die nicht mit ihnen in einer 
Ebene liegen, als Fundamentalpunkte abbilden. 

Nimmt man endlich zu Ausgangsebenen r und C die Ebene der 
Geradenpaare a, b, und b, b,, so werden die Doppelpunkte zu einfachen, 
den Bildern der sich nicht schneidenden Geraden a, und b,; letztere 
bildet sich noch einmal ab, wenn sich die Paare b, b, und a, b, durch- 
schneiden, die Gerade b, verschwindet ganz aus der Bildebene. Die 
fiinf Fundamentalpunkte liegen jetzt so, dass drei einem Knotenpunkte 
angehérige a,, @, a, auf einer Geraden liegen, die beiden tibrigen 
unendlich nahe geriickt sind und sowohl den zweiten Knotenpunkt, als 
eine der ihn treffenden Geraden }, vorstellen. Hiitte man sich des 
Paares a, a, bedient, so wiirden sich die beiden Knotenpunkte in ent- 
gegengesetzter Weise abgebildet haben. Es entstehen iiberhaupt acht 
verschiedene Abbildungen, die sich in zwei Gruppen zu vier theilen, 
je nach der Wahl der benutzten Kegelschnittschaar des Kegels K und 
der Combination ihrer Geradenpaare. Die Zuziehung der beiden an- 
dern Kegel zur Abbildung fiihrt immer wieder zu einer der friiheren 
zuriick. 


g. 3. 


Diese so erhaltene Abbildung werde nun zur Untersuchung der 
auf der Fliche liegenden Geraden und Raumeurven weiter benutzt. 
Stellen die auf der Geraden liegenden Fundamentalpunkte 1, 2, 3, 
drei Geraden vor, welche dem durch die Linie 1, 2, 3 abgebildeten 
Knotenpunkte zugehéren, so wird die vierte die Verbindungslinie 
der beiden unendlich nahen Fundamentalpunkte sein (4). Die vier dem 
andern Knotenpunkt zugeordneten sind dann die Verbindungslinien 
der Punkte 1, 2, 3 mit einem der zusammenfallenden (5, 6, 7) und 
dieser selbst (8). Die acht Geraden bilden zusammen sechs windschiefe 
Vierecke, die in den Knotenpunkten zwei gemeinsame Ecken besitzen. 
Je zwei der in einer Ebene liegenden Kegelschnitte des Ebenenbiischels 
q,7 werden durch zwei Gerade durch je einen der zusammenfallenden 
Punkte abgebildet. Die vier weiteren Schnittpunkte derselben mit dem __ 
Bilde der Doppeleurve miissen einander so zugeordnet sein, dass sie 
paarweise verbunden, durch einen und denselben Punkt P desselben 
gehen. Er ist der Scheitel des Strahlbiischels, als welcher sich der 
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Curvenbiischel dritter Ordnung abbildet, der durch den Schnitt des 
durch die Gerade 4 gelegten Ebenenbiischels mit der Flaiche entsteht. 
Sein entsprechender Punkt P’ wird, wie friiher, gefunden. Zieht man 
von P die vier Tangenten an die Curve dritter Ordnung, so miissen 
deren vier Beriihrungspunkte paarweise auf zwei Geraden liegen, die 
durch einen der zusammenfallenden Punkte gehen. Diese beiden 
Geraden, deren jede doppelt zu rechnen ist, stellen die Bilder der 
Schnitte der singuliren Tangentenebenen mit der Fliche vor. Die 
Geradenpaare der Kegelschnittschaar sind 1,5; 2,6; 3,7; 4, 8. 

Drei andere Kegelschnittschaaren bilden sich ab als drei Strahl- 
biischel mit den Scheiteln 1, 2, 3 und deren conjugirte als Kegel- 
schnittbiischel durch die beiden zusammenfallenden und je zwei der 
andern Punkte. Jede Schaar enthiilt zwei einander nicht schneidende 
Paare, wie schon oben angegeben. 

Jeder dieser Kegelschnitte ergiinzt sich mit einer Raumcurve sechster 
Ordnung zu einem vollstiindigen Durchschnitte der Fliche mit einer 
Flache zweiter Ordnung. Die Ergiinzungscurve eines durch die Knoten- 
punkte gehenden wird abgebildet durch eine Curve sechster Ordnung, 
welche durch alle Fundamentalpunkte geht und in einem der unendlich 
nahen einen Doppelpunkt besitzt. Es giebt solcher Raumcurven sechster 
Ordnung eine siebenfach unendliche Schaar. Jede geht durch beide. Kno- 
tenpunkte, begegnet ihrem Kegelschnitte zweimal auf der Doppelcurve 


und noch zweimal auf der Fliche und besitzt zwei wirkliche Doppel- © 


punkte auf der Doppeleurve. Die Fliche zweiter Ordnung muss also 
durch die Knotenpunkte gehen und die gegebene in zwei verschiede- 
nen Punkten beriihren. 

Es giebt noch sechs siebenfach unendliche Schaaren, die keinen 
der Knotenpunkte treffen. Die Curven der drei ersten Schaaren bil- 
den sich ab als Curven fiinfter Ordnung mit Doppelpunkten in vier 
Fundamentalpunkten und einem einfachen in einem der drei auf einer 
Geraden liegenden; die der drei letzten Schaaren als Curven vierter 
Ordnung durch alle Fundamentalpunkte und einem Doppelpunkte in 
einem jener drei. Jede dieser Curven trifft ihren Kegelschnitt zwei- 
mal auf der Doppeleurve und noch viermal auf der Flaiche und besitzt 
zwei wirkliche Doppelpunkte auf der Doppeleurve. Curven derselben 
Schaar schneiden sich in acht, verschiedener Schaaren in neun, aus 
Schaaren, deren ergiinzende Kegelschnitte einander conjugirt sind, in 
zehn Punkten. Damit ein solches Zerfallen der Schnittcurve eintrete, 
muss die Flache zweiter Ordnung die gegebene in vier Punkten be- 
riihren. 


§. 4. 
In Bezug auf die Raumcurven dritter Ordnung, welche auf der 
Flache liegen, findet man Folgendes: 
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1) Es giebt eine doppelt unendliche Schaar, die sich als Geraden- 
schaar durch keinen Fundamentalpunkt abbildet, und deren Curven 
durch einen Knotenpunkt gehen. Jede Curve der Schaar ist einer der 
durch ihren Knotenpunkt gehenden Geraden zugeordnet, welche sie 
ausser in diesem noch in einem weiteren Punkte schneidet. Sie trifft 
auch alle Geraden des zweiten Knotenpunktes mit Ausnahme der mit 
ihrer zugeordneten Geraden in einer Ebene liegenden. 

2) Durch denselben Knotenpunkt gehen drei doppelt unendliche 
Schaaren, die sich als Kegelschnitte durch die beiden unendlich nahen 
und je einen der iibrigen Fundamentalpunkte abbilden. Sie sind je 
einer Geraden ebenso zugeordnet- 

Durch den andern Knotenpunkt gehen 

3) drei doppelt unendliche Schaaren, die sich als Kegelschnitte 
durch einen der zusammenfallenden und je zwei der iibrigen Punkte 
abbilden ; 

4) eine doppelt unendliche Schaar, die sich als Curven dritter 
Ordnung durch alle Fundamentalpunkte und einen Doppelpunkt in 
einem der zusammenfallenden abbilden. 

Die Zuordnung zu den Geraden ihres Knotenpunktes ist wie oben. 
Alle Curven einer Schaar schneiden sich in einem Punkte, Curven 
verschiedener Schaaren aber, sobald sie zu einer Gruppe gehoéren, in 
zwei Punkten, Curven verschiedener Gruppen, deren zugeordnete Ge- 
raden aber in einer Ebene liegen, in drei Punkten. 

Jede Curve dieser Schaaren ergiinzt sich mit einer Raumcurve 
fiinfter Ordnung zu einem vollstiindigen Durchschnitt der Fliche mit 
einer Flache zweiter Ordnung. 

ad 1. Hierzu gehért eine fiinffach unendliche Schaar, die sich 
als Curvenschaar vierter Ordnung durch jeden Fundamentalpunkt und 
mit Doppelpunkten in jedem der zusammenfallenden abbildet. 

ad 2. Hierzu gehdren drei fiinffach unendliche Schaaren, die 
sich als Curven dritter Ordnung durch alle Fundamentalpunkte bis auf 
je einen der drei einer Geraden angehdérigen abbilden. 

Durch den andern Knotenpunkt gehen: 

ad 3. drei fiinffach unendliche Schaaren, die sich als Curven 
vierter Ordnung durch alle Fundamentalpunkte, mit einem Doppel- 
punkte in einem der zusammenfallenden und je zweien der drei iibri- 
gen abbilden. 

ad 4, Kine fiinffach unendliche Schaar, die sich als Curvenschaar 
dritter Ordnung durch einen der zusammenfallenden und die drei iibri- 
gen Fundamentalpunkte abbildet. 

Alle diese Curven begegnen ihrer ergiinzenden Raumcurve dritter 
Ordnung dreimal auf der Doppelcurve und noch viermal auf der Fliche; 
jede besitzt einen wirklichen Doppelpunkt auf der Doppelcurve. Cur- 
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ven einer Schaar schneiden sich in fiinf, Curven verschiedener Schaa- 
ren in sechs, Curven aus Schaaren, deren Ergiinzungscurven zugeord- 
neten Geraden angehéren, in 7 Punkten. 

Damit ein solches Zerfallen der Schnitteurve eintrete, muss die 
Fliche zweiter Ordnung die gegebene in vier verschiedenen Punkten 
beriihren und durch einen der Knotenpunkte gehen. 


8. 5. 


Die auf der Fliche liegenden Raumcurven vierter Ordnung grup- 
piren sich, wie folgt: 

1) Es bilden sich drei dreifach unendliche Schaaren als Kegel- 
schnitte durch zwei der Punkte 1, 2, 3 ab. 

2) Diesen sind drei dreifach unendliche Schaaren conjugirt, die 
sich als Curven vierter Ordnung mit Doppelpunkten in beiden zusam- 
menfallenden und je einem der iibrigen Fundamentalpunkte abbilden; 
die Curven dieser Schaaren beriihren aber mit zweien ihrer Zweige in 
dem Fundamentalpunkte 8 die Gerade 4. Durch die beiden letzten 
Fundamentalpunkte geht jede Curve noch einfach. 

3) Es giebt ferner sechs dreifach unendliche Schaaren, die sich 
als Curven dritter Ordnung durch die beiden zusammenfallenden, einen 
der andern und einen Doppelpunkt in einem vierten Fundamental- 
punkte abbilden. Diese Schaaren sind einander paarweise conjugirt. 

Die genannten zwolf Schaaren gehen durch keinen der Knoten- 
punkte. Jede Curve einer Schaar trifft ihre Ergiinzungscurve viermal 
auf der Doppelcurve und noch sechsmal auf der Fliche. Die Fliche 
zweiter Ordnung, deren voilstiindigen Durchschnitt mit der gegebenen 
Flache beide ausmachen, muss daher die gegebene in sechs verschie- 
denen Punkten beriihren. Curven derselben Schaar schneiden sich in 
zwei Punkten; Curven verschiedener Schaaren, aber einer Gruppe, in 
drei. Alle Curven sind zweiter Species. 

4) Es giebt eine vierfach unendliche Schaar erster Species, die 
sich als Curvenschaar dritter Ordnung durch alle Fundamentalpunkte 
abbildet. Jede Curve ergiinzt sich mit einer andern der Schaar zu einem 
vollstiindigen Durchschnitt. Sie schneiden sich viermal auf der Dop- 
peleurve und noch viermal auf der Fliiche. Sie treffen im Allgemei- 
nen keinen der Knotenpunkte. Diese Raumcurven sind erster Species, 
und enthalten die ebenen Schnitte als besondere Fille. Sie enthalten 
ferner insbesondere eine dreifach unendliche Schaar solcher Curven, 
die im Knotenpunkt 8 einen wirklichen Knotenpunkt haben, und deren 
Abbildungen im Punkte 8 einen Doppelpunkt haben; so wie die Schaar, 
welche sich als Kegelschnittschaar durch die zusammenfallenden Fun- 
damentalpunkte abbildet. Die Curven der letztern Schaar haben in 
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dem durch 1, 2, 3 abgebildeten Knotenpunkt einen wirklichen Kno- 
tenpunkt, und kénnen dem obigen Systeme eingereiht werden, sofern 
die nur den Knotenpunkt darstellende Gerade 1, 2,3 dazu gerechnet 
wird. 

5) Es giebt drei dreifach unendliche Schaaren, die sich als Kegel- 
schnitte durch einen der zusammenfallenden und je einen der drei iibri- 
gen Fundamentalpunkte abbilden. 

6) Diesen sind conjugirt drei dreifach unendliche Schaaren, die sich 
als Curven dritter Ordnung durch die zusammenfallenden und zwei der 
iibrigen und mit einem Doppelpunkt in einem der ersteren abbilden; die 
Abbildungen haben also simmtlich in dem Fundamentalpunkte 8 einen 
Doppelpunkt und die Gerade 4 zur festen Tangente in demselben. 
Der Abbildung der aus einer Curve 5) und einer Curve 6) gebildeten 
vollstindigen Durchschnitte ist die Verbindungslinie der Punkte 1, 2, 3 
beizuzihlen. Diese sechs Schaaren gehen durch beide Knotenpunkte. 
Jede Curve einer Schaar schneidet ihre Ergiinzungscurve dann noch 
viermal auf der Doppeleurve und viermal in weiteren Punkten der 
Flache. Curven einer Schaar schneiden sich in zwei, Curven verschie- 
dener Schaaren in drei Punkten. 


8. 6. 


Hitte man bei der eindeutigen Abbildung auf einer Ebene zwei 
der doppelt beriihrenden Kegel benutzt, so wiirde man sich der schon 
friiher gebrauchten Formeln 

O= &— a)p+ (B+ eC) + (B' +60) 
O0O= A+ 2B + eC 
= A’ + 26’ + &C’ 
bedient haben, um die # als Functionen vierten Grades darzustellen. 
In der Kegelschnittschaar des einen Kegels sollen die Geradenpaare 
: . Ga , bb, 
in der des andern die Geradenpaare 
aa, , bb, 
vorkommen. Je zwei der unter einander stehenden Paare haben eine 
Gerade gemein und ihre beiden andern Geraden schneiden sich ausser- 
dem noch in einem und demselben Punkte der gemeinsamen. Diese 
miissen sich demnach doppelt abbilden, so dass die ganze Abbildung 
zwei feste Doppeltangenten und zweimal zwei zusammenfallende ein- 
fache Tangenten besitzt. In Punktcoordinaten ausgedriickt, haben alle 
ebenen Schnitte auf der Bildebene zwei Doppelpunkte und zweimal 
zwei zusammenfallende Punkte gemein. Die zusammenfallenden stel- 
len je einen der Knotenpunkte und eine der sie treffenden Geraden 


dar. Dieser Abbildungen giebt es drei verschiedene Gruppen zu je 4 
Mathematische Annalen II. 4 
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je nach den benutzten Kegeln und deren Kegelschnittschaaren. Sie un- 
terscheiden sich von einander dadurch, dass sich immer zwei andere der 
nicht in eer Ebene liegenden Geraden als Fundamentalpunkte abbil- 
den. Vier andere Geraden der Fliiche entstehen durch die vier Ver- 
bindungslinien der Doppelpunkte mit den zusammenfallenden. Die 
beiden letzten werden durch die Kegelschnitte abgebildet, die man 
durch die zwei Doppelpunkte, je eins der zusammenfallenden Punkte- 
paare und einen Punkt des andern ziehen kann. 

Die Kegelschnitte des Ebenenbiischels bilden sich ab als Kegel- 
schnitte durch die Doppelpunkte und je einen Punkt der zusammen- 
fallenden Punktepaare; zwei andere Schaaren als Strahlbiischel, deren 
Scheitel die Doppelpunkte sind, und deren conjugirte als Curven dritter 
Ordnung durch alle Fundamentalpunkte und einen der Doppelpunkte und 
mit einem Doppelpunkt im andern; die beiden letzten endlich als Kegel- 
schnittbiischel durch eines der zusammenfallenden Punktepaare und 
durch die beiden Doppelpunkte. 


Vierter Fall. 
Die Fliche vierter Ordnung besitzt drei besondere Knotenpunkte. 


¢. 1. 


Liisst man in der Flichengleichung (p? + ~ — y)* = 4p’ (zwei- 
ter Fall, §. 5) den Kegel y in ein Ebenenpaar qr zerfallen, so besitzt die 
Fliiche (p? ++ » — qr)? = 4p" oder (p? + qr — wv)? = 4p? qr drei beson- 
dere Knotenpunkte, niimlich die beiden Schnittpunkte der Durchschnitts- 
linie der Ebenen g=0, r=0 mit der Fliche zweiten Grades p*—y=0 
und die Spitze des Kegels ~, welche auf der Fliche p? — gr = 0 liegt. 
Der letztere ist die Spitze eines die Fliche einfach beriihrenden Kegels; 
ausserdem existirt noch ein doppelt beriihrender Kegel, welcher auf 
dieselbe Weise gefunden wird, wie im zweiten Fall angegeben. Die 
Ebenen ¢ = 0, r =O sind zwei singulire Tangentenebenen, welche 
die Fliche in Kegelschnitten beriihren; die vier Schnittpunkte von 
p=0, ¥ = 0, gr =0 geben die vier Riickkehrpunkte der Doppel- 
eurve. Legt man durch die drei Knotenpunkte eine Ebene, so besitzt 
deren Schnitt mit der Fliche fiinf Doppelpunkte, er muss demnach in 
ein Geradenpaar und einen Kegelschnitt zerfallen. Daraus kann man 
schliessen, dass die Verbindungslinien des dritten Knotenpunktes mit 
den beiden ersten in der Fiche liegende Geraden sind. Durch eine 
iihnliche Rechnung, wie sie friiher angestellt wurde, kann man zeigen, 
dass in allen Punkten dieser beiden Linien die Fliche dieselbe ‘Tan- 
gentenebene besitzt; sie hat daher noch zwei singulire Tangenten- 
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ebenen, welche liings dieser Geraden beriihren. Der Kegel K, der 
sich im dritten Knotenpunkte an die Fliche anschliesst, wird sie dem- 
nach auch lings dieser beiden Geraden beriihren und ebenso je einen der 
Kegel K’ und K”, denen die Fliiche sich in den beiden ersten Kno- 
tenpunkten anschliesst. Jeder der Kegel K’ und K” hat dann noch 
zwei Kanten, welche die Doppeleurve treffen; dadurch ergeben sich 
vier weitere auf der Fliche liegende Geraden. Es ist auch leicht ein- 
zusehen, dass ausser diesen sechs keine weitern existiren kénnen. 

Ich will die Verbindungslinien der Knotenpunkte mit A, und B, 
und die vier zuletzt erhaltenen Geraden mit a,, a, und b,, b, bezeich- 
nen. Es miissen dann a, und b,, a, und b, in einer Ebene liegen, 
sodass a,,b,; a,,b,; A,, B,, die Geradenpaare sind, welche in der 
Kegelschnittschaar des Biischels gq = A*r auftreten. Ihre Ebenen 
sind einfache Beriihrungsebenen der Fliiche. Legt man durch jede der 
Geraden A, und B, die beiden Tangentenebenen an den Kegel yw, so 
werden diese die Fliiche in den Geraden a,,a,, b, und b, schneiden, 
sodass in dieser Weise sich die vier Geradenpaare der beiden Kegel- 
schnittschaaren des Kegels w ergeben. Die eine enthilt die Paare: 

A, a, ‘ B, b,, 
die andere die Paare: 

A, ay > B, b,,; 
weil sich die Kegelschnitte einer Schaar nur in der Spitze von 
schneiden kénnen. Legt man durch jeden der beiden zusammengehiri- 
gen Knotenpunkte Tangentenebenen an den doppelt beriihrenden Kegel, 
so schneiden diese die Fliche in den Geradenpaaren a, a,, A, -A, und 
b, b,, B, B,, sodass 

a, a, , B, B, 

der einen Schaar, 


b, b, , Ay Ay 


der andern angehéren, denn es kiénnen sich Kegelschnitte einer Schaar 
nur auf der Doppeleurve, Kegelschnitte aus conjugirten Schaaren nur 
zweimal schneiden. Es folgt aber auch hieraus, dass die Spitze des dop- 
pelt beriihrenden Kegels in der Schuittlinie der beiden singuliren Tan- 
gentenebenen A, A, und B, B, sowie in der Schnittlinie der Kbenen 
der Paare a, a, und b, b, liegt. 

Seien die Schnitte der Ebene der Doppelcurve mit den vier ver- 
schiedenen Kegeln entsprechend mit K, K’, K” und wy bezeichnet, 
K wird die Doppelcurve in zwei verschiedenen Punkten beriihren, K’ 
sowie K” werden in je einem von diesen beriihrt und miissen ausserdem 
die Doppeleurve in zwei verschiedenen Punkten a,, a, und b,, b, schnei- 
den. Die von den zwei Beriihrungspunkten an ~ gezogenen vier Tan- 


genten werden die Doppeleurve beziiglich in a,, a,, b,, 6, treffen. 
4* 
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§. 2. 


Behufs der eindeutigen Abbildung auf eine Ebene kaun man sich 
zuerst des Ebenenbiischels gq — o*r = 0 und der variabeln Tangenten- 
ebene A + 20B-+ 0? C=O des Kegels w bedienen. Mit Hiilfe der- 
selben zerlegt sich die Gleichung der Fliiche in die vier Factoren: 


p+(B+e0)+or=0 
p— (B+eC)+ or=—0 
p+ (B+ eC) — ocr=0 
p — (B+e00)—cor=0. 
Diese stellen aber in Wirklichkeit nur zwei verschiedene vor, da durch 
Zeichenwechsel des o die beiden letzten in die beiden ersten iiber- 


gehen. Die drei Gleichungen 


q—oar=0 
A+20B+ e?C=0 
p+ (B+ 0f)+or=—0 
driicken die Coordinaten eines variablen Punktes der Fliiche als ratio- 
nale Functionen vierten Grades in 9, 6 aus. 
Solcher Abbildungen giebt es zwei Gruppen je nach der benutz- 
ten Kegelschnittschaar von % Kommen in derselben die Paare 


a, A, b, B, 
vor, in der Schaar des Ebenenbiischels die Paare 
a, b, ay b, A, B,, 


so tritt viermal der Fall ein, dass zwei dieser Paare eine gemeinsame 
Gerade besitzen , die sich wieder als solche abbildet und fiir alle Bilder 
der ebenen Schnitte der Fliiche eine feste gemeinsame ‘l'angente lie- 
fert. Die Bilder der Schnitte der Ebenen von ry und C sind die zwei 
festen Doppeltangenten; die erste stellt zugleich die beiden zusammen- 
gehérigen Knotenpunkte, die letzte den dritten Knotenpunkt dar. 
Denkt man sich eine der Tangentenebenen von 7, z. B. die Ebene des 
Paares a, A, fest, als og constant, dagegen die andere, also 6, variabel, 
so durchschneiden sich beide bestiindig in emem Knotenpunkt, sodass 
dessen Abbildung ein Strahlbiischel mit den festen Strahlen a,, A, 
wird. Der zweite Knotenpunkt bildet sich in gleicher Weise ab, wenn 
die Ebene des Paares b, B, fest gedacht wird. Dieser Strahlbiischel 
besitzt die festen Strahlen b, und B,; die eine Doppeltangente ist bei- 
den gemeinsam. Um zu der Abbildung des dritten Knotenpunkts zu 
gelangen, denkt man sich die Ebene des Paares A, B, fest, dagegen 
die Tangentenebene A + 20B- 9?C = 0 variabel. Es entsteht eben- 
falls ein Strahlbiischel mit den festen Strahlen A,, B, und der zwei- 
ten Doppeltangente. Uebertriigt man die Abbildung auf Punktcoordi- 
naten, so liegt der eine Doppelpunkt mit den Fundamentalpunkten 
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a., A,, sowie mit b,, B,, der andere dagegen nur mit A, und B, in 
einer Geraden. Die beiden ersten Geraden sind die Bilder der zusam- 
mengehérigen Knotenpunkte, die dritte ist das Bild des letzten. Vier 
Gerade haben sich als Fundamentalpunkte a,,b,, A,,B, abgebildet, 
die beiden letzten a, und b, ergeben sich als Verbindungslinien des 
zweiten Doppelpunktes mit }, und a,. 

Die Kegelschnittschaar des Ebenenbiischels g, + wird in der Ab- 
bildung zu einem Strahlbiischel, dessen Scheitel der zweite Doppel- 
punkt ist. Der Biischel, dessen Scheitel der erste Doppelpunkt, stellt 
eine Schaar des Kegels y vor und die conjugirte Schaar bildet sich als 
Kegelschnittbiischel durch die beiden Doppelpunkte, a, und b, ab. Die 
beiden letzten Schaaren endlich bilden sich als Kegelschnittbiischel durch 
die beiden Doppelpunkte und durch a,, B,, beziiglich b,, A, ab. 

Die beiden Gruppen von Abbildungen unterscheiden sich von ein- 
ander nur dadurch, dass jedesmal zwei andere, einander nicht schnei- 
dende Geraden als Fundamentalpunkte abgebildet sind. 

Werden die Ebenen zweier Geradenpaare a, b, und b, B, zu Aus- 
gangsebenen *C benutzt, so werden die x zu Functionen dritten Gra- 
des, die Curven der vierten Ordnung gehen in Curven dritter Ordnung 
iiber, die beiden Doppelpunkte werden zu einfachen, den Bildern der 
sich nicht schneidenden Geraden a, und B,, die Gerade B, bildet sich 
noch einmal ab, die zwei letzten Punkte entstehen durch den Schnitt 
der Paare a, A,, a,b, und a, A,, A, B,. Die fiinf Fundamentalpunkte 
liegen so, dass drei derselben, a,, a,, A,, auf einer Geraden liegen, 
ebenso die beiden zusammengefallenen B, und A,. Erstere Gerade und 
die zusammenfallenden Punkte B, stellen die zusammengehérigen Kno- 
tenpunkte vor, die zweite Gerade ist das Bild des dritten. Die Ver- 
bindungslinien von B, mit a, und a, geben die dem Knotenpunkte B, 
angehérigen Geraden b, und b,. Hitte man die Paare a, A, und a, b, 
zu Ausgangsebenen angenommen, so wiirden sich a, und a, als Ge- 
rade, b,; und b, als Fundamentalpunkte abgebildet haben. Die beiden 
zusammengehérigen Knotenpunkte liegen dann in entgegengesetzter 
Weise in der Bildebene. ’ 

Die Kegelschnittschaar des Ebenenbiischels bildet sich ab als 
Strahlbiischel, dessen Scheitel das zusammenfallende Punktepaar A, ist; 
die zwei Schaaren des Kegels y als zwei Strahlbiischel mit den Schei- 
teln b, und 6,; die zwei Schaaren des doppelt beriihrenden Kegels als 
Strahlbiischel mit dem Scheitel B, und als Kegelschnittbiischel durch 
b,, 6, und das zusammenfallende Punktepaar. 

Die zwei verschiedenen Gruppen der Abbildung unterscheiden sich 
von einander nur durch das entgegengesetzte Verhalten der zusam- 
mengehérigen Knotenpunkte. 

Werden die Ebenen der Paare A, B, und b, B, als Ausgangsebenen 
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benutzt, so ergeben dieselben als Fundamentalpunkte die Bilder der Pu 
sich nicht schneidenden Geraden A, und b,. Beide bilden sich noch ein- sic 
# mal ab durch den Schnitt der Paare A, B, und a, A,, sowie a, b, und in 
b, B,. Ein letzter Punkt a, entsteht durch den Schnitt von a, b, und de 
a, A,. Von den fiinf Fundamentalpunkten sind zweimal zwei zusammen- | Lis 
gefallen in A, und b,, und die beiden unendlich nahen Punkte A, liegen © Kt 
mit dem fiinften a, in einer Geraden. Diese Gerade und }, stellen die | te 
zusammengehorigen Knotenpunkte, das zusammenfallende Punktepaar A, | pe 
den dritten vor. Die Verbindungslinie des Paares b, giebt eine vierte | zu 
Gerade, die beiden letzten entstehen aus der Verbindung von b, mit A, | B 
und a,. Solcher Abbildungen giebt es zwei Gruppen, da sich die zusam- J D 
mengehérigen Knotenpunkte entgegengesetzt abbilden kénnen und jede © di 
enthilt in jeder Gruppe zwei Abbildungsarten, je nachdem zwei einan- 7 pe 
der nicht treffende Geraden a, und b, oder a, und b, sich als Funda- 7 ei 


mentalpunkte oder Verbindungslinien abbilden. 

Die Kegelschnittschaar des Ebenenbiischels und eine Schaar des 
Kegels ~ werden in der Abbildung zu Strahlbiischeln mit den Scheiteln 7 5 
b, und A,. Die zu letzterer conjugirte Schaar wird ein Kegelschnitt- 
biischel durch a,, einen der Punkte A, und das zusammenfallende 
Punktepaar b,. Die beiden Schaaren des doppelt beriihrenden Kegels 
bilden sich ab als Strahlbiischel mit dem Scheitel a, und als Kegel- 
schnittbiischel durch die zusammenfallenden Punktepaare. 

Benutzt man bei der Abbildung den doppelt beriihrenden Kegel K, 


Mack, 
TR 


statt ~, und ist A’ + 20 B’ + o?C’ = 0 eine variable Tangentenebene d 
desselben , so zerfallt die Flichengleichung in die vier Factoren 
Ap + (B’+ eC’) + or = 0 : 
Ap — (B+ 0C’!) + or = 0 
ip + (B’ + eC’) — or =0 


Ap — (B’+ oC’) — or = 0,7 
wobei auch wieder zu bemerken ist, dass die beiden letzten aus den 
ersten durch Zeichenwechsel von 6 hervorgehen. Die Coordinaten eines 
variablen Punktes der Flaiche driicken sich aus dem Complex der drei 
Gleichungen 

q—cer=0 

A’ +20BR + @’C’=0 

Ap + (B’ + @C’) + or = 0 
als rationale Functionen vierten Grades in 9, 6 aus. 

Die benutzte Kegelschnittschaar von K enthalte die Paare a, a, und 
B, B,. Der eine Doppelpunkt der Abbildung giebt ein Bild der beiden 
zusammengehdrigen Knotenpunkte. Bleibt die Ebene des Paares a,a, fest, 3 
wihrend die Ebene des Biischels g—o?r =0 sich bewegt, so bildet sich der = ( 
eine Knotenpunkt unendlich vieldeutig als Punktreihe ab mit den festen : 
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Punkten a, unda,. Bleibt die Ebene des Paares B, B, fest, so bildet 
sich der andere unendlich vieldeutig als Punktreihe ab und zwar muss 
in dieser der andere Fundamentalpunkt B, doppelt auftreten, weil bei 
der Bewegung der variablen Ebene des Biischels zwei unendliche nahe 
Lagen der Ebene auf die Schnittcurve A, B, fiihren. Die vier einfachen 
Fundamentalpunkte liegen demnach so, dass erstens a, und a,, zwei- 
tens die beiden unendlich nahen Punkte B, B, mit dem einen Dop- 
pelpunkte auf Geraden liegen. Beide Geraden sind die Bilder der 
zusammengehdrigen Knotenpunkte, das zusammenfallende Punktepaar 
B, B, ist ein Bild des dritten. Die Verbindungslinien des zweiten 
Doppelpunkts mit a, und a, geben die Geraden 6, und b,, die Verbin- 
dungslinie mit B, giebt das Bild der Geraden A,. Die zwei Grup- 
pen der Abbildung unterscheiden sich von einander dadurch, dass sich 
einmal B,, einmal A, als Fundamentalpunkt abbildet. 

Die Kegelschnittschaar des Ebenenbiischels bildet sich ab als 
Strahlbiischel, dessen Scheitel der zweite Doppelpunkt ist, die beiden 
Schaaren des Kegels y als Kegelschnittbiischel durch die zwei Doppel- 
punkte, einen der zusammenfallenden und einen der iibrigen Punkte. 
Die eine Schaar des doppelt beriihrenden Kegels bildet sich als Strahl- 
biischel ab, dessen Scheitel der erste Doppelpunkt ist, die conjugirte 
als Curvenbiischel dritter Ordnung durch alle Fundamentalpunkte mit 
einem Doppelpunkte im zweiten doppelten Fundamentalpunkte. 

Werden zu Ausgangsebenen die Ebenen sich schneidender Gera- 
denpaare benutzt, so kommt man zu den friiheren Abbildungen zuriick. 

Ich gebrauche endlich die beiden Kegel » und K zur Abbildung. 
Die vier Factoren der Flichengleichung werden 

Ap + (B+ 9C) + (B'+ 00’) = 0 
ap + (B+ eC) — (B’+ 00’) = 0 
dp — (B+ 9C) + (B'+ 0C’) = 0 
Ap — (B+ 00) — (B+ oC’) = 0. 
Die Coordinaten eines variablen Punktes der Flichen ergeben sich aus 
den drei Gleichungen: 
ip + (B + eC) + (BY +60) =0 
A+20oB+e?C=0 
A’ +26R + &°C’ = 0. 

Die benutzte Kegelschnittschaar von w enthalte die Paare a, A,, 
b, B,, die von K die Paare a, a,, B,B,. Die Paare a, A, und a, a, 
besitzen die Gerade a, gemeinsam und die andern Geraden A, und a, 
durchschneiden sich in demselben Punkte von a,. Die Gerade a, muss 
sich demnach zweimal abbilden, ebenso die Gerade B,. Der Knotenpunkt, 
welcher die Spitze des Kegels p ist, bildet sich als Strahlbiischel ab, dem 
der Doppelstrahl a, angehért. Dieser selbst, sowie der Strahlbiischel mit 
dem Scheitel B, sind die Bilder der zusammengehérigen Knotenpunkte. 
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In-Punktcoordinaten ausgedriickt, liegen die zusammenfallenden Punkte 
B, mit dem einen Doppelpunkt auf einer Geraden, der andere, sowie 
das zusammenfallende Punktepaar a, a, haben dagegen keine beson- 
dere Lage gegen einander. Die Verbindungslinie des zweiten Doppel- 
punktes mit a, giebt die Gerade A,; beide Doppelpunkte beziehungs- 
weise mit a, und B, verbunden, sowie der Kegelschnitt durch dieselben, 
‘durch die zusammenfallenden Punkte a, und einen der Punkte B,, lie- 
fern die Geraden a,, b, und b,. Solcher Abbildungen giebt es vier 
Gruppen je nach den benutzten Kegelschnittschaaren, sie unterschei- 
den sich von einander dadurch, dass sich B, und A,, sowie a,, a, 
und 6,, 6, als Punkte der Geraden abbilden kénnen. 

Die Kegelschnittschaar des Ebenenbiischels bildet sich ab als Ke- 
gelschnittschaar durch die Doppelpunkte und je einen der zusammen- 
fallenden Punkte, die Schaaren des Kegels w als Strahlbiischel mit dem 
zweiten Doppelpunkt zum Scheitel und als Kegelschnittbiischel durch 
beide Doppelpunkte und durch beide Punkte des zusammenfallenden 
Punktepaares a,, die beiden letzten Schaaren des Kegels K als Strahl- 
biischel mit dem ersten Doppelpunkt zum Scheitel und als Curvenbiischel 
dritter Ordnung durch alle Fundamentalpunkte, mit einem Doppelpunkt 
im zweiten doppelten Fundamentalpunkte. 

Werden die Ebenen sich schneidender Geradenpaare zu Ausgangs- 
ebenen C und C’ benutzt, so kommt man auf die friiheren Abbildun- 
gen zuriick. 


§. 3. 


Ich gehe jetzt zur Untersuchung der auf der Fliche liegenden 
Raumceurven dritter und vierter Ordnung iiber. 

Ich lege dabei die Anordnung der Fundamentalpunkte zu Grunde, 
dass 1, 2, 3, sowie die unendlich nahe geriickten 4,5 mit 1 in eine 
Gierade zu liegen kommen. 

1) Es giebt eine doppelt unendliche Schaar von Raumcurven dritter 
Ordnung, die sich als Geradenschaar durch keinen der Fundamental- 
punkte abbildet. 

2) Es giebt eine doppelt unendliche Schaar, die sich als Kegel- 
schnittschaar durch die Punkte 2, 3 und einen der zusammenfallen- 
den abbildet. Diese beiden Schaaren gehen durch den dritten Kno- 
tenpunkt und durch je einen der beiden ersten, so dass sie die dem 
andern zugehérigen Geraden schneiden. 

3) Es giebt zwei Schaaren, die sich als Kegelschnittschaaren durch 
einen der zusammenfallenden Punkte, und durch 1, 2 bez. 1, 3 abbilden. 

4) Es giebt zwei Schaaren, die sich als Kegelschnittschaaren durch 
die beiden zusammenfallenden Punkte und einen der Punkte 2 oder 3 
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abbilden. Die Schaaren aus jeder dieser beiden letzten Gruppen sind 
einem der zusammengehérigen Knotenpunkte so zugeordnet, dass sie 
ihn treffen, eine der ihm zugeordneten Geraden nochmals, aber nicht 
die mit ihr in einer Ebene liegende des andern Knotenpunkts. 

Diese sechs Schaaren von Raumcurven dritter Ordnung erginzen sich 
mit Raumcurven fiinfter Ordnung zu vollstandigen Durchschnittcurven. 

ad 1. Hierzu gehért eine fiinffach unendliche Schaar, die sich als 
Curvenschaar dritter Ordnung durch 2, 3 und die zusammenfallenden 
Punkte abbildet. 

ad 2. Hierzu gehért eine fiinffach unendliche Schaar, die sich als 
Curvenschaar dritter Ordnung durch die Fundamentalpunkte 1, 2, 3 
und einen der zusammenfallenden abbildet. 

Jede dieser Curven schneidet ihre Ergiinzungscurve dreimal auf 
der Doppeleurve und dreimal auf der Fliiche. Curven derselben Schaar 
schneiden sich noch in fiinf, Curven verschiedener Schaaren in sechs 
Punkten. Die Fliche zweiter Ordnung geht durch je zwei Knotenpunkte 
und beriihrt die Fliche vierter Ordnung in drei verschiedenen Punkten. 

ad 3, Hierzu gehéren zwei fiinffach unendliche Schaaren, die sich 
als Curven vierter Ordnung durch alle Fundamentalpunkte, mit Doppel- 
punkten in einem der zusammenfallenden und in 2 oder 3 abbilden. 

ad 4. Hierzu gehéren zwei fiinffach unendliche Schaaren, die sich 
als Curven dritter Ordnung durch alle Fundamentalpunkte ausser 2 
oder 3 abbilden. 

Jede Curve dieser Schaaren schneidet ihre Erginzungscurve ausser 
in einem der zusammengehérigen Knotenpunkte dreimal auf der Dop- 
peleurve und noch viermal auf der Fliche. Curven derselben Schaar 
schneiden sich noch in fiinf, Curven verschiedener Schaaren in sechs, 
Curven aus Schaaren, deren Ergiinzungscurven zugeordneten Geraden 
angehéren, in sieben Punkten. Die durch eine solche Curve gelegte 
Fliiche zweiter Ordnung geht durch einen Knotenpunkt und beriihrt 
die Fliche vierter Ordnung in vier verschiedenen Punkten. 

Die Raumcurven vierter Ordnung bilden sich in folgender Weise ab: 

1) Es giebt zwei dreifach unendliche Schaaren, deren Curven ein- 
ander ergiinzen, und die sich als Kegelschnittschaaren durch einen 
der zusammenfallenden und einen der Punkte 2 oder 3 abbilden. Sie 
gehen durch die drei Knotenpunkte. Zwei sich ergiinzende Gebilde 
treffen einander ausser in diesen noch viermal auf der Doppelcurve 
und dreimal auf der Fliche. 

2) Es giebt eine dreifach unendliche Schaar, die sich als Kegel- 
schnittschaar durch 1 und einen der zusammenfallenden Punkte ab- 
bildet. 

3) Die Curven dieser Schaar werden von denen einer andern dreifach 
unendlichen Schaar ergiinzt, die sich als Curvenschaar dritter Ordnung 
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durch alle Fundamentalpunkte ausser 1 mit einem Doppelpunkt in 
einem der zusammenfallenden Punkte abbildet. 

Beide Schaaren gehen durch die zwei zusammengehirigen Kno- 
tenpunkte, zwei sich ergiinzende Curven schneiden sich ausser in die- 
sen noch viermal auf der Doppelcurve und viermal auf der Fliche. 

4) Es giebt zwei dreifach unendliche Schaaren, die sich als Kegel- 
schnitte durch 1 und einen der Punkte 2 oder 3 abbilden. 

5) Diese Schaaren werden von zwei andern erginzt, die sich als 
Curven dritter Ordnung durch alle Fundamentalpunkte ausser 1 und 
mit einem Doppelpunkt in 3 oder 2 abbilden. 

Die Schaaren unter 4) und 5) gehen durch den dritten Knotenpunkt 
und zwei sich ergiinzende Curven treffen einander noch viermal auf 
der Doppelcurve und fiinfmal auf der Fliche. 

6) Es giebt zwei Schaaren, die sich beziehungsweise als Kegel- 
schnitte darch das zusammenfallende Punktepaar und als Kegelschnitte 
durch die Punkte 2 und 3 abbilden. Sie sind dem durch 1, 2,3 ab- 
gebildeten Knotenpunkte zugeordnet, in welchem sie einen Doppel- 
punkt haben. 

7) Es giebt eine Schaar, die sich als Curvenschaar dritter Ordnung 
durch 1,2, 3 mit einem Doppelpunkte in 4 oder 5 abbildet; die Cur- 
ven dieser Schaar haben in dem durch 4 , 5 dargestellten Knotenpunkte 
einen wirklichen Doppelpunkt. 

8) Endlich giebt es eine vierfach unendliche Schaar erster Species, 
die sich als Curvenbiischel dritter Ordnung durch alle Fundamental- 
punkte abbildet. Die Curven dieser Schaar ergiinzen sich paarweise 
zu vollstindigen Durchschnittscurven. Ergiinzungscurven schneiden ein- 
ander ausser auf der Doppeleurve noch viermal auf der Fliche. Sowohl 
die Schaaren 6), als die Schaar 7) kénnen als in dieser Schaar enthal- 
ten betrachtet werden. 


Fiinfter Fall. 


Die Fliche vierter. Ordnung besitzt vier besondere 
Knotenpunkte. 


§. 1. 


Lasst man in der Gleichung (p? + gr — x4)? = 4p*qr noch den 
Kegel xy in ein Ebenenpaar zerfallen, 4 = s-¢, so treten an die Stelle 
des dritten Knotenpunktes, der Kegelspitze von 7, zwei neue, niimlich 
die Durchdringungspunkte der Schnittlinie der Ebenen s und ¢ mit der 
Fliiche zweiten Grades p? — gr = 0. Die Flichengleichung hat jetzt 
die Form: 
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Abbildung von Flichen vierter Ordnung. 
(p? + gr — st? = 4p* qr 


(p? + st — qr)? = 4p’st. 


Die vier Ebenen gq = 0, r = 0, s =O, ¢ = 0 sind vier singuliire Tan- 
gentenebenen, welche die Fliche lings Kegelschnitten beriihren. Die 
beiden Ebenenbiischel gq = o?y und s = g*¢ schneiden Kegelschnitt- 
schaaren aus der Fliche aus, ebenso die Tangentenebenen des letzten 
doppelt beriihrenden Kegels, dessen Spitze durch eine iihnliche Rech- 
nung wie friiher gefunden wird. Ich will das eine Knotenpunktepaar 
mit K,K,, das zweite mit K, K, bezeichnen. Die Verbindungslinien 
K, K,, K, K,, K, K,, K, K, miissen in der Fliche liegen, denn die 
durch drei Knotenpunkte, z. B. K,, K,, K, gelegte Ebene schneidet 
eine Curve vierter Ordnung mit fiinf Doppelpunkten aus, welche dem- 
nach in ein Geradenpaar und einen Kegelschnitt zerfallen muss. Ausser 
diesen vier kénnen auf der Fliche keine weiteren Geraden mehr ent- 
halten sein. Durch dieselbe Rechnung wie friiher kann man zeigen, 
dass alle Punkte einer dieser vier Geraden die niimliche Tangenten- 
ebene besitzen, sodass die Fliiche noch vier singulire Tangentenebe- 
nen zulisst, die lings Geraden beriihren. Die vier Verbindungslinien 
der Knotenpunkte bilden vier Paare und ein windschiefes Viereck. 
Von den vier Kegeln, die in den Knotenpunkten die Fliche ringsum 
beriihren, werden immer je zwei der nicht zusammengehdrigen sich 
lings einer Geraden und in dieser die Fliche beriihren. Die Ebene 
der Doppelcurve schneidet die vier Kegel in Kegelschnitten, jeder Ke- 
gelschnitt beriihrt die Doppelcurve in zwei verschiedenen Punkten und 
in jedem dieser Punkte beriihren sich zwei der Kegelschnitte. Die 
Kegelschnittschaar des Ebenenbiischels g = 6?r ergiebt sich durch den 
Schnitt mit der Flichenschaar 


(p + or) = st. 


Da letztere immer eine Kegelschaar vorstellt, deren Spitze nie 
auf der entsprechenden Ebene g = o*r liegen kann, so werden auch 
keine Geradenpaare in dieser Schaar auftreten kénnen, ausser den bei- 
den, welche durch die Verbindung der zwei Knotenpunkte K, K, mit 
dem dritten und vierten entstehen. Seien diese vier Geraden mit a,, d., 
b,, b, bezeichnet, so sind a,,a, und b,, b, die Geradenpaare dieses 
Biischels. Die des Biischels s = 9?¢ werden dann a, b, und a, b, sein. 

Werden durch je einen der zwei zusammengehérigen Knoten- 
punkte die beiden Tangentenebenen an den doppelt beriihrenden Ke- 
gel K gelegt, so muss jede derselben die Fliiche in einem Geraden- 
paare schneiden. Diese Geradenpaare sind dann nichts anders als die 
doppelt gerechneten Geraden a,, a,, b,, b,, so dass a,a,, b, b, in der 
einen, @,@,, b,b, in der andern Kegelschnittschaar von K auftreten, 


oder 
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Die vier singuliren Tangentenebenen, welche die Fliche vierter Ord- 
nung liings Geraden beriihren, schneiden sich daher in der Spitze des 
doppeltberiihrenden Kegels. 


§. 2. 


Um die Fliche eindeutig auf eine Ebene abzubilden, bediene ich 
mich der beiden Ebenenbiischel ¢g = o?r und s = gt. Mit deren Hiilfe 
zerlegt sich die Flichengleichung in die vier Factoren 


p+.or-+ et =0 
0 


p+ or — ot = 
p— or + et = 0 
p — or — ot = 0. 


Da die drei letzten Gleichungen aus der ersten durch Zeichen- 
wechsel von @ oder 6 hervorgehen, erhailt man hier nur eine einzige 
Klasse von Abbildungen. Aus den drei Gleichungen 

p+or+ et=0 
q= or 
Ss = Qt 
stellen sich die Coordinaten eines variabeln Punktes der Fliche als 
rationale Functionen vierten Grades in 9g und o dar. In den beiden 
Kegelschnittschaaren kommen beziehungsweise die Geradenpaare a, dy, 
b, b, und a, b,, a,b, vor. Ich denke mir unter e, 6 sofort Punkt- 
coordinaten, dann sind die Bilder aller ebenen Schnitte Curven vierter 
Ordnung mit zwei gemeinsamen Doppelpunkten und vier einfachen 
Punkten, den Bildern der Geraden a,,a,,b,,6,. Der eine Doppel- 
punkt ist zugleich ein Bild des einen Knotenpunktepaares, der zweite 
ist ein Bild des andern. Bleibt einmal die Ebene des Paares a, b,, 
dann die des Paares a,b, fest, also @ constant, dagegen 6 variabel, 
so wird man beziehungsweise als Schnitt einmal den ersten Knoten- 
punkt, dann den zweiten Knotenpunkt des ersten Knotenpunktepaars 
erhalten. Beide bilden sich demnach als zwei Punktreihen ab, welche 
die festen Punkte a,,b, und a,,b, und den einen Doppelpunkt als 
gemeinsamen Punkt besitzen. Dasselbe gilt fiir die beiden andern 
Knotenpunkte, wenn die Ebenen der Paare a, a, und b, b, fest gedacht 
werden, wobei @ variabel und 6 constant. Die beiden andern Knoten- 
punkte bilden sich ebenfalls als zwei Punktreihen mit den festen 
Punkten a, , a, und b, ,b, ab, welche dann noch in dem zweiten Dop- 
pelpunkte einen gemeinsamen Punkt besitzen. Daraus folgt: die vier 
Punkte a, ,a,, b,,, bilden die Hauptecken eines vollstiindigen Vierecks, 
von welchen zwei Nebenecken die beiden Doppelpunkte sind. Die vier 
Seiten des Vierecks sind die Bilder der vier Knotenpunkte. Die Kegel- 
schnittschaaren der beiden Ebenenbiischel bilden sich ab als Strahl- 
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biischel, deren Scheitel die Doppelpunkte sind; die beiden Schaaren 
des doppelt beriihrenden Kegels K als zwei Kegelnittbiischel durch die 
Doppelpunkte und je zwei der iibrigen Fundamentalpunkte. 

Werden zu Ausgangsebenen die Ebenen der Geradenpaare a, a, 
und b, a, benutzt, so werden die Doppelpunkte zu einfachen Punkten, 
den Bildern der sich nicht schneidenden Geraden a, und b,. Diese 
beiden bilden sich noch einmal ab bei dem Schnitt der Paare a, a, 
mit b,a, und b, b, mit a,b,. Als fiinfter Fundamentalpunkt ergiebt 
sich b, als Schnitt der Paare b,b, und a,b,. Die fiinf Fundamental- 
punkte liegen jetzt so, dass zweimal zwei zusammengefallen sind und 
mit dem fiinften in einer Geraden liegen. Die zusammengefallenen 
Punkte sind zugleich die Bilder zweier Knotenpunkte und die Linie 
a,b, ist iare Verbindungslinie, welche in der Fliche liegt. Die bei- 
den Geraden sind die Bilder der beiden andern Knotenpunkte und ihr 
Schnitt b, ist deren Verbindungslinie; hitte man die Ebenen der Paare 
b, b, und a,b, zu Ausgangsebenen benutzt, so wiirden sich die Kno- 
tenpunkte in entgegengesetzter Weise abgebildet haben, es giebt dem- 
nach zwei Gruppen von Abbildungen. Die Kegelschnittschaaren der 
Ebenenbiischel bilden sich ab als Strahlbiischel, deren Scheitel die zu- 
sammenfallenden Punkte sind; die beiden andern als Strahlbiischel, des- 
sen Scheitel der fiinfte Fundamentalpunkt ist und als Kegelschnittbiischel 
durch die beiden Punktepaare. Die Bilder der vier Riickkehrpunkte 
der Doppeleurve sind die Hauptecken eines vollstiindigen Vierecks, von 
welchem zwei Nebenecken die zusammenfallenden Kundamentalpunkte 
sind; die vier Seiten desselben sind die Bilder der vier Kegelschnitte, 
lings welcher die singuliiren Tangentenebenen die Fliiche beriihren. 

Geht man bei der Abbildung von einem Ebenenbiischel und dem 
doppelt beriihrenden Kegel aus, so zerfillt die Flichengleichung in 
die Factoren : 

Ap+or+ (B+ uC) =0 
Ap—or+ (B+ ul) =0 
Ap + or — (B+ uC) =0 
Ap — or — (B+ uC) =0, 
wenn A + 2uB+ w?C = 0 die Gleichung einer variabeln Tangenten- 
ebene des Kegels K ist. Diese vier Gleichungen reduciren sich wieder 
auf zwei, weshalb zwei Gruppen von Abbildungen existiren, je nach 
der Wahl des Ebenenbiischels, und jede Gruppe enthiilt wieder zwei 
je nach der Wahl der benutzten Kegelschnittschaar von K. Die Coor- 
dinaten eines variabeln Punktes der Fliiche ergeben sich aus den drei 
Gleichungen: 
Ap + or + (B+ uC) = 0 
A+ 2uB+ wd = 0 
q=c'r. 
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Das Ebenenbiischel enthalte die Paare a, a, und b, b,, die benutzte 
Kegelschnittschaar von K die Paare a,a, und b,b,. Der eine Doppel- 
punkt stellt ein Bild der zwei zusammengehirigen Knotenpunkte des 
Ebenenbiischels vor. Werden die Paare a,a, und b,b, beziehungs- 
weise festgehalten bei veriinderlichem 6, so bilden sich beide noch 
unendlich vieldeutig als zwei Punktreihen ab, wobei die Punkte a, 
und b, doppelt auftreten. Diese sind dann zugleich die Bilder der 
zwei andern Knotenpunkte. Die Verbindungslinien des zweiten Dop- 
pelpunktes mit a, und b, sind die zwei andern Geraden der Fliiche. Die 
vier verschiedenen Gruppen der Abbildung unterscheiden sich von einan- 
der dadurch, dass sich die Knotenpunktepaare in entgegengesetzter 
Weise abbilden, und einmal die sich nicht schneidenden Geraden a,, b,, 
das andere Mal a, ,b, als Fundamentalpunkte auftreten. Die Kegelschnitt- 
schaar des einen Ebenenbiischels bildet sich ab als Strahlbiischel, dessen 
Scheitel der zweite Doppelpunkt ist, die des andern als Kegelschnitt- 
biischel durch die zwei Doppelpunkte und je einen der zusammenfal- 
lenden Punkte. Die eine Schaar des Kegels K bildet sich als Strahlbiischel 
ab, dessen Scheitel der erste Doppelpunkt , die conjugirte Schaar als Cur- 
venbiischel dritter Ordnung durch alle Fundamentalpunkte mit einem 
Doppelpunkt im zweiten Doppelpunkte. Werden zu Ausgangsebenen 
die Ebenen zweier Geradenpaare benutzt, so kommt man auf die frii- 
here Abbildung zuriick. 


g. 3. 


Die auf der Fliiche liegenden Raumeurven dritter Ordnung sind 
folgende: 

1) Es giebt eine doppelt unendliche Schaar, deren Curven sich 
als Gerade durch keinen Fundamentalpunkt abbilden. 

2) Es giebt zwei doppelt unendliche Schaaren, deren Curven sich 
als Kegelschnitte durch je eines der zusammenfallenden Punktepaare 
und einen Punkt des andern abbilden. 

3) Es giebt eine doppelt unendliche Schaar, deren Curven sich 
als Kegelschnitte durch je einen Punkt jedes Punktepaars und durch 
den fiinften Fundamentalpunkt abbilden. 

Diese vier Schaaren sind den Knotenpunkten so zugeordnet, dass 
sie immer durch zwei soleche gehen, deren Verbindungslinie in der 
Fliche enthalten ist, und dass sie die Verbindungslinie der | beiden andern 
schneiden. 

Die sie ergiinzenden Raumcurven fiinfter Ordnung sind folggnde: 

ad 1. Hiersu gehért eine fiinffach unendliche Schaar, die sich 
als Curvenschaar dritter Ordnung durch die beiden Punktepaare ab- 
bildet. 

ad 2. Hierzu gehéren zwei fiinffach unendliche Schaaren, die 
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sich als Curven dritter Ordnung durch je ein Punktepaar, einen Punkt 
des Paares andern und durch den fiinften Fundamentalpunkt abbilden. 
ad 3. Hierzu gehért eine fiinffach unendliche Schaar, die sich 
als Curvenschaar vierter Ordnung durch alle Fundamentalpunkte mit 
einen Doppelpunkt in je einem Punkte jedes Punktepaares abbildet. 
Jede Raumeurve fiinfter Ordnung schneidet ihre Ergiinzungscurve 
ausser in den zwei zugehédrigen Knotenpunkten noch dreimal auf der 
Doppelcurve und dreimal auf der Fliiche. Die durch eine solche Curve 
fiinfter Ordnung zu legende Fliiche zweiter Ordnung muss folglich durch 
zwei Knotenpunkte gehen und die Fliiche vierter Ordnung in drei 
Punkten beriihren, damit ein solches Zerfallen der Schnittcurve eintrete. 
Jede dieser Raumeurven fiinfter Ordnung besitzt einen wirklichen Dop- 


pelpunkt auf der Doppelcurve. 
Die auf der Fliiche liegenden Raumcurven vierter Ordnung grup- 


piren sich in folgender Weise. 

1) Es giebt eine dreifach unendliche Schaar, die sich als Kegel- 
schnittschaar durch je einen Punkt jedes zusammenfallenden Punkte- 
paares abbildet. Jede Curve der Schaar geht durch die vier Knoten- 
punkte und ergiinzt sich mit einer andern Curve der Schaar zu einem 
volistiindigen Durchschnitt. Ergiinzungscurven schneiden einander vier- 
mal in den Knotenpunkten, viermal auf der Doppelcurve und zweimal 
auf der Fliche. Die Fliche zweiter Ordnung, welche zwei sich ergiin- 
zende Curven enthilt, geht durch alle Knotenpunkte und beriihrt die 
gegebene in zwei Punkten. 

2) Es giebt zwei dreifach unendliche Schaaren, die sich als Kegel- 
schnitte durch den fiinften Fundamentalpunkt und jede durch einen 
Punkt eines Punktepaares abbilden. Jede Schaar geht durch ein Kno- 
tenpunktepaar und ergiinzt sich mit den Curven der beiden folgenden 
Schaaren zu einem vollstiindigen Durchschnitt. 

3) Diese bilden sich ab als Curven dritter Ordnung durch die 
beiden Punktepaare und einen Doppelpunkt in einem der zusammen- 
fallenden. Ergiinzungscurven schneiden einander zweimal in den Kno- 
tenpunkten, viermal auf der Doppelcurve und viermal auf der Fiche, 
welche letztere einfache Beriihrungspunkte mit der entsprechenden Fiche 
zweiter Ordnung sind. 

4) Es giebt zwei dreifach unendliche Schaaren, die sich als Kegel- 
schnitte durch je ein Punktepaar abbilden. Die Curven jeder Schaar 
besitzen einen Doppelpunkt in einem Knotenpunkte und ergiinzen sich 
mit Raumcurven erster Species zu vollstiindigen Durchschnitten. Die 
Vliche zweiter Ordnung geht durch einen Knotenpunkt und beriihrt 
die gegebene noch in vier verschiedenen Punkten. 

5) Sodann giebt es zwei Schaaren, die sich als Curven dritter 
Ordnung durch ein Paar und den fiinften Punkt, und mit einem 
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Doppelpunkte im Orte des andern Paares abbildet. Diese Curven ha- 
ben einen wirklichen Doppelpunkt in dem durch letztern dargestellten 
Knotenpunkt. 


6) Es giebt eine vierfach unendliche Schaar, die sich als Curven- 
schaar dritter Ordnung durch alle Fundamentalpunkte abbildet. Die 
Curven der Schaar gehen durch keinen der Knotenpunkte und ergiin- 
zen sich mit andern Curven der Schaar zu vollstaindigen Durchschnit- 
ten. Die Fliche zweiter Ordnung wird die gegebene in vier ver- 
schiedenen Punkten beriihren. Die Curven dieser Schaar sind erster 
Species. 

Als in dieser Schaar enthalten kann man die besondern Schaaren 
4) und 5) ansehen. 


Giessen im November 1868. 
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Ueber Curven, 
welche einen harmonischen Pol und eine harmonische 
Gerade besitzen, und darauf beziigliche Eigenschaften 
allgemeiner algebraischer Curven, mit besonderer Bertick- 
sichtigung der Curven dritter Ordnung. 


Von P. Gissretpt in Bonn. 


Einleitung. 


1. Die vorliegende Arbeit beschiftigt sich mit der im 47'" Bande 
des Crelle’schen Journals befindlichen Abhandlung J. Steiners: ,,Ue- 
ber soleche algebraische Curven, welche einen Mittelpunkt 
haben, und iiber darauf beziigliche Higenschaften allge- 
meiner Curven, sowie iiber geradlinige Transversalen der 
letzteren.“ 

Diese ausserordentlich inhaltreiche Abhandlung enthilt eine Fiille 
von Resultaten und damit zugleich eine natiirliche Aufforderung die 
Herleitung derselben zu versuchen; ein solcher Versuch schien mir 
eine wissenschaftliche Berechtigung zu haben, weil die Beschaftigung 
mit der grossen Steiner’schen Hinterlassenschaft als eine der Auf- 
gaben der jetzt lebenden Geometer anerkannt ist, und aus diesem 
Grunde zégerte ich nicht, ein Gebiet zu betreten, auf dem sich Mathe- 
matiker ersten Ranges bereits bewegt haben, und noch bewegen. 

Indess habe ich mich wegen des ausserordentlichen Umfangs der 
citirten Steiner’schen Abhandlung zuniichst auf einen Theil dersel- 
ben beschrinkt und beziehen sich die abgeleiteten Resultate 1) auf 
die allgemeine Theorie der von Steiner betrachteten besonderen Cur- 
ven, 2) auf das Auftreten derselben bei Betrachtungen an allgemeinen 
Curven, und 3) auf die Anwendung dieser Resultate auf die Curven 
dritter Ordnung. 

Die von mir zur Anwendung gebrachten Beweismittel sind ge- 
mischter Natur; das Fundament derselben ist stets der Analysis ent- 
nommen, aber die -hieraus gezogenen Folgerungen sind nicht selten 


durch rein geometrische Betrachtungen gewonnen. Der analytische 
Mathematische Annalen II, 5 
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Charakter fast aller in der Steiner’schen Abhandlung auftretenden 
Probleme ist der der Elimination einer gewissen Anzahl Gréssen aus 
eben so viel homogenen Gleichungen verschiedener Grade; die in die- 
sen Gleichungen auftretenden Coefficienten sind nicht unabhiingig von 
einander, sondern sind Functionen einer geringeren Anzahl gegebener 
Gréssen; die geschickte Benutzung dieser Abhiingigkeit macht es hiiufig 
mdglich, die verlangte Elimination wirklich auszufiihren, so dass das 
Resultat brauchbar ist; aber nicht in allen Fiillen ist mir dies gelun- 
gen, und dann habe ich durch andere Ueberlegungen das gesuchte 
Resultat bewiesen. 

Von wesentlichem Nutzen war es fiir mich, durch Herrn Clebsch 
auf die Zweckmiissigkeit des symbolischen Rechnens fiir die in Rede 
stehende Arbeit aufmerksam gemacht worden zu sein. Es ist dies 
namentlich von Bedeutung fiir den letzten Theil derselben, in welchem 
ich bei einigen der dort vorkommenden symbolischen Rechnungen mich © 
speciell des Rathes und der Unterstiitzung dieses meines hochgeschiitz- 
ten Lehrers erfreuen konnte. 

Die besonderen Curven, welche Steiner betrachtet, sind Curven, 
welche einen Mittelpunkt haben; Steiner sagt*) [§ 1, pag. 7]: 

»Unter Mittelpunkt einer Curve m'" Grades C” wird ein solcher 
yin ihrer Ebene liegender Punkt 3% verstanden, welcher die Kigen- 
,»schaft hat, dass jede durch ihn gezogene unbegrenzte Gerade S die 
Curve in solehen m Punkten schneidet, welche paarweise gleichweit 
»von ihm abstehen.“ 

2. Es empfiehlt sich nun, namentlich fiir die Rechnung, nicht die 
Mittelpunktscurven selbst, sondern eine beliebige Projection derselben 
zu betrachten; wir nennen alsdann die Projection des Mittelpunktes 
den ,,harmonischen Pol und die Projection der unendlich fernen Gera- 
den die ,,harmonische Gerade“ der projicirten Curve. Irgend zwei 
Punkte der Curve, denen in der urspriinglichen Curve zwei 
gleichweit vom Mittelpunkte abstehende, aber in entge- 
gengesetzter Richtung gelegene Punkte entsprechen, sol- 
len ,einander entsprechende“ oder ,conjugirte* Punkte 
derselben in Bezug auf den harmonischen Pol und die har- 
monische Gerade heissen; dann folgt, dass ein conjugirtes Punkte- 
paar harmonisch getrennt wird durch den harmonischen Pol und die 
harmonische Gerade. 

Offenbar lassen sich alle Punkte einer Ebene vermittelst eines 
Poles m und einer Geraden G zu conjugirten Punktenpaaren aa’ in 














































*) Anmerkung. Die eckigen Klammern [ ] beziehen sich auf die Seiten- 
oder Paragraphenzahl der Steiner’schen Abhandlung im 47'" Bande des Crelle’- 
schen Journals; die runden Klammern ( ) auf die Nummern dieser Arbeit. 
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der Weise zusammenordnen, dass m auf der Geraden aa’ liegt und 
mit G@ das Punktepaar aa’ harmonisch trennt; und ebenso alle Ge- 
raden der Ebene zu conjugirten Geradenpaaren AA’ in der Weise, 


dass G durch den Schnittpunkt von AA’ geht und der durch letzteren 
und den Pol m gelegte Strahl mit G das Geradenpaar AA’ harmo- 
nisch trennt. 

Alsdann finden folgende bekannte Sitze statt: 

I. Die den Punkten a einer Geraden A conjugirten Punkte lie- 
gen wieder auf einer Geraden A’, die zu A conjugirt ist; zwei un- 
endlich nahen Punkten auf A entsprechen zwei unendlich nahe auf A’; 
und der dualistisch entgegengesetzte : 

II. Die den Geraden A eines Biischels mit dem Centrum a con- 
jugirten Geraden gehen wieder durch einen und denselben Punkt a’, 
der zu @ conjugirt ist; zwei unendlich nahen Strahlen durch a ent- 
sprechen zwei unendlich nahe durch a’. 

III. Sich selbst conjugirte Punkte sind die Punkte der Geraden 
G und der Punkt m, und nur diese. 

IV. Sich selbst conjugirte Geraden sind die Geraden, welche 
durch den Punkt m gehen und die Gerade G, und nur diese. 

3. Bei den nachfolgenden Rechnungen sind folgende zwei Be- 
zeichnungen gebraucht: 

1) dg = 4%, + At, + 432, 

2) (abe) =X + a,b, 6; 
ferner sollen unter (ab); , (== 1, 2,3) die nach den unbestimmten 
Klementen genommenen Unterdeterminanten in 


| ay a, a. 
| 
i «+ & 
b, b, b, 


verstanden werden. 

Die homogenen Coordinaten eines Punktes x sollen, wenn nicht 
ausdriicklich etwas Anderes festgesetzt ist, durch x,, 7,, 7, bezeichnet 
werden, und analog die Coordinaten einer Geraden w durch u,, WU, U3; 
unter x” + Ay verstehen wir einen Punkt, dessen Coordinaten 

xx; + Ay; (¢=1, 2, 3) 
sind, also einen Punkt der Verbindungslinie von 2 und y; und unter 
uu + vv die Gerade, deren Coordinaten wu; + vv; sind; also eine 
Gerade, welche durch den Schnitt der Geraden « und v geht. 
Unter 

f (2") 
verstehen wir eine ganze rationale homogene Function n'" Grades in 
den Variablen x,, 2, %,, und unter 


(arty) = 0 
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die k' Polare des Punktes y in Bezug auf die Curve f(a") = 0, so 
dass z. B. 


n— Of 
f(x 2y?) : n = z Ou; Ox, Yi - 


Diese Bezeichnung lisst sich ausdehnen auf Polaren v von Polaren, so 
dass ich mir unter 

f (ety et) = 0 
die k'e Polare von y der i" Polare von z vorzustellen habe. 

Verstehe ich weiter unter «,, @,, «, irgend drei der Zahlen 0,1... x, 

welche der Gleichung geniigen 
a + a + & =n 
und richte ich die Bezeichnung der Coefficienten A,,_.45..53,, von f (%”) 
so ein, dass der Coefficient von 2% a a® bis auf den numerischen 
Factor 
n! 
cy ! Oty! ey! 

aus a® a%: a% erhalten wird, wenn ich dem Buchstaben A die Indices 
1, 2, 3 so oft nebeneinander anfiige, als beziiglich a,, «,, a, ange- 
ben, so ist 

an = V 
die symbolische Gleichung der Curve, weil ich aus dieser Gleichung 
durch Ausfiihrung des eben angegebenen Prozesses zur wirklichen 
Gleichung der Curve gelangen kann. 

Hiernach stellt beispielsweise 

a = 0 
die Curve dritter Ordnung 
Aji %3 + 3Aj 2,7, + BAy 3%? Xx + BAj yp,” + 6 Aj 252,200, — 
+ 3Ajg3%y X53” + Agg2%y* + 3Ay93%_?%3 + 3 Ags, 20,7 + yee ae 
vor. 

Alsdann wird 

{ (arty) = ar-tat 
und 
ay*a’t = 0 
stellt in symbolischer Form die Gleichung der i" Polare von y in 
Bezug auf f(x") = 0 vor. 

Da das Resultat der Riicksubstitution aus der symbolischen Form 
in die wirkliche ganz unabhingig ist von der Bezeichnung der sym- 
bolischen Buchstaben a, so kann ich denselben bei iibrigens gleichen 
Annahmen durch jeden beliebigen anderen, etwa b,c, ... ersetzen 
und erhalte : 
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an UM = ... 

Sollen die symbolischen Coefficienten auch da eingefiihrt werden, 
wo die entsprechenden wirklichen Coefficienten nicht mehr linear vor- 
kommen, so muss man, um die Riicksubstitution eindeutig zu machen, 
so viel verschiedene symbolische Coefficienten einfiihren, als die Dimen- 
sion des Ausdrucks in den Coefficienten betriigt; wollte man z. B. den 
Cubus von f («*) symbolisch darstellen, so diirfte man nicht setzen a? 
sondern a3 - b3-¢c3 = f* (x'). 

Wir werden uns der symbolischen Bezeichnungen fast ausschliess- 
lich bedienen und stellen hier deshalb zwei Identitiiten auf, die wich- 
tig sind fiir die hier vorzunehmenden symbolischen Rechnungen: 


(abe) dy = (dbe) az + (ade) by + (abd) ez, 
und das Quadrat derselben in der Form: 
4 (abe)? d? + 4 (abd) c? 
(abe) (abd) ¢zd, = \ — $ (acd) b? — $ (bed) a? 
+ (aed) (bed) az be; 
die erste Gleichung soll kurzweg die Identitit, die zweite der Pro- 
ductsatz heissen. 
Die Identitit geht, wenn man darin fiir x die Unterdeterminan- 
ten aus zwei Reihen: 
9 Gro Is 
h, he h, 
setzt, tiber in 
(abe) (dgh) = (dbe) (agh) + (ade) (bgh) + (abd) (egh). 
und soll diese die zweite Form der Identitit heissen. 


Erster Theil. 


Von den Bedingungen, welche eine Curve erfillen muss, 
wenn sie einen harmonischen Pol und eine harmonische 
Gerade hat. 


4. Das Wesen unserer Curven besteht darin, dass sie 
auf jeder durch den harmonischen Pol gelegten Geraden 
eine Involution bestimmen, von welcher ein Doppelpunkt 
in den Pol, der andere in die harmonische Gerade fallt. 

Ist daher der Grad » der Curve ungerade, und zerfiallt dieselbe 
nicht in die harmonische Gerade und eine Curve (»— 1)'* Ordnung, 
wodureh sie aufhéren wiirde eine eigentliche Curve n'* Ordnung zu 
sein, so muss der Pol ein Punkt derselben sein; denn da jede durch den 
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harmonischen Pol gelegte Gerade von der Curve in einer ungeraden An- 
zahl von Punkten geschnitten wird, so muss einer dieser Punkte sich 
selbst conjugirt sein, d. h. (2. III.) entweder in den harmonischen Pol 
oder in die harmonische Gerade fallen; der letztere Fall ist ausgenom- 
men, also bleibt nur der erstere; und zwar ist der Pol ein Wende- 
punkt; weil die Tangente in demselben durch die zu jeder Seite von 
ihm unendlich nahe gelegenen Punkte gehen muss. Geht ausserdem 
ein zweiter Zweig durch diese Curve, so folgt, dass noch ein dritter 
hindurchgehen muss, weil eine beliebige, durch den Pol gezogene Ge- 
rade die Curve so schneiden muss, dass im Pol selbst eine ungerade 
Anzahl von Schnittpunkten vereinigt ist; es kénnen also nur 1 
oder 3 oder 5.... Zweige von Curven durch den Pol gehen 
und fiir jeden derselben muss der Pol ein Wendepunkt sein. 
Hingegen muss fiir ein gerades m die Anzahl der Schnitt- 
punkte der Curve mit einem durch den Pol gelegten Strahl, 
die im Pole selbst vereinigt sind, eine gerade sein, d. h. 
== 0 oder = 2 oder = 4..... , weil die Summe der in den Pol fal- 
lenden und ausserhalb desselben gelegenen Schnittpunkte eine gerade 
ist [§ 1.]. Die Bedingungsgleichungen werden deshalb andere sein 
fiir ei gerades, wie fiir ein ungerades n. 

Es sei zuniichst » = 2u und C* sei die gegebene Curve; ferner 
bezeichne € den harmonischen Pol und y die harmonische Gerade, y 
einen beliebigen Punkt der Geraden y (so dass also y, = 0), so wird 


5 


+ dy 
ein auf der gegebenen Curve C” 
a* = 0 


gelegener Punkt sein, sobald 4 der Gleichung n'* Grades 

Us, = (ag + Ady)" = 0 
geniigt; da nun der Voraussetzung gemiiss diese » Punkte — +- dy sich 
zu Punktepaaren der durch £&, y als Doppelpunkten gegebenen Involu- 
tion zusammenordnen miissen, so muss jeder Wurzel A eine zweite, 
— 4, entsprechen, d. h. es miissen in der Entwicklung > 
O = at + m,at-ayd + n,ap*ata? + --- + mya.ar-tan-? + aman. 
die Coefficienten ungerader Potenzen von 4 verschwinden, was fol- 
gendes System von uw Gleichungen liefert: 





asa =—0 
s y 
ar a3 = 0 
S y 
n—1 
a.qy | = 0. : 


Aber diese Gleichungen miissen bestehen, welche Lage auch der Punkt 
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n An- y auf der Geraden y haben mag. Fixirt man auf y zwei Punkte a,6 
> sich ganz. willkiirlich, so stellt sich y unter der Form dar: 


n Pol y=a+ «Bp 


= wo jedem Werthe des Parameters x ein Punkt y auf y entspricht. 
ende- Fiihrt man diesen Ausdruck in das vorstehende Gleichungssystem ein, 
7 so muss dasselbe unabhiingig von x bestehen. Dadurch spaltet sich 
rd — die erste Gleichung in 2, die zweite in 4, die dritte in 6...., die 
ritter uw’ in 2u = Gleichungen, und wir erhalten demgemiiss ein System 
e Ge- von w(u-+ 1) Bedingungsgleichungen fiir die Coefficienten von C*, 
erade welche nothwendig und hinreichend sind, damit § ein harmonischer 
ur i Pol und y eine harmonische Gerade der Curve C* ist: 
ehen etek a a pe 
sein. os ile ‘ oe 
nitt- I ar ae =_—( , a ait, ds ar ay = () 
rahl, eee ee es ee ae ee ee ee ee 
d. h. ¢ a. at =0 , agar a, = O 1... & a; == (), 
, os E a Stellen wir die analogen Betrachtungen an fiir den Fall n = 2v + 1, 
— a so erhalten wir folgendes System von ( v-+ 1)? Bedingungsgleichungen : 
sein : a: = 0 
erner 2 IL. aya, = 0 , ara, a, = 0, a a, == 0 
le, y : eae ee eine TN, ee bets Yo Be 
wird ° a,ax-' = 0 , aay a, = a a,ay* = 0; 
ie die Punkte # wid 6 waren ganz beliebig auf der harmonischen Gera- 
‘ den gewihlt, und deshalb miissen die Systeme J. und II. auch beste- 
hen, wenn @ und # darin durch irgend zwei neue Punkte auf y er- 
setzt werden. In der That geschieht analytisch dadurch weiter nichts, 
als dass die in derselben Horizontalreihe befindlichen Gleichungen linear 
combinirt werden zu einer gleichen Anzahl neuer. So geht beispiels- 
| sich weise die zweite Reihe des zweiten Systems, wenn «, 6 durch 
ivolu- e = xa+tABp 
veite, B =xa+NB 
° ersetzt werden, iiber in 
. ara, = #ar*at + 2xhap Fad, + Maras == () 
s fol- aA dy= umar ay + (xd + Ax’) aaa, + Adaya; = 0 
ara, = x? ar a, + 2x" aya, a, + A”? ap-* ao 0. 
& Will man die Coordinaten der harmonischen Geraden y in die 
7 Systeme I. und Il. einfiihren, so darf man sich @, 6 nur als die Schnitt- 
4 punkte zweier ganz willkiirlicher Geraden 
‘i ke = 0 L, = 0 


mit y, = 0 denken, wodurch die allgemeine Gleichung von I. und II.: 
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ar*~* aia, = 0 


iibergeht in: 


ag-* (aby) (aly) = 0, 
wo die sechs Gréssen k; , 1; ganz beliebig angenommen werden diirfen. 


Fiir n = 2u ist eine allgemzine Curve n' Ordnung C” bestimmt 
durch 


in+3 
n+ — Qu(ut1)+e 
fiir n = 2v + 1 durch 


nO! = Qvtl) w+?) 


Punkte. Soll C*einen gegebenen Punkt € zum harmonischen 
Pol und eine gegebene Gerade y zur harmonischen Geraden 
haben, so ist dieselbe wegen der uw (u + 1) beziiglich (vy + 1)’ 
stattfindenden Bedingungsgleichungen schon bestimmt 
durch 


u(u+2)=4(n+4)n 


(v+1)?+v=—4 {n (n + 4) -- 1} 
Punkte [Steiner, § 2, pag. 8, wo es iibrigens an Stelle von v (vy + 1) 
in der vorletzten Reihe des Textes heissen muss v? + v — 1]. 

Ist der Pol € nicht gegeben, sondern nur verlangt, dass C” die 
Gerade y zur harmonischen habe und zu dieser einen Pol, so verrin- 
gert sich die Zahl der Bedingungsgleichungen um zwei [Steiner, 
§ 5, pag. 11]; dasselbe tritt ein, wenn § gegeben und y nicht gegeben 
ist; ist weder — noch y gegeben, so sind die Coefficienten nur 

u (w + 1) — 4 beziehungsweise (vy + 1)? — 4 
Bedingungen unterworfen, welche nach der Einfiihrung von y; in I. 
und II., in der oben angegebenen Weise, durch Elimination der §;, 7; 
aus diesen Systemen erhalten werden. 

Fiir den Fall der Kegelschnitte ist w = 1 und 


u(e+1)—2=0, 


beziiglich 


fir u = 2 ist bereits 


u(t l)—4 = 2; 

daher sehen wir, dass die Kegelschnitte die einzigen Curven geraden 
Grades sind, deren Wesen von selbst einen harmonischen Pol und eine 
harmonische Gerade verlangt, und zwar so, dass eines dieser beiden 
Stiicke noch ganz beliebig angenommen werden kann. In diesem Falle 
ist die harmonische Gerade die Polargerade des harmonischen Poles in 
Bezug auf den Kegelschnitt. 

Fir v = 1 wird 
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@+1?—4=0, 
(v + 1)? —4=5 


fiir v — 2 bereits 


und somit sehen wir, dass die Curven dritter Ordnung die einzigen 
Curven ungeraden Grades sind, deren Wesen einen harmonischen Pol 
und Gerade bedingt, ein Umstand, den wir weiter unten specieller 
verfolgen werden [Steiner § 1, pag. 7.]. 


Eigenschaften der Curven mit harmonischem Pol und harmoni- 
scher Geraden. 


Die Polaren des Poles &. 


5. Ersetzt man in den Systemen I. und II. der vorhergehenden 
Nummer die Punkte «, 6 durch einen und denselben variablen Punkt 
«, wodurech die Gleichungen einer und derselben Horizontalreihe in 
einander iibergehen, so stellt I. die 1, 3, ... (~— 41)" Polare von & 
in Bezug auf C* = C*- vor, und II. die 1,3,...m'* Polare von & in 
Bezug auf C?*+' vor; da diese Gleichungen durch einen ganz beliebi- 
gen Punkt @ oder B auf y = 0 befriedigt werden, so enthalten sie 
diese Gerade ganz. 

Die erste Polare von € schneidet einen durch den harmonischen 
Pol gelegten Strahl —a (wo y. =O, d.h. @ ein auf y liegender Punkt 
ist), wenn #== 2, in den durch die Gleichung 
(1) O= a, (a, + da,)"-! = at + (n—1), A? az-az + +--+ azar dn 
bestimmten Punkten § + Aa. In dieser Gleichung fehlen vermiége I. 
in 4) die ungeraden Potenzen von 4, und ihr Grad hat sich, weil eine 
Wurzel, naimlich die dem Punkte a entsprechende, 4 = oo ist, um eine 
Einheit erniedrigt. Daher hat die Curve C*-*, welche mit der har- 
monischen Geraden y zusammen die erste Polare von — in Bezug auf 
C™ vorstellt, den Punkt § zum harmonischen Pol und die Gerade y 
zur harmonischen Geraden. 

Die zweite Polare von & in Bezug auf C®“ schneidet die Gerade 
wé in den Punkten — + Aa, wo 4 bestimmt ist durch 

0 = ag’ (a; + Aa,)", 
eine Gleichung, welche vermége I. in 4) die Form annimmt 
(2) 0=at+ (n— 2), ap? aid? + (n— 2), ar-*ag a 
4 eses -b as a ap? 
also nur gerade Potenzen von A enthilt. 

Hierdurch ist erwiesen, dass die zweite Polare von C?“ den Punkt 

€ zum harmonischen Pol und die Gerade y zur harmonischen Geraden 
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hat; dass diese Curve aber nicht etwa mit C?“—* zusammenfallen kann, 
lehrt schon der Vergleich von (1) und (2). Wendet man die an C% 
angestellten Betrachtungen auf ihre zweite Polare an, so sieht man 
ein, dass die dritte Polare von C¥ in eine Curve (m — 4)'" Ordnung 
C2“, welche € zum harmonischen Pol und y zur harmonischen Ge- 
raden hat, und in die harmonische Gerade zerfillt, und dass die vierte 
Polare von C* ebenfalls § und y zum harmonischen Pol und harmo- 
nischen Geraden hat. Fahrt man so fort, so erhilt man den Satz: 
Besitzt eine Curve gerader Ordnung C* einen Pol & 
und eine harmonische Gerade y, so zerfallen die ungera- 


den, d.h. die 1, 3%,... Polaren des Poles in die harmoni- 
sche Gerade und in eine Curvenreihe 
2u—2 12 e—4 12 
oe Or . sees C?, 


deren jede den harmonischen Pol — und die harmonische 
Gerade y besitzt; ebenso haben die geraden, d.h. die 2', 
4ee ... Polaren des Pols diesen Punkt selbst zum harmoni- 
schen Pol und y zur harmonischen Geraden. 
Fiir den Fall » = 2v + 1 erhalt man unter Beriicksichtigung von 
II. der vorigen Nummer die Schnittpunkte @ + Aé der ersten Polare 
von §, mit Ausnahme des Punktes @ selbst, durch die Gleichung 
(3) O=a, (a, + da," = (n—1), ab" a,4 + (n—1), a2 a3 2? 
he eee a (n — 1) a? an? 4e-*, 

und die der zweiten Polare aus: 

(4) 0=—a, (a, + 4a," = (n—2), at a4 + (n— 2), ara} 28 
+ -+- + (#—2), a? an-*ar-*. 

Also besitzt die Curve C?*—, welche mit y die erste Polare des 
harmonischen Pols in Bezug auf C?’+! zusammensetzt, § zum harmo- 
nischen Pol und y zur harmonischen Geraden; dasselbe gilt fiir die 
zweite Polare von &; stellt man an dieser Curve dieselben Betrachtun- 
gen an, wie an C®’+!, und so fort, so erhiilt man den Satz: 

Besitzt eine Curve ungeraden Grades C+ einen har- 
monischen Pol € und eine harmonische Gerade y, so zer- 
fallen die ungeraden Polaren des harmonischen Pols in die 
harmonische Gerade und eine Curvenreihe 

C2v-1 F C2v-3 —? Cc, 
welche den Punkt § zum harmonischen Pol und y zur har- 
monischen Geraden haben; sie haben, da sie simmtlich unge- 
raden Grades sind, den Pol § zum gemeinsamen Wendepunkt, 
und da sie Polaren eines Punktes von C+" sind, so falien ihre 
zugehérigen Wendetangenten simmtlich zusammen. Fer- 
ner liefern die 2", 4... Polaren von & eine Reihe von Cur- 
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ven ungeraden Grades, welche § zum Pol und y zur harmo- 
nischen Geraden haben und im Punkte & dieselbe Wende- 
tangente besitzen. [Steiner, § 19, p. 17.] 


Durchschnitt zweier Curven, mit gemeinsamem harmonischen Pol 
und gemeinsamer harmonischen Geraden. 


6. Haben zwei Curven m'*" und n'e* Ordnung C” und C* densel- 
ben Punkt § zum harmonischen Pol und dieselbe Gerade y zur har- 
monischen Geraden, so miissen die ausserhalb § und y gelegenen 
Schnittpunkte beider Curven sich paarweise zu conjugirten Punkten 
in Bezug auf — und y zusammenordnen; denn ist p ein solcher beiden 
Curven angehériger Punkt, so gehért der ihm conjugirte p’ ebenfalls 
beiden Curven an. Sind beide Curven von gerader Ordnung, so haben 
sie im Allgemeinen keinen Schnittpunkt im Pol, und soll der harmo- 
nische Pol zu den m-n Schnittpunkten gehéren, so kann derselbe im 
ersteren Falle nach (4) nur als vier- oder acht- oder sechszehnfacher 
Punkt u. s. w. gezihlt werden, da alsdann & fiir beide Curven ein 
vielfacher Punkt gerader Ordnung ist. Ist nur eine der beiden Cur- 
ven gerade, etwa C", so geht die ungerade Curve Curve C” durch den 
Pol, und derselbe ist, wenn er Schnittpunkt von C* und C™ ist, als 
2-, 4-, 6-, ... facher Punkt zu rechnen; nur wenn beide Curven 
ungerader Ordnung sind, schneiden sie sich stets in § und derselbe 
ist im Allgemeinen als einfacher Punkt zu rechnen, kann aber im 
Besonderen 3, 5, ... Schnittpunkte repriisentiren. 

Es kann daher, wie auch m und » beschaffen sein mégen, auf 
der harmonischen Geraden nur eine gerade Anzahl von Schnittpunk- 
ten beider Curven vereinigt sein. Das folgt auch direct daraus, dass, 
wenn C” und C” sich auf y in einem Punkte a schneiden, sie sich 
in diesem Punkte beriihren; denn @ ist nach der vorigen Nummer, 
als Punkt der harmonischen Geraden, ein Punkt der ersten Polare 
von § in Bezug auf C” wie auf C”; folglich geht die Tangente in « 
an C” wie an C” durch &, d. h. die beiden Curven beriihren sich in @. 

Also sehen wir: 

Die m-n Schnittpunkte zweier Curven m'* und n'* Ord- 
nung, welche einen gemeinsamen harmonischen Pol § und 
eine gemeinsame harmonische Gerade besitzen, ordnen sich 
zu Paaren conjugirter Punkte zusammen; wenn ein Schnitt- 
punkt auf der harmonischen Geraden liegt, so berihren 
sich beide Curven in diesem Punkte. Ist eine der Zahlen 
m,n gerade, und soll der Pol zum Durchschnitt gehoéren, 
so vertritt derselbe eine gerade (0, 2, 4, ...) Anzahl, sind 
m,n ungerade, so vertritt derselbe eine ungerade (1,3,5,...) 
Anzahl Schnittpunkte. 
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Tangenten und Singularititen. |Steiner, § 9, I, I.] 


7. Eine Curve, welche einen harmonischen Pol und eine harmo- 
nische Gerade besitzt, kann man sich erzeugt denken durch die Be- 
wegung eines in Bezug auf jene Stiicke conjugirten Punktepaares. 
Die Tangente in dem einen Punkte verbindet zwei unendlich nahe 
Punkte, die Tangente in dem anderen die zu diesen conjugirten, 
welche einander ebenfalls unendlich nahe liegen; also haben wir nach 
2. 1. den Satz: 

1. Bei Curven, welche einen harmonischen Pol und 
eine harmonische Gerade besitzen, sind die Tangenten in 
,conjugirten Punkten, selbst conjugirt in Bezug auf diese 
Stiicke. 

Unsere Curven lassen sich daher auch auffassen als Umhiillte 
conjugirter Geradenpaare, und deshalb lassen sich alle Sitze 
dualistisch umkehren in dem Sinne, wie die Satze I. und [., IT. und 
IV. in 2. angeben. 

Aus I. dieser Nummer folgt, dass die Tangenten in Punkten, 
welche sich selbst conjugirt sind, ebenfalls sich selbst conjugirt sein 
miissen; also entweder in die Gerade y fallen, oder durch & gehen 
(2.1V.); der erstere Fall kann nicht eintreten, denn wenn y Tangente 
in den » sich selbst conjugirten Punkten wire, in denen C” von y 
getroffen wird, so wiirde eine Curve n'* Ordnung von einer Geraden 
in 2n Punkten geschnitten werden, was nicht angeht; also miissen die 
n Tangenten in den Schnittpunkten der C" mit ihrer harmonischen 
Geraden siimmtlich durch den harmonischen Pol gehen. ' 

Wir hiitten dies auch aus 5. schliessen kénnen, wo wir gesehen 
haben, dass die erste Polare des Poles — sowohl fiir »—2y, wie fiir 
n==2v-+1 in die Gerade y und eine Curve (n — 2)'* Ordnung 
C*«-* beziiglich C*’—' zerfallt, die mit der gegebenen Curve denselben 
Pol und harmonische Gerade besitzt; es miissen also m der durch & 
gelegten Tangenten die Curve »'* Ordnung in ihrem Durchschnitt 
mit der harmonischen Geraden beriihren; die Beriihrungspunkte der 
iibrigen » (n — 2) Tangenten miissen (6) sich fiir » = 2 zu conju- 
girten Punktepaaren zusammenordnen, d. h. die Tangenten miissen 
paarweise zusammenfallen und Doppeltangenten werden. Ist n —2v-+ 1, 
so fallen drei der Schnittpunkte von C+" und C*-! nach € in die 
durch diesen Punkt gelegte Wendetangente, und erst die n(m—2)—3 
iibrigen orduen sich paarweise zu conjugirten Punkten, den Beriih- 

n(n — 2) — 


rungspunkten der — ~ Doppelpunkte , die durch — gehen. 


Man hat daher den Satz: 
Il. Die in den »Schnittpunkten der Curve C* mit ihrer 
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harmonischen Geraden gezogenen Tangenten gehen durch 
den harmonischen Pol & Die itibrigen »(m—2) Tangenten, 
welche durch den harmonischen Pol gehen, fallen fiir ein 


gerades m paarweise zu : 
sammen, deren Beriihrungspunkte auf C#-* liegen, und fiir 
ein ungerades m bestehen dieselben aus } {n (n — 2) — 3} 


n(n —2) Doppeltangenten zu- 


Doppeltangenten und einer Wendetangente, die im Pol 
selbst beritihrt, also fiir drei Tangenten gelten muss, und 
es liegen die Beriihrungspunkte der Doppeltangenten mit 
dem Wendepunkte auf der Curve C”—'. Die Beriihrungs- 
punkte dieser Doppeltangenten sind conjugirte Punkte- 
paare. 

Aus diesem letzten Umstande folgt fiir die als Doppeltangenten 
mit zusammenfallenden Beriihrungspunkten zu betrachtenden Wende- 
tangenten in Anbetracht von 2. III.: 


Ill. Wenn eine durch den harmonischen Pol gelegte 
Tangente eine Wendetangente ist, so liegt der zugehérige 
Wendepunkt entweder auf der harmonischen Geraden oder 
im harmonischen Pol, und umgekehrt: Wenn ein Beriihrungs- 
punkt einer durch den Pol gelegten Doppeltangente in die 
harmonische Gerade oder den harmonischen Pol fillt, so 
fallen beide dorthin, d. h. sie ist eine Wendetangente. 

Die Tangenten in den Punkten, welche zu den beiden Beriih- 
rungspunkten einer sich nicht selbst conjugirten Doppeltangente 7 
gehéren, miissen beide in die 7” conjugirte fallen, also sind 


IV. die 4 (n—2) (n? — 10) beziiglich $ » (nm — 2) (n*—10)+3 
Doppeltangenten, welche nicht durch den Pol gehen, paar- 
weise conjugirt. 

Da die Wendetangenten nur eine specielle Art der Doppeltangen- 
ten sind, so folgt hieraus: 


V. Die Wendetangenten von C”, welche nicht durch den 
harmonischen Pol gehen, ordnen sich paarweise zu conju- 
girten Geradenpaaren zusammen, und ihre entsprechen- 
den Wendepunkte sind conjugirte Punktenpaare. 

Es mag hier anticipirend bemerkt werden, dass fiir Curven drit- 
ter Ordnung jeder Wendepunkt mit der dazu gehérigen harmonischen 
Geraden, die Rolle eines harmonischen Pols und einer harmonischen 
Geraden fiir diese Curve spielt; dann lehrt der vorstehende Satz, dass 
jeder Wendepunkt mit je zweien der acht tibrigen auf einer Geraden 
liegt, oder wie man sich gewoéhnlich ausdriickt, dass die Verbindungs- 
linie der Wendepunkte stets durch einen dritten geht. 
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Aus V. liefert die dualistische Betrachtung: 

VI. Besitzt C* Riickkehrpunkte, welche nicht auf der 
harmonischen Geraden liegen, so ordnen sich diese paar- 
weise zu conjugirten Punktepaaren zusammen und ihre 
entsprechenden Riickkehrtangenten sind conjugirte Ge- 
radenpaare. 

Da nach II. die Beriihrungspunkte der durch den harmonischen 
Pol gehenden Doppeltangenten conjugirt sind, so folgt dualistisch: 

VII. dass, wenn C” einen Doppelpunkt auf der harmo- 
nischen Geraden besitzt, seine Tangenten conjugirte Ge- 
raden sein miissen; man kann dies auch direct so aus unsern For- 
meln schliessen (4. I. II.). 

Ist a der auf y gelegene Doppelpunkt und bedeutet x einen varia- 
beln Punkt, so stellt bekanntlich 

ar g? = 0 
das Tangentenpaar von « vor; ist B ein zweiter Punkt auf y, so be- 
steht sowohl nach I. wie nach II. in 4. die Gleichung 
an a, a,= 0, 

welche aussagt, dass § und # harmonische Pole in Bezug auf das Tan- 
gentenpaar des Doppelpunkts sind; da # ganz beliebig auf y angenom- 
men werden darf, so sehen wir, dass das Tangentenpaar durch die 
harmonische Gerade und den nach dem Pol gerichteten Strahl harmo- 
nisch getrennt wird, d. h. ein conjugirtes Geradenpaar vorstellt; es 
kann deshalb nach 2. IV. niemals eine der beiden Tangenten allein 
nach y fallen oder durch § gehen, sondern es muss dies gleichzeitig 
fiir beide eintreten. — Wenn daher 

VIII. die Curve C* auf der harmonischen Geraden einen 
Riickkehrpunkt besitzt, so faillt seine Tangente entweder 
in jene selbst oder geht durch €, den harmonischen Pol. 

Weiter folgt durch dualistische Umkehrung: 

IX. dass einem nicht nach & oder y fallenden Doppel- 
punkte ein zweiter Doppelpunkt conjugirtist, und dass die 
Tangenten des einen den Tangenten des andern bezie- 
hungsweise conjugirt sind. 


Die ersten Polaren eines auf der harmonischen Geraden gelegenen 
Poles. [Steiner § 9, III.| 


8. Fiir n = 2u fiallt die Polargerade des Poles in die harmonische 
Gerade, fiir » —2v + 1 in seine Wendetangente (4. I. I.). Daher 
geht im ersteren Falle die erste Polare eines beliebigen Punktes « der 
harmonischen Geraden stets durch den Pol; die iibrigen Schnittpunkte 
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d+ A4&, wo @ einen auf y gelegenen Punkt bedeutet, sind gegeben 
durch die Gleichung: 


0=a,a;"+ (n—1),a, a5 a, P+..... 
+ (n—1), a, a5 a, a + (n—1),a,a, as sted 
d. h. jedem Puncte d+ A€ ist ein Punkt 6 — A€ conjugirt; wir sehen 
also, dass die erste Polare eines Punktes auf y den Punkt € zum Pol 


und die Gerade y zur harmonischen Geraden hat. Dasselbe Resultat 
schliessen wir fiir eine Curve C+! aus der Gleichung: 
0 ="a,a; + (n—1), aa a: _¢ eee 
+ (n — 1), 4,45 a aw a, a, "a 
welche die Schnittpunkte der ersten Polare ven « mit der Geraden d& 
liefert. 

Es muss also auch die zweite Polare eines auf y gelegenen Poles 
die Gerade y zur harmonischen Geraden und den Punkt § zum har- 
monischen Pol haben. 

Wir haben daher den Satz: 

I. Hat eine C* einen harmonischen Pol & und eine har- 
monische Gerade y, so haben auch alle successiven Polaren 
eS | a eee C' jedes beliebigen Punktes von y den Punkt & 
zum Pol und die Gerade y zur harmonischen Geraden. 

Die ersten Polaren aller Punkte auf y bilden einen Curvenbiischel 
(» — 1) Orduung mit ( — 1)? Grundpunkten, die paarweise einan- 
der conjugirt sind (6); ein solches Biischel enthilt bekanntlich 3(n—2)? 
Doppelpunkte und 2(n — 2) Curven, die eine beliebig gegebene Gerade 
in 2 zusammenfallenden Punkten schneiden; bei denjenigen 2(n — 2) 
Curven nun, welche die harmonische Gerade in dieser Weise schnei- 
den, kann dies nicht in Folge einer Berithrung stattfinden; denn jede 
derselben hat &€ zum Pol und y zur harmonischen Geraden (7. II.). 
Daher haben sie jene 2(m — 2) Punkte zu Doppelpunkten; 
die iibrigen (3% — 8) (wn — 2) Doppelpunkte miissen, wenn » ungerade 
ist, sich paarweise zu entsprechenden Punkten zusammenordnen (7. IX.), 
mit Ausnahme eines, der in den Pol selbst fallt; er gehért der ersten 
Polare C?” des auf der Wendetangente von C+! gelegenen Punktes 
von y an; denn diese Curve muss durch den Pol § gehen, weil dieser 
der Beriihrungspunkt der Wendetangente ist, und zweimal durch § 
gehen, weil die Curve von gerader Ordnung ist und & zum Pol hat (4). 
Ist » gerade, so gehen alle ersten Polaren von y durch § und dieser 
ist daher ein Grundpunkt des Biischels. 

Diese Betrachtungen gelten fiir jedes beliebige Curvenbiischel mit 
gemeinsamem Pol und gemeinsamer harmonischen Geraden. Ein solcher 
ist, wenn Pol und Gerade gegeben sind, fiir m2 bestimmt durch 
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u(w+2)—1, fiir » = 2v + 1 durch (v + 1) (vy + 2) — 2 Punkte (4). 
Dies begriindet Steiner’s [§ 10, pag. 22] Resultat: 

Il. Zieht man durch einen Punkt § w(u+ 2) — 1 oder 
(v +1) (v+2)—2 unbegrenzte Geraden S, und schneidet 
dieselben durch eine willkirliche Gerade y in Punkten g, 
und bestimmt sodann in jeder Geraden S irgend ein Paar 
solche Punkte p und p,, die von § undg harmonisch getrennt 
werden, so gehen durch die Punkte p, p,, Curvenbiischel 
B(C*), B(@*+), welche noch 2(u — 1) resp. 2v(vy — 1)4+ 1 
andere Punkte gemein haben, die sich gleichfalls paar- 
weise dem Punkte § und der Geraden y harmonisch zuord- 
nen (6). Der Punkt € ist fiir alle Curven des B(C**") ein 
Wendepunkt (4). Jeder Biischel hat 3(2u —1)* resp. 12? Dop- 
pelpunkte p,, wovon 2(2u — 1) resp. 4v auf die Gerade y 
fallen und im Allgemeinen eben so vielen Curven ange- 
héren, wogegen die iibrigen sich paarweise in dem obigen 
Sinne gruppiren; nur in dem Falle C*™ bildet eine dersel- 
ben einen der 4u* Grundpunkte des Biischels. 


Durchmesser und conjugirte Punkte der harmonischen Geraden. 


9. Eine durch den Pol gelegte Gerade soll ein Durch- 
messer von C* heissen; ist nm = 2u, so bestimmt jeder Durchmes- 
ser « Punktenpaare auf C*, deren Tangenten sich in w Punkten der 
harmonischen Geraden schneiden (7. 1.); diese Punkte sollen zu dem 
Durchmesser conjugirte Punkte heissen; ist n = 2v + 1, so ent- 
sprechen einem Durchmesser v conjugirte Punkte und der Schnittpunkt 
der Wendetangente des Pols. Umgekehrt, fixirt man einen Punkt auf 
der harmonischen Geraden, so beriihren die n(n — 1) Tangenten in 
—— » Punktepaaren (8), deren Verbindungslinien conjugirte 
Durchmesser des Punktes auf y heissen sollen. Wir sehen also, 
dass sich jedem Durchmesser fiir n = 2u: wu, fiir n = 2v + 1: v con- 


jugirte Punkte zuordnen und jedem Punkt auf y net 


conjugirte 
Durchmesser. 

Steiner fragt nach der Relation, welche diese Elemente mit ein- 
ander verbindet. Ist @ ein Punkt auf der harmonischen Geraden y, 
6 der Schnittpunkt eines zum Punkte @ conjugirten Durchmessers D 
mit y, und & der harmonische Pol der gegebenen Curve C", so miissen 


fiir den Fall » = 2y folgende beide Gleichungen bestehen: 

(1) O= FCB") my f(O"2E)A + ny (OEY) BL... emg (PE) YH 
+ F(a 

(2) O—flad1) + (n—1)pf(ad"9B)A4..... + (n—1)gf (ad Ea. 
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Curven mit harmonischem Pol u. harmonischer Geraden. 


Denn die erste Gleichung liefert fiir einen gegebenen Punkt 0 die Werthe 
von 4, fiir welche i 

d+Vh.k 
ein auf dem Durchmesser D gelegenes Punktenpaar von C* ist, und 
die zweite diejenigen Werthe von 4, fiir welche 0-+ /4.& ein auf 
dem Durchmesser D gelegenes Punktepaar der ersten Polare des Punk- 
tes « ist. Bestehen beide Gleichungen gleichzeitig, so liegen die Be- 


riihrungspunkte eines der durch « an C” gehenden s@—) Tangen- 


tenpaare auf D. — Eliminirt man also nach den bekannten Regeln 
aus (1) und (2) die Grésse 4, so erhiilt man eine Gleichung zwischen 
den « und 0, welche in den «; vom Grade + ist, in den 0; vom Grade 


a—1 . : 
daa , und welche unter Hinzuziehung von: 


%,<=9, gS 

fiir ein gegebenes a die Punkte liefert, in denen die zu @ conjugirten 
Durchmesser die harmonische Gerade schneiden, und fiir ein gegebenes 0, 
d. h. einen gegebenen Durchmesser die demselben conjugirten Punkte a. 

Fiihren wir diese Betrachtung an dem Beispiel einer Curve vier- 
ter Ordnung C', welche einen harmonischen Pol und eine harmonische 
Gerade besitzt, aus. Fiir diesen Fall ordnen sich jedem Punkte a auf 
der harmonischen Geraden 6 Durchmesser D bei, und jedem Durch- 
messer D sind 2 Punkte « auf der harmonischen Geraden conjugirt. 
Die Gleichuugen (1), (2) gehen iiber in: 
(3) f(0*) + 6f(0? 5?) A + FEN) A? = 0. 
(4) f(ad*) + 3/(ad)4 = 0, 
woraus die Eliminationsgleichung fliesst: 
(5) O=F(8') f?(ad*) + Of") FP (@dE*) — 18f(ad*) f(a ds?) ((0° 8"), 
die in der That vom sechsten Gerade in den 0 und vom zweiten in den 
« ist. Schreibt man die einzelnen Glieder der rechten Seite von (5) 
symbolisch, indem man setzt: 7 

{(x*) = at = bt = cf 
und ersetzt darin a, durch (ayu), so erhalt man: 
0 = at bata (byu)*(cyu)® + 9(ayu)'bacab: cz (byu)(cyu) 
— 18aa(ayu)* bab: (byu)e: (cyu)’. 
Es ist dies eine Curve sechster Klasse, deren durch & gelegte Tangen- 
ten die dem Punkte @ conjugirten Durchmesser w liefern; andererseits 
stellt diese Gleichung auch einen in den laufenden Coordinaten a; ge- 
schriebenen Kegelschnitt vor, der fiir irgend einen der Gleichung 
¢, == 0 


£ 
$ 
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geniigenden Durchmesser wu die harmonische Gerade in den zu jenem 
Durchmesser conjugirten Punkten schneidet. 

Fragt man nach den Punkten «, welche auf ihren conjugirten 
Durchmessern D selbst liegen, so darf man nur d = « in (5) setzen, 
wodurch man erhilt: 

(6) 0 = fa) {f(E") Flat) — 9f? (@*8)} . 

Fiir diese Punkte « miissen nothwendiger Weise die Tangenten- 
paare, deren Beriihrungspunkte die D bestimmen, mit den D zusam- 
menfallen und durch § gehen. Nun wissen wir aus 7. II., dass es 
8 solcher Tangenten gibt, nimlich die 4 nach dem Durchschnitt von 
C* mit ihrer harmonischen Geraden gerichteten Tangenten, und die 4 
durch den Pol gehenden Doppeltangenten; die ersten 4 'angenten lie- 


fert der Factor: 
f(a) = 0 
in (6), und der zweite 
f(8*) F(a) — 9f? (Fa?) = 0 
liefert mit y,. 0 die Punkte, in denen die harmonische Gerade von 
den durch den Pol gelegten Doppeltangenten geschnitten wird. 

Ganz analoge Betrachtungen lassen sich fiir den Fall n = 2v + 1 
anstellen. — Die beiden Gleichungen (1), (2) gehen fiir diesen Fall 
iiber in: 

(7) ((8") + my (OPE) AE... +m (BBY =O. 
(8) fad") + (n—1), fad" 9B) A+... +(n—1), fede) P=. 


Zweiter Theil. 


Vorkommen der Curven, welche einen Pol und eine harmonische 
Gerade haben, bei Betrachtung allgemeiner Curven. 


Von den inneren Polaren (Steiner § 13]. 


10. Es sei eine allgemeine Curve n'** Ordnung C” gegeben, ferner 
ein Punkt € und eine Gerade y. Es sollen durch & Strahlen derart 
gezogen werden, dass jeder derselben unter seinen » Schnittpunkten 
mit C* irgend ein Paar conjugirter Punkte in Bezug auf & und y auf- 
weist. Solche Strahlen sollen Sehnen von C” heissen, 
das auf ihnen gelegene ausgezeichnete Punktenpaar aa, 
die Endpunkte der Sehne und & der Pol oder der mittlere 
Punkt derselben; enthilt eine Sehne 2 Paare entsprechender Punkte, 
so heisst sie Doppelsehne; fallen zwei Sehnen zusammen, dadurch 
dass ihre Endpunkte paarweise unendlich nahe riicken, so heisst sie 
Beriihrungssehne. 
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Ks sei a% = 0 die symbolische Gleichung von C*, Sind z, @ die 
Endpunkte einer Sehne und y ihr Schnittpunkt mit der Geraden y, 

irten so ist: 

zen, (1) a =0, (2) a=0, (3) v,=9, 
ausserdem aber miissen z, 2, die ja conjugirt in Bezug auf & und y 
sind, die Form annehmen: 


iten- (4) we=xb+ Ady, (5) wa = «& — dy. 
sam- Aus diesen letzten beiden Identitiiten folgt nun unter Berticksichtigung 
Ss es von (3): 

von (6) 2uy.- 6 = (e+ weirs _. 
lie 4 ’ ry, (=I, 2, 3). 

. (7) Quip. Fi = (was + wei) ys 


- lie- Eliminirt man die u’z; mit Hiilfe von (6) aus (2), so erhiilt man 


eine Gleichung in den wz,;; genau dieselbe Gleichung, aber geschrieben 
in den w’z, erhilt man offenbar durch Elimination der wz; aus (1) 
mit Hiilfe von (7). Diese Gleichung in ¢ geschrieben ist nach Fort- 


lassung des Factors u"—: 
von 


(8) OE x(— Ny @y) a-ak, 
0 
7 sie stellt demnach eine Curve (nm — 1)'* Ordnung: J*—! vor, deren 
Punkte sich paarweise zu conjugirten Punkten zz’ in Bezug auf § und 
y zusammenordnen und die deshalb den Punkt § zum harmonischen 
Pol und die Gerade y zur harmonischen Geraden hat; sie schneidet aus 
“eo C die siimmtlichen conjugirten Punktepaare aus, welche die letztere 
Curve in Bezug auf den willkiihrlich angenommenen Punkt § und die Ge- 
rade y besitzt; und diese sind daher die Endpunkte von ™ n a Sehnen, 
deren »(n— 1) Schnittpunkte mit C* paarweise mit dem Punkte § auf 
che 3 Geraden liegen; und zwar sind diese Punktenpaare Paare ein- 
ander zugeordneter Punkte; J*-! soll die innere Polare von § und 
y in Bezug auf (* heissen. 

; Die erhaltenen Resultate liefern den Satz [Steiner § 13, I]: 
rner I. Durch den Punkt & in der Ebene gehen im Allgemei- 
rart nen “*— Sehnen, und ihre n(m —1) Endpunkte liegen in 
cten , eis ora ed lche £ 
ae — um einen Grad niedrigeren Curve J*-', welche § zum 
i armonischen Pol und die gegebene Gerade y zur harmo- 
ny nischen Geraden hat. Oder: Eine Curve C* besitzt in Bezug 
ie auf jeden beliebig gewahlten Punkt & und jede beliebig ge- 
kte, wihlte Gerade y “*— Ties. = —s—* Paare von Punkten, 
irch die einander in Bezug auf & und y» zugeordnet sind; diesel- 

sie ben liegen auf dem Durchschnitt von C" mit der zu § und 
vy gehorigen inneren Polare. 
6* 
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Aus 4. I. der Kinleitung folgt weiter: 

II. Verbindet man die einen Endpunkte zweier Sehnen 
S durch eine Gerade A, so ist die Verbindungslinie der 
beiden anderen Endpunkte die zu A conjugirte; und umge- 
kehrt: Ist A die Verbindungslinie der einen Endpunktezweier 
Sehnen, so geht die zu A conjugirte Gerade A’ durch die 
anderen Endpunkte dieser Sehnen. 


Die Gleichung der innern Polare eines Poles — und einer Geraden 
y in Bezug auf eine Curve C* ist vom m'™ Grade fiir die &;, vom 
(m — 1)" Grade fiir die y;, und linear in den Coefficienten von C*; 
sie enthilt die siimmtlichen Polaren dieses Punktes linear; wendet man 
die Gleichung der ersten Polare A" von § : a, ay-! =0, welche 
Steiner im Gegensatz zur innern Polare J*-' die iiussere Polare 
nennt und mit A”—' bezeichnet, auf (8) an, so erhilt die letztere den 
Factor y, = 0 und daraus folgt: 

lll. Dass von den (wn — 1)? Schnittpunkten der innern 
und iussern Polare » — 1 auf der harmonischen Geraden 
von J*“' liegen; die iibrigen miissen also auf einer Curve 
(n — 2) Ordnung liegen [Steiner § 13, II]. 

Riickt der Pol — nach C*, so beriihren simmtliche diussere Polaren 
in diesem Punkte; also fallen auch 2 der »(m — 1) Schnittpunkte von 
C= und J*—' in & zusammen. Ist m gerade, so ist J*— eine Curve 
ungerader Ordnung, deren zu § gehdrige Wendetangente in die Tan- 
gente von C* in & fallt, ist » ungerade, so hat die J*—' in & einen 
Doppelpunkt. 

Die Polargeraden der Punkte auf y umhiillen eine Curve des 
2(n — 2)" Grades E?—*), sie ist daher der Ort der Pole, deren erste 
Polaren die Gerade y beriihren; die entsprechende innere Polare muss 
deshalb y in 2 zusammenfallenden Punkten schneiden; da aber y die 
harmonische Gerade von J*~' ist, so kann sie keine Tangente sein 
(7. II.), und folglich ist: 

IV. E*—) der Ort der Punkte, deren innere Polare einen 
auf y sich bewegenden Doppelpunkt besitzt [§ 21, II, pag. 75). 

Denkt man sich dagegen den Pol fest, so ist der Ort der Ge- 
raden, auf denen ein Doppelpunkt der zugehérigen innern 
Polare liegt, die Umhiillte der ersten fiusseren Polaren des 
Poles in Bezug auf die gegebene Curve. 

Die analytische Betrachtung liefert beide Fille durch denselben 
Factor der Discriminante von J"~', wenn darin einmal die &;, das 
andere Mal die y; als die laufenden Coordinaten angesehen werden. 
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Curvenbiischel innerer Polaren. 


nen 11. Da die Gleichung der innern Polare eines Poles § in Bezug 
der auf eine Gerade y und eine Curve C* linear in den Coefficienten der 
mge- letzteren ist; so folgt, dass wenn € und y fest bleiben, einem Biischel 
eier B(C*) ebenfalls ein Biischel innerer Poleren B(J*-*) entspricht; fiir 
die jede Curve desselben spielen § und y die Rolle des harmonischen Pols 
und der harmonischen Geraden (10.); also haben wir den Satz [Steiner 
aden § 21, I): 
vom Alle innern Polaren, die demselben Pol & und derselben ‘ 
Of; Geraden y in Bezug auf die einzelnen Curven des gegebe- 
man nen Curvenbiischels B(C") entsprechen, bilden unter sich 
alche gleicherweise einen Curvenbiischel B(J”—) mit (n—1)? Grund- 
aie punkten qg, und haben den Punkt & zum gemeinsamen har- 
a monischen Pol und die Gerade y zur gemeinsamen harmo- 
nischen Geraden; folglich (8) sind ihre Grundpunkte q 
paarweise entsprechende Punkte, etwa q und q,, in Bezug 
ee auf —€ und y, so dass also die inneren Polaren simmtlich 
irve = (n — 1)? bez. ; (n — 1) Sehnen qq, gemein haben, je nach- 
dem n ungerade oder gerade ist. 
yon Die Umhiillte der Tangenten eines Biischels, deren Beriihrungspunkte 
Liat simmtlich auf einer gegebenen Geraden y liegen. 
Tan- 12. Es sei ein Biischel von Curven x'* Ordnung durch die beiden 
‘inen Grundcurven: 
des gegeben, also in der Form darstellbar: 
erste . ar + Ab; = 0. 
aneenad Ist nun y ein auf der Geraden y gelegener Punkt und u = A, 
j die die Tangente der durch y gelegten Curve des Biischels im Punkte y, 
— so hat man das System der 5 Gleichungen: 
(1) aya + avy bs =eu, (6 =1, 2,3) 
Bl (2) yy=0, ty =0. 
Ge. = Eliminirt man 2, w aus den 3 Gleichungen (1) und setzt die aus (2) 
neil erhaltenen Werthe der y,; in die Eliminationsgleichung, so erhilt man: 
don (3) (ayu)"—(byu) !(abu) =0 
als Gleichung der von den A, umhiillten Curve Ay"; dieselbe ist von 
Jhon der (2n — 1)" Klasse und weil (2% — 2) Factoren des symbolischen 
des Determinantenproducts der linken Seite von (3) die Reihen y;, u; ent- 
- halten, hat sie die Gerade y zur (2n — 2)fachen Tangente und ist 
deshalb von der Ordnung: 
(2m — 2) (2m — 1) — (2m — 2) (2n — 3) = 4(m — 1), 
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Wir haben also den Steiner’schen Satz [§ 21, 1]: 

Die Gesammtheit der Tangenten A,, welche ein ge- 
gebenes Curvenbiischel n'* Ordnung B(C*) in den Punkten 
einer Geraden y beriihren, umhiillt eine Curve der (2n-—1)'™ 
Klasse und 4(m — 1)'" Ordnung, welche y zur 2(m— 1)fachen 
Tangente hat, so dass also durch jeden Punkt § im Allge- 
meinen (2n—1) Tangentea A, gehen, durch jeden Punkt 
von y aber nur eine solche. Dieses Resultat soll sogleich ange- 
wandt werden. 


Die Panpolare eines Biischels. 
13. Es seien: 
f=9, yg =0, 
2 Curven des Biischels n'** Ordnung B(C*) und 
4= 09, y=0, 
die ihnen beziiglich entsprechenden inneren Polaren fiir “einen Pol & 
und eine Gerade y, so ist: 


4+4¥y=0 
die innere Polare von 
fig =0. 
Bedeutet 4 einen variablen Parameter, so stellen 
f + Ap =0 ? 
4r+4y=0 


2 Biischel vor von Curven, die einander eindeutig entsprechen, und die 
deshalb projectivisch sind. 

Die Durchschnitte entsprechender Curven erzeugen eine Curve 
(2n — 1)'** Ordnung: 

J*-1 = fy — py = 0. 

Diese Curve hat § zum harmonischen Pol und y zur harmonischen 
Geraden, weil ja die innere Polare ihre Basis in conjugirten Punkte- 
paaren schneidet, J*”—' also durch Bewegung eines conjugirten Punkte- 
paares erzeugt wird; dies ist aber nur ein anderer Ausdruck dafiir, 
dass J*"—' einen harmonischen Pol und eine harmonische Gerade besitzt. 

Die so erzeugte Curve heisst die Panpolare des Biischels 
B(C*) fiir den Punkt € und die Gerade y. Die Gerade y schneidet 
J*—' in (2m — 1) Punkten a,, deren Tangenten siimmtlich durch den 
Pol & gehen (7. II.); jeder Punkt a, bestimmt eine Curve C) des 
Biischels, die sich mit ihrer inneren Polare einmal auf y schneidet; 
desshalb schneidet sie sich mit der entsprechenden iiusseren Polare eben- 
falls in diesem Punkte (10. II.). Die Verhindungslinie von § mit a, 
ist desshalb sowohl eine Tangente von J®*—' in a,, wie eine Tangente 
von Cy in demselben Punkte; die (2n — 1) Tangenten von J?"-', die 
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durch den harmonischen Pol dieser Curve gehen, und deren Beriihrungs- 
punkte auf y liegen, fallen also zusammen mit den durch & gehenden 
Tangenten A, der in der vorigen Nummer erwihnten Curve A;"*. — 
Da J" von ungerader Ordnung ist, so muss ihr harmonischer Pol & 
ein Wendepunkt sein. Ist Ci die durch § gehende Curve des B(C*), 
und J; ihre innere Polare, so fallen zwei ihrer Schnittpunkte nach 
&, also fallen in diesen Punkt auch 2 der Schnittpunkte von C? und 
J*—! d. h. die Curven beriihren sich in §. — Ist m gerade, so ist & 
ein Wendepunkt von J; *, dessen Tangente mit der von C! in & zu- 
sammenfallt; in diesem Falle also beriihren sich J’, J?~* in ihrem 
Wendepunkt &. 

Die erhaltenen Resultate fassen wir so zusammen [Steiner § 21; I. 
pag. 71]: 

Die EndpunkteaallerSysteme von SehnenS, dieirgend ei- 
nem und demselben Pol und irgend einer und derselben Ge- 
raden y in Betracht aller einzelnen Curven des gegebenen 
Curvenbiischels B(C") zugehoren, liegen zusammen in einer 
Curve (2—1)'e® Grades J“, welche den Pol € zum harmoni- 
schen Pol, die Gerade y zur harmonischen Geraden hat, und 
welche die (2n—1) Curven C/, deren durch & gelegte Tangen- 
ten A, in einem Punkte a, auf y beriihren, in jenen Punkten a, 
beriihrt; welche ferner sowohl durch die n? Grundpunkte p 
des gegebenen Curvenbiischels B(C*), als auch durch die 
(» — 1)? Grundpunkte g des Biischels von innern Polaren 
B(J*—) desselben Pols € und derselben Geraden yin Bezug 
auf jenes gegebene Curvenbiischel geht. 


Von den Tangenten-Sehnen [Steiner § 21; I. pag. 71]. 

14. Betrachte ich zu den Biischeln B(C”") und B(J"—") noch das 
Biischel tiusserer Polaren von & in Bezug auf B(C"): B(A"—”), wel- 
ches sich in der Form darstellt: 

{f+ig =0, 


f =f(a" 8); o = o(a™"'8), 


wo 


so erhalte ich 

(mn — 1)? + 2(n — 1)n = (n — 1) (8n — 1) 
Punkte a, in denen sich jedesmal 3 entsprechende Curven der 3 pro- 
jectivischen Biischel B(C"), B(J"—!), B(A"-*) schneiden. Diese Punkte 
kénnen aufgefasst werden als Schnittpunkte von J®”-' mit der Curve 
A, welche durch B(C") und B(A*—) erzeugt wird, und welche die 
fiussere Panpolare des Biischels heisst. Die Gleichung dieser 


letzteren ist: 
A? = fy — of =0. 
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Da weiter 
J*—1= fy — 92, 
so stellt sich jede Curve des durch A®—', J?"— bestimmten Biischels 
in der Form dar: 


J + gpA* =f. fo + of} — o{x+ of } =0. 

Die Curven + eg’, 4 + of zerfallen fiir 

@ = (— 4)" ny: 
in die Gerade y und je eine besondere Curve (m — 2)'* Ordnung 
Br? =0, A”-* = 0, wie aus Gleichung (8) in (10.) erhellt, so dass 
fiir diesen Werth von @ wird: 
J + gA*= y, {Br . f — Av. 9} = ,A** = 0, wo also 

A = Br? , f — A”. 

Die (x — 1) (8m — 1) Punkte a sind demnach die Schnittpunkte von 
J 1) mit der Geraden y, d.h. die oben erwihnten Punkte ay, und 
2) mit der Curve A®"-*; zu diesen letzteren gehéren nothwendiger Weise 
die »* Grundpunkte des Biischels B(C"), weil ja dieser Biischel zur 
Erzeugung von J**—! sowohl, wie von A®*— gebraucht ist; ferner der 
doppelt zu rechnende Punkt &, weil A?” und J®— sich in diesem 
Punkte beriihren; denn ist Af die fiussere Polare von & in Bezug auf 
Cz, so beriihren sich diese beiden Curven in &, also beriihren sich C? 
und A?" in demselben Punkte; in diesem aber beriihren sich auch 
C? und J**, also auch J” und A”. 


Es bleiben noch 
2(n — 1) (2n — 1) — n? — 2 = 38n(n — 2) 


Punkte tibrig, die wir mit a, bezeichnen wollen. Diese Punkte ay, sind, 
ebenso wie die Punkte a,, die einen Endpunkte von Sehnen (fiir & als 
Pol oder mittleren Punkt) des Biischels B(C"), welche in diesen Punk- 
ter. die entsprechende Curve des Biischels beriihren; solche besonderen 
Sehnen sollen Tangentensehnen heissen und mit S, bezeichnet werden; 
andere Punkte als diese, mit derselben Eigenschaft kann es nicht geben, 
weil dieselben sich nur unter den Schnittpunkten der 3 projectivischen 
Biischel finden kénnen und weil die n? Grundpunkte q, die ja gar 
nicht von § und y abhiingen, nicht dazu gehdren; eben so wenig der 
Pol € selbst. Somit ist folgendes Steiner’sche Resultat bewiesen 
[Steiner § 21, I. pag. 71.]: 

Durch jeden Pol § gehen im Allgemeinen 3(n—2)n+ (2n—1) 
Tangentensehnen S, des Biischels B(C"), die jedoch von 
zweierlei Art sind, nimlich: 1) 2n—1 derselben bestehen 
aus den vorgenannten, durch den Pol § gehenden Tangen- 
ten A, einzelner gegebener Curven (den Tangenten der 
Panpolare, deren Beriihrungspunkte auf y liegen), so dass 
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ihre Endpunkte in den respectiven Beriihrungspunkten a, 
vereint liegen; 2) die 3n(m — 2) tibrigen dagegen sind eigent- 
liche Tangentensehnen S,, deren Endpunkte a und a ver- 
schieden und nicht auf y liegen; die 3n(n — 2) Beritihrungs- 
punkte a der letzteren liegen allemal mit den nm? Grund- 
punkten p des gegebenen Curvenbiischels zusammen in 
irgend einer Curve 2(m— 1)" Grades A, welche die zu- 
gehérige Panpolare J*— in ihrem harmonischen Pol € be- 
riihrt. Die beiden Panpolaren A?" und J" jedes Poles & 
in Bezug auf den gegebenen Curvenbischel B(C*) haben mit 
der Geraden y die namlichen (2m —1) Punkte a, gemein; 
ferner beriihren sie einander im Pol § und ihre tbrigen 
gemeinschaftlichen Punkte bestehen aus den mn? Grund- 
punkten p und den obigen 3n(n — 2) Beriihrungspunkten a, 
der sogenannten Tangentensehnen S,, was zusammen rich- 
tig die volle Zahl ihrer gemeinschaftlichen Punkte (2n—1)? 
ausmacht. 


Conjugirte Tangenten in conjugirten Punkten. 


15. Die dualistische Betrachtung liefert uns im Hinblick auf 10. I. 
sofort den Satz: 

I. Eine allgemeine Curve m'* Klasse K™ liefert in Be- 
zug auf jeden beliebigen Punkt § und jede beliebige Gerade y 
= Paare von Tangenten, die einander in Bezug auf & 
und y conjugirt sind; dieselben sind die gemeinsamen Tan- 
genten von K” mit einer Curve (m — 1)" Klasse, deren Tan- 
genten paarweise einander in Bezug auf § und y conjugirt 
sind. 

C” als Classencurve betrachtet, wird deshalb stets eine bestimmte 
Anzahl conjugirter Tangenten fiir § und y enthalten; diese Anzahl ist 
nur von der Classe der Basis C" abhiingig und wird nicht beeintrich- 
tigt durch ihre stets vorhandenen — denn C” ist ohne Doppel- und 
Riickkehrpunkte angenommen — Doppel- und Wendetangenten, weil 
in dem dualistisch entgegengesetzten Fall der Grad der inneren Polare 
von C*, durch das Vorhandensein von Doppelpunkten auf C” nicht ver- 
mindert wird, wie die Betrachtung der Gleichung (8) in (10.) lehrt; also 
wird auch die Classencurve, welche mit C* = K” die conjugirten Tan 
genten von K” bestimmt, in ihrer Classe nicht erniedrigt durch den 
nothwendig speciellen Charakter von K”. Soll aber die Basis con- 
jugirte Tangenten in conjugirten Punkten aufweisen, so er- 
fordert dies entweder eine Bedingung fiir die Basis, oder fiir die Lage 
des Pols, oder fiir die harmonische Gerade. Diese Bedingung ist, dass 
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die innere Polare von der Basis beriihrt wird; denn wenn die Tangen- 
ten in einem conjugirten Punktepaare conjugirt sind, so fallen die 
Endpunkte zweier Sehnen paarweise zusammen; und da die innere 
Polare durch simmtliche Endpunkte geht, so beriihrt sie die Basis in 
diesem Punktenpaar. Und wenn umgekehrt die Basis die innere Polare 
beriihrt, so vereinigen sich in dem Beriihrungspunkt die Einen End- 
punkte zweier Sehnen, also miissen die beiden andern in dem conju- 
girten Punkt vereinigt sein, und daher sind die Tangenten von C* als 
gleichzeitige Tangenten von J*—' conjugirt (7. I). 

Es wird gut sein, dies als Satz auszusprechen: 

Il. Wenn die innere Polare eines Poles — find einer Ge- 
raden y ihre Basis beriihrt, so beriihrt sie diese auch in dem 
conjugirten Punkte und die Tangenten in diesem Punkte 
sind conjugirte Geraden. 

Und die Umkehr: 

Ill. Wenn die Tangenten in zwei conjugirten Punkten 
der Basis gleichfalls conjugirt sind in Bezug auf einen 
Punkt —€ und eine Gerade y, so beriihrt die innere Polare 
von £ und » ihre Basis in jenen beiden Punkten. 

Da nun die Beriihrung zweier Curven nur eine Bedingung erfor- 
dert, so wird ein Curvenbiischel B(C*) stets Curven enthalten, die in 
conjugirten Punkten von conjugirten Tangenten beriihrt werden. Sind: 


B(C") =a,+ 4b; = 0, 

BJ) =i" + Ajr* =0 
die Gleichungen der beiden Biischel, so wird die in Rede stehende 
Bedingungsgleichung vom Grade 

6n? — 12n+ 4 

in 4. Die Wurzeln der Gleichung bestimmen im Allgemeinen sine so 
viele Curven des Biischels, denen die verlangte Eigenschaft zukommt; 
_ gu diesen gehdren auch die (2n — 1) Curven C}, welche von den dak 
& gelegten Tangenten von A;"~ (12.) in Punkten auf y beriihrt wer- 
den, und ebenso die durch E gehende Curve Cz des Biischels B(C*) 
aber fiir diese Curven fallen die conjugirten Punkte zusammen , a 
sie in die harmonische Gerade bez. den harmonischen Pol fallen; es 
bleiben daher scheinbar noch (6n? — 14m + 4) Curven iibrig; in der 
That sind es nur (3n? — 7n + 2), weil nach dem obigen Satze 
die (6n? — 14n + 4) Punkte der Ebene, in denen noch eine Beriih- 
rung zwischen der Basis und der innern Polare eintreten kann, paar- 
weise auf einer und derselben Curve liegen. Die Gleichung, als deren 
Wurzeln sich die (6m? — 14n + 4) Werthe von 4 ergeben, muss daher 
jede Wurzel zweimal liefern, d. h. das Quadrat einer Gleichung (8n?— 
7n + 2) Grades sein; also (Steiner § 22, I. pag. 73.]: 
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Durch jeden Pol € gehen im Allgemeinen (8n— 1) (n—2) 
eigentliche Sehnen ©, in deren Endpunkten a und a, die 
Tangenten & und A, sich auf y schneiden und conjugirt 
sind, und wo die Curve 6", fiir welche © eine Sehne ist, 
sowohl von ihrer inneren Polare 3" als auch von der Pan- 
polare J*-! beriihrt wird. Oder: 

Unter den zu demselben Pol und derselben Geraden ge- 
hérigen inneren Polaren des Biischels B (C") giebt es 

(3n—1) n — 2) 
solche Q*-', welche ihre Basis © in zwei Punkten beriihren. 


Doppelpunkte des B (J*-') [Steiner § 21, II; pag. 74.]. 


Die Betrachtungen der achten Nummer liefern ohne Weiteres: 

Der durch B(C*) bestimmte Biischel B(J*—') hat 2 (n—2) 
Doppelpunkte auf y (8); der Rest von (n—2) 3(n—8) Dop- 
pelpunkten muss sich zu conjugirten Punktenpaaren 
zusammen ordnen (8); und wenn ” ungerade ist, fallt ein 
vereinzelter Doppelpunkt in den Pol. Es giebt also 

(»—3) @a—8) (o— 2) @a—O)—1 
2 2 

Curven J*" mit zwei conjugirten Doppelpunkten. 


resp. 


Dritter Theil. 


Zur Theorie der Curven dritter Ordnung. 


16. Es hat sich in der vorstehenden allgemeinen Theorie (4) er- 
geben, dass die Forderung: dass eine Curve dritter Ordnung C® einen 
harmonischen Pol und eine harmonische Gerade besitze, keine Bedin- 
gungsgleichungen fiir die Coefficienten von C* nach sich zieht. Fer- 
ner haben wir bewiesen, dass, wenn eine Curve ungerader Ordnung 
einen harmonischen Pol und eine harmonische Gerade besitzt, dann 
1) der Pol auf der Curve liegt, 2) dass die erste Polare des Pols 
in Bezug auf die Curve die harmonische Gerade ganz enthiilt. Daraus 
folgt fiir Curven dritter Ordnung, deren erste Polare ja ein Kegel- 
schnitt ist, also fiir einen harmonischen Pol in ein Geradenpaar WH 
zerfallen muss, dass der harmonische Pol auf dem Schnitt der Curve 
mit ihrer Hesse’schen Curve liegt, also ein Wendepunkt ist; eine 
der beiden Geraden, in welche der Polarkegelschnitt von § zerfillt, 
etwa W, ist bekanntlich die Wendetangente; mit dieser kann die har- 
monische Gerade nicht zusammenfallen, weil sie nicht die Eigenschaf- 
ten einer solchen hat; also ist sie die andere Gerade H, welche in der 
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Theorie der Curven dritter Ordnung bereits den Namen der harmoni- 
schen Geraden des Wendepunktes erhalten hat. 

Wir haben also den Satz: 

I. Zu jeder Curve dritter Ordnung C® lisst sich neun- 
mal ein harmonischer Pol und eine harmonische Gerade 
finden; dieselben sind identisch mit den Wendepunkten 
und den zugehérigen harmonischen Geraden. 

Da der harmonische Pol und die harmonische Gerade fiir Curven 
dritter Ordnung vier lineare Gleichungen fiir die Coefficienten liefert 
(4. II.), so reichen, wenn der Wendepunkt und die zugehérige harmo- 
nische Gerade einer Curve dritter Ordnung gegeben sind, fiinf weitere 
Punkte hin, um dieselbe eindeutig zu bestimmen. Soll C* noch durch 
einen gegebenen sechsten Punkt gehen, so werden die Coordinaten 
des Wendepunkts € und der harmonischen Geraden y einer von jenen 
sechs Punkten abhiingigen Bedingung unterworfen sein, die sich fol- 
gendermassen finden und geometrisch interpretiren liisst: 

Ist f (x*) = 0 eine gegebene Curve dritter Ordnung; & einer ihrer 
Wendepunkte, c, = 0 die zugehérige Wendetangente, und y, = 0 
die zugehérige harmonische Gerade, so miissen die folgenden Gleichun- 
gen bestehen: 


(1) f(&) = 0 
(2) ra = YE + Ceiy 


und als Folge hiervon durch Multiplication der drei Gleichungen (2) 
mit den &; und Addition, c:- ys = 0, und da & nicht auf y liegt: 


(3) cs = 0. 


Jede Curve dritter Ordnung (= 0, die durch sechs gegebene 
Punkte geht, stellt sich, wenn 


ge=90, 9 =0,g=—0, = 


vier bestimmte Curven dritter Ordnung sind, die sich in jenen sechs 
Punkten schneiden, in der Form dar: 


f= 4p + AQ + 4.9” + Ap” = 0. 


Fiihre ich f in dieser Form in das System der sechs Gleichungen 
(2) ein, so erhalte ich mit (3) 7 homogene lineare Gleichungen fiir 


die vier Gréssen A und die drei Gréssen ¢;, deren Determinante — 0 
gesetzt die gesuchte Bedingungsgleichung liefert. Setzt man 
a. 


6 06,08 Pn’ 
so erhalt man: 
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eine Gleichung, welche fiir die § vom fiinften und fiir die y; vom 
zweiten Grade ist. Daraus folgt der Satz Steiners [§7, pag. 13; 
§ 12, pag. 30.]: 

II. Soll eine beliebige Curve C® durch gegebene sechs 
Punkte p gehen, und eine gegebene Gerade y zur harmoni- 
schen Geraden eines ihrer Wendepunkte § haben, so ist 
der Ort dieses § eine Curve fiinften Grades M°, 

und ein zweiter Satz: 


III. Soll eine beliebige Curve C* durch gegebene sechs 
Punkte gehen, und einen gegebenen Punkt § zum Wende- 
punkte haben, so umhillt die zugehérige harmonische Ge- 
rade einen Kegelschnitt. 

Wir gehen hier nicht weiter auf die von Steiner in den §§ 11, 
12 seiner Abhandlung angegebenen Eigenschaften der Curven dritter 
Ordnung ein, weil dieselben sich fast ausschliesslich auf die beiden 
Sitze II., IL. stiitzen, und aus diesen vermége der allgemeinen Theo- 
rie der Curven, welche einen harmonischen Pol und eine harmonische 
Gerade besitzen, leicht abzuleiten sind. Ich will nur bemerken, dass, 
wenn man in der Gleichung 1) der Curve M* die y; ersetzt durch die 
Coordinaten einer durch den Punkt § und einen willkiirlich angenom- 
menen Punkt « gelegten Geraden, man eine Gleichung sieben- 
ten Grades G’ fiir die & erhilt; dieselbe ist der Ort des 
Doppelpunktes § der Schaar von Curven dritter Ordnung, 
welche durch die oben erwihnten sechs Punkte p gehen, und 
immer einen Doppelpunkt haben, dessen eine Tangente 
durch den festen Punkt @ geht. (Steiner, § 12,1, pag. 30.] 

Wir wenden uns zur Abjeitung der wichtigen Resultate, welche 
Steiner im § 15. der citirten Abhandlung niedergelegt hat. 


Die innere Polare fiir die Curve dritter Ordnung als Basis. 


17. Ist die gegebene Basis eine Curve dritter Ordnung C°, so ist 
die innere Polare ein Kegelschnitt J? und somit lassen sich durch 
jeden Punkt P der Ebene drei Sehnen S ziehen, deren auf 
C3 gelegene beiden Endpunkte harmonisch getrennt wer- 
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den durch P und ihren Schnittpunkt mit einer fest ange- 
nommenen Geraden. Die Gleichung J*?=0 geht nach (10.) (8) der 
allgemeinen Theorie iiber in: 


(1) J? — Bye f(Ee”) — Greys f (2) + 477 £(E*) = 0, 
wenn & der harmonische Pol und y die harmonische Gerade ist. 

Da die sechs Endpunkte der drei durch & gelegten Sehnen S anf 
dem Kegelschnitt J? liegen, so miissen die drei iibrigen Schnittpunkte 
mit C® auf einer Geraden FR liegen, deren Gleichung ist: 

R= 27. f (5°) — 33 f (G2) = 0. 


Das Product der drei Sehnen S ist deshalb diejenige Curve des 
durch die Curven C* und R + J? bestimmten B (C*), welche durch 
— geht und dargestellt durch 

f (8) ve? . £2) + [2 yr: £8) — 3 ref B2)|.d? = 0. 
Aus den Gleichungen fiir R und J? folgt: 
By: f (&*) — J? = 2R.y., 
d. h. die Schnittpunkte der zu demselben Pol gehérigen fusseren und 
inneren Polare liegen paarweise auf den harmonischen Geraden y und 
auf der Geraden R. [Steiner § 20.| 

Der Kegelschnitt J* kann in ein Linienpaar zerfallen; welchen 
Ort muss der Pol alsdann beschreiben? [Steiner § 15, I, pag. 36.| 
Diese Frage liisst sich folgendermaassen beantworten: 

Ks ist bekannt, dass wenn 

g: = gp? = g:? = 0 
einen in symbolischer Form geschriebenen Kegelschnitt darstellt, die 
Discriminante desselben ist: 
(e Y 9). 

Dieser Ausdruck geht fiir unsern Fall iiber in 

Days! {ys? (abe)’ azbgcs — 3yz(abe) (aby) aghzc;* + 2f(§*) (aby)? agh;\ . 


Addirt man zu dem zweiten Term der Klammer die beiden Aus- 
driicke, welche aus ihm durch successive Vertauschung von ¢ mit a, 
und ¢ mit b entstehen, und dividirt durch 3, so iindert sich nichts 
und man erhiilt “ 

Sys (abe) (aby) agb: cz* 
= ys; (abc) az bs e; {(aby) cs — (cby) az — (acy) b;}. 
Vermdge der Identitiit wird dieser Ausdruck: 
= 7; (abe) az b; eg (abe) 7; 
= (abc)? az bs c: . ys*, 
also wird: 
(abe) (aby) az bz: ez? = 4 (abe)? az bz ez yz 


o_o 
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und es zerstiéren sich die beiden ersten Terme der Discriminante; die- 
selbe nimmt die Form an: 


2-54 75" (6°) O(8?, v*) 


© (8, 7”) = (aby)? ag bs. 
Die Discriminante = 0 gesetzt liefert den Ort des Poles &, fiir wel- 
chen die innere Polare J* in ein Linienpaar iibergeht; dieser Ort be- 
steht also: 

1) aus der Geraden y; 

2) aus der Basis C3; 

3) aus dem von Steiner mit EH? (s. folgende Nummer) bezeich- 
neten Kegelschnitt 0 = 0. 

Fiir den Fall 1) wo der Pol auf y liegt, also ys = 0 ist, geht die 
Gleichung der inneren Polare tiber in das Quadrat der Geraden y,; 
liegt der Pol gleichzeitig auf y und C*, so nimmt die Gleichung der 
inneren Polare die Form an: 


¥: [v2 + kf (G2)| = 9, 


wo k jeden beliebigen Werth annehmen darf; die innere Polare hort 
also dann auf ein bestimmter Kegelschnitt zu sein. 


wo 


Von der zweiten Polare der Geraden +. 


18. Dass 0 (x, y?) = 0 den Kegelschnitt KH? vorstellt, d. h. durch 
die Polargeraden eines auf y fortriickenden Poles umhiillt wird, folgt 
unmittelbar aus der bekannten Identitit 


4 (i). = (3). (a). — Ge 
we? Ge? Gide 


stellen die aus der in « geschriebenen Hesse’schen Determinante 


Die Symbole 


A = (abc) a,b, ¢, entstehenden Determinanten vor, wenn man er- 
stere mit den y; und w;, bez. mit den y; , «; allein riindert, so dass 
| Of of 
a : a U 
oa? ba, Oats V1 1 
) ce er Ce 
= | _! , Ut: 
— 0% Oars Ox? 73 . 
_, Cie 73 0 0 
iy Us 
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die x; gegeben und die wu; veriinderlich, oder umgekehrt, ansieht, stellt 


uu . . . . . . 
"se ist quadratisch in den wu; und linear in den z;; jenachdem man 


~ = ( das Punktenpaar vor, in welchem der Polarkegelschnitt von 
«x in Bezug auf C* 6 =0 von y geschnitten wird, oder die Polarge- 
rade des Punktes, in welchem die — wu und y sich schneiden. 


(? )= 0 (2, y?) = 0 
stellt einen Kegelschnitt vor; ebenso (2) = 0 und (2), = 0, wenn 


die «; bestimmte Werthe erhalten. Lege ich nun den wu; beliebige, 
aber feste Werthe bei, so folgt aus 


2 
AGie= 9: (a) — Gi) 
dass die acht Schnittpunkte von © mit A und der zu dem Schnitt- 


punkte von wu und y gehérigen Polargeraden zusammenfallen mit den 
doppelt zu rechnenden vier Schnittpunkten der Kegelschnitte 0 — 0 


und a = 0, wie auch w beschaffen sein mag, d. h. dass 


1) die Polargerade eines beliebigen Punktes auf y den Kegelschnitt 
© =O beriihrt und demgemiss E* und 0 identisch sind und dass 
2) © =0 sich mit der Hesse’schen Determinante in drei Punkten, 
die mit X, Y, Z bezeichnet werden sollen, beriihrt. Die Punkte von 

= () haben daher die Eigenschaft, dass ihre Polarkegelschnitte die 
Gerade y in zwei zusammenfallenden Punkten schneiden, also im All- 
gemeinen beriihren; nur fiir die gleichzeitig auf A—0O gelegenen 
Punkte von 0 = 0, d. h. fiir die Punkte X, Y, Z tritt keine Beriih- 
rung ein, weil A =O der Ort der Pole ist, deren Polarkegelschnitte 
einen Doppelpunkt besitzen, d. h. in ein Linienpaar zerfallen; die 
Punkte X’, Y’, Z’, in denen die in Geradenpaare zerfallenden Polar- 
kegelschnitte von beziiglich X, Y, Z die Gerade y schneiden, sind 
die Doppelpunkte derselben. 

Die Punkte z von E* und die Punkte y von y ordnen sich paar- 
weise zusammen; denn die Polargerade von y beriihrt EH? in x und der 
Polarkegelschnitt von x beriihrt y in y. Der analytische Zusammen- 
hang zwischen zwei entsprechenden Punkten x und y lisst sich leicht 
aus den Gleichungen 


(1) Ay Ay A —_ OV: ( = 1, 2, 3), 
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wo @ einen Proportionalititsfactor bedeutet, ableiten; unter der Be- 


dingung 
vy = 09 
sagen diese aus, dass y eine Tangente des Polarkegelschnittes von a: 
a, a = 0 

ist; dass also # ein Punkt von C* ist; aus (1) folgt unmittelbar, dass 
sich die y; verhalten wie die Unterdeterminanten nach den unbestimm- 
; ten Klementen in 
| a, b, 

(aby) deb, | 4 b, +], 
as db, + 

dass also ist’ 

(2) Guy = (%)e = (aby) (abu) az bz 
und wegen der Symmetrie der Gleichungen (1) in # und y 
, (3) Tl, == (1%), = (aby) (abu) a, by, 


wo 6, t Proportionalitiitsfactoren bedeuten. 


Fall, wo der Pol der inneren Polare in die Basis C* riickt. 
[Steiner § 15, II, pag. 37. | 


19. Riickt der Pol P oder x in die Basis C%, so geht die Glei- 


_ chung von J® iiber in die eines Linienpaares SS,, dessen Glei- 
; chung gemiiss 17. (1) sein wird: 
(1) Vx f (we*) — 2y. f (as) = 0, 


und welches zum Doppelpunkt hat; die drei Sehnen S (10), 
welche fiir jeden beliebigen Pol durch C* und die innere Polare be- 
stimmt werden, gehen in diesem Falle iiber in die Tangente von C? 
in # und in die innere Polare selbst. 

Der Anblick der vorstehenden Gleichung lehrt unmittelbar, dass 
das Sehnenpaar SS, sich mit dem Polarkegelschnitt von « auf y 
schneidet (10. II.); da fiir die Schnittpunkte von C* und E? eine Be- 
riihrung zwischen y und dem Polarkegelschnitt eintreten muss (18), 
so folgt, dass es im Ganzen sechs Pole P, giebt, fiir welche 
das Sehnenpaar SS, in eine einzige, doppelt zu rechnende 
Sehne S, tibergeht. — Bezeichnen wir mit a,b; a,,b, die End- 
punkte der durch x gehenden Sehnen S,8,, so sehen wir, dass die 
Geraden aa, , bb, conjugirt sind in Bezug auf & und y (10. IL). Dar- 
aus folgt fiir dieSehnen S, der Satz, dass die in ihren End- 
punkten gelegten Tangenten sich auf y schneiden. — Riickt 
der Pol in einen Wendepunkt w, mit der Wendetangente W, und der 
harmonischen Geraden H, so besteht die iiussere Polare aus H und W, 
7 


Mathematische Annalen IL. 
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und die innere geht deshalb tiber in die Gerade W und eine durch w 
gehende Gerade, die sich mit HT auf y schneidet. 


Von der Curve S,°, welche von der innern Polare umhiillt wird, 
wenn der Pol sich auf der Basis (* fortbewegt. 


20. Die Sehnenpaare SS, werden, wenn « die Basis C* beschreibt, 
eine Curve einhiillen; zur Herstellung ihrer Gleichung benutzen wir 
die Eigenschaft der inneren Polare, sich mit der zugehdérigen iiusse- 
ren auf y zu schneiden. 

Demgemiiss diirfen wir aus den fiinf Gleichungen: 

&=0,a,=—0,3,83—0,7=—0,4,=—0 
nur die x und y eliminiren, um die gesuchte Gleichung zu erhalten; 
denn jene sagen aus, dass # ein auf C* gelegener Pol ist, dessen in- 
nere Polare sich mit y in den Punkten y schneidet, dass also die w; 
die Coordinaten der Sehnen SS, sind. — Die Elimination der y; aus 
den drei letzten Gleichungen liefert: 
b, (byu)? = 0, 
was mit vw, = 0, a} = 0 die Resultante giebt: 
wv = (aub) (aud) (aue) (byu)* (dyu)* (eyu)? = 0. 

In dieser Gleichung stecken iiberfliissige Factoren, niimlich das 
Product (eyu)* der drei Schnittpunkte von C* mit y, welche ein fiir 
alle Mal mit a, bezeichnet werden sollen;— um aus yw diesen Factor 
herauszuschaffen, wenden wir auf (byw) (awe) und (byw) (aud) die 
zweite Form der Identitiit (3) an und erhalten nach Unterdriickung 
der mit den verschwindenden Factoren (bya) (wwe) beziiglich (bya) (wud) 
behafteten Glieder: 

y = {(ayu) (bud) + (bau) (yud)\ {(ayu) (due) + (ban) (yue)} 
-(dyu)* (eyu)® (aud), 
was ausgefiihrt giebt: 
y= — vt 2 (ayn) (bud) (dyu)* (aub)? (epu)’, 
wo das mit dem verschwindenden Factor (abu) = (bau)* = — (abu)? 
behaftete Glied fortgelassen ist und die beiden, nur durch anders be- 
zeichnete symbolische Coefficienten sich unterscheidenden Terme zu- 
sammengefasst sind; ~ transformirt sich also in: 
y = (epu)® (ayu) (bud) (dyu)? (aub)?. 

Mit Fortlassung des iiberfliissigen Factors und indem wir den sym- 
bolischen Buchstaben ¢ fiir d setzen, erhalten wir also als Umhiillte 
der Sehnenpaare SS, die Curve sechster Classe 

(abu)? (eyu)? (ayu)*? (beu) = 0. 
Dass (eyw)? = 0 das Product der drei Punkte a, vorstellt, folgt 
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daraus, dass diese Gleichung das Eliminationsresultat der drei Glei- 
chungen 
c= 0 Ve = 0 


‘ , Ut, = 0, 
welche aussagen, dass « eine durch den Schnittpunkt (# = a,) von 
C* und y gehende Gerade ist. 

Der unmittelbaré Anblick der in dieser Form gegebenen Curven- 
gleichung lehrt, dass y eine dreifache Tangente von S,° ist, weil drei 
symbolische Determinanten die Reihen y; , «; enthalten, also nicht nur 
die linke Seite selbst, sondern auch ihr erstes und zweites nach den 
wu; genommenes Differential fiir «; = y; verschwindet. Ersetzt man 
in unserer Gleichung y durch einen symbolischen Coefficienten d, so 
erhilt man: 

F = ali’ - edu? . adu- beu = 0, 
und das ist die Gleichung von C* in Liniencoordinaten. Daher liisst 
sich die Curve S,° auch in der Form darstellen: 
ar 
04, 0a, Oa) i Ye Ya = O. 
Bestimmung der von einem Punkte der Ebene an S,° méglichen 
Tangenten. 


21. Da S,° von der sechsten Classe ist, so gehen durch jeden 
Punkt Q@ der Ebene sechs Sehnen S, oder aca,, wo c den mittleren 
und a, a, die Endpunkte von S, bedeuten. Die einem Punkte Q oder 
«x auf diese Weise zugeordneten sechs mittleren Punkte ¢ oder ¢ lie- 
gen auf einem Kegelschnitt Y. Die Gleichung dieses Kegelschnitts 
wird erhalten, wenn man aus den Gleichungen: 


(1) f(23) = 0, (2) fe) = 0, (3) f°) = 0, 
(4) e.—=ha;+ ly, (5) 2 =me;+ ny, (6) 27 = me; — ny, 
(7) v, = 0, 


die 2, 2;",y:,k,1, m,n, eliminirt. Diese Gleichungen sagen aus, 
dass wy eine Sehne S,, d. h. eine Tangente von S,° ist; denn gz, 2’, 2” 
sind drei Punkte auf derselben, welche so liegen, dass das Paar 2’ 2” 
durch # und den auf y gelegenen Punkt y harmonisch getrennt wird, 
d. h. zg ist der mittlere Punkt einer der durch 2 gehenden Sehnen S,. 
Durch Elimination von y aus (5) und (6) vermége (4) lassen sich 
die drei Punkte z, 2’, 2” beziiglich in der Form darstellen: 
7” kn 
%. > + het ZL, o> ree 
Da diese Punkte auf C* liegen, so sind die Wurzeln der cubi- 
schen Gleichung f (# + 4z)® = 0 die Werthe: 
0 —_* kn 
. ml +n ? ml—n? 








100 Gissretpr. 


mau hat also in Folge der Relationen, die zwischen den Wurzeln und 
Coefficienten einer Gleichung stattfinden: 


_ Sf(@z) _«-_—s 2k? _ @ f (wety _ _. we 


f(a) m2R—n? ? f(z) melt—n2 ” 
woraus sich ergiebt: 
2 f (wa?) — kf (az) = 0.’ 
Der Werth von & folgt aus (4) , (7), indem man die drei Gleichungen 
(4) mit y; multiplicirt, nach ¢ summirt und (7) anwendet; man erhiilt: 





k=", 
Ya 
so dass die gesuchte Kegelschnittsgleichung wird: 
(8) @ = vf (#2) — Ine f (we) = 0. 


Vertauscht man x und z, so geht die Gleichung iiber in die der 
inneren Polare eines auf C* gelegenen Poles z. 

Der Kegelschnitt @? schneidet die C* in sechs Punkten, auf deren 
Verbindungslinien mit @, durch C* jedesmal drei Punkte so bestimmt 
werden, dass y durch den vierten harmonischen derselben geht; — 
die sechs Strahlen sind also die sechs durch Q an S,° zu legenden 
Tangenten; riickt Q@ nach C*, so beriihren sich Q? und C® in 
diesem Punkte; riickt Q@ nach y, so zerfallt Q@* in die Gerade 
y und in die Polargerade von Q, wie sich aus (8) unmittelbar 
ergiebt; von den Punkten der Geraden y sind daher nur drei Tangen- 
ten an S,° méglich, welche nich€ nach y fallen und deren Lage man 
findet, indem man die Polargerade des betreffenden Punktes auf y 
construirt und die drei Schnittpunkte mit C* mit demselben verbindet ; 
die drei iibrigen sind die Verbindungslinien des auf y angenommenen 
Punktes mit den drei Punkten a,, fallen also nach y, wie es auch 
sein muss, da y eine dreifache Tangente ist. 

Die Bedingung, dass Q? einen Doppelpunkt habe, liisst sich in 
der in 17. angegebenen Weise ableiten; man erhiilt, nach Fortlassung 
des Factors 3 


0 = yz {372 & — f(a’) 0 (x y’)} 
(wo A die Hesse’sche Determinante bedeutet: A = (abc)? ayb.c,) — 


also eine mit y, multiplicirte Covariante des fiinften (irades in der 
Variablen, und des dritten in den Coefficienten von /. 


Bestimmung der Ordnung von §,°. 


22. Die Ordnung von S,° lisst sich dadurch bestimmen, dass man 
die Punkte abzihlt, in denen S,° von ihrer dreifachen Tangente y 
geschnitten wird. Sechs der gesuchten Punkte sind durch die drei 
Beriihrangspunkte von y gegeben; die iibrigen Punkte haben die Ki- 
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genschaft, dass von den drei (ausser y) durch sie gelegten Tangen- 
ten an S,°, mindestens zwei zusammenfallen; und umgekehrt, wenn 
zwei der von einem Punkte g von y an S,° gelegten Tangenten zu- 
sammenfallen, so ist y im Allgemeinen ein Punkt von S,°; im Beson- 
deren kann dieser Punkt, ohne auf S,° zu liegen, einer Doppeltangente 
von S,° angehdren; das lisst sich leicht entscheiden, sobald man sich 
S,° durch die Bewegung einer Tangente entstanden denkt, und nach- 
sieht, ob die beiden zusammenfallenden oder unendlich nahen Tangen- 
ten durch eine unendlich kleine oder eine endliche Bewegung der um- 
hiillenden Geraden erschépft werden. 

Die drei Tangenten, ausser der dreifachen Tangente selbst, welche 
von einem Punkte gy von y an S,° méglich sind, werden nach der 
vorigen Nummer gefunden, indem man die Polargerade von g con- 
struirt und durch ihre Schnittpunkte mit C* von g aus Strahlen zieht; 
daher werden im Allgemeinen zwei dieser Strahlen zusammenfallen, 
und wird g ein Punkt von S,° werden, wenn die Polargerade von g 
eine Tangente von C* ist; nur wenn dieselbe durch g selbst geht, ist 
eine besondere Betrachtung néthig, weil alsdann die angegebene Con- 
struction unbrauchbar wird. Die Polargeraden von y umbhiillen den 
Kegelschnitt ?; C* ist von der sechsten Classe, folglich giebt es 12 
Polargeraden, welche C* beriihren und deren Pole auf y liegen; aber 
drei dieser Pole gehéren zu den eben erwaihnten Punkten, welche auf 
ihrer eigenen Polargeraden liegen; es sind dies die Punkte a,, deren 
Tangenten A, an C® gleichzeitig ihre Polargeraden sind. A, schnei- 
det C* in a,, dem benachbarten, und einem dritten, endlich entfern- 
ten Punkte; die Verbindungslinien dieser Punkte mit a, wiirden nach 
der allgemeinen Construction die drei Tangenten von S,° liefern; das 
hat aber fur einen Sinn fiir den zweiten und dritten Schnittpunkt von 
A, mit C%, und lehrt, dass A, mindestens eine Doppeltangente von 
S,° ist; tiber die Richtung der dritten Tangente giebt diese Betrach- 
tung keine Auskunft; es wird aber in der Nummer 24. vermittelst der 
Rechnung, ganz unabhiingig von vorangehenden Betrachtungen gezeigt 
werden, dass drei durch a, gehende Tangenten von S,° nach A, fal- 
len; nun kann A, keine dreifache Tangente von S,° sein, weil sonst 
eine Curve sechster Classe vier dreifache Tangenten hiitte, welche, da 
sie fiir zwélf Doppeltangenten ziihlen, das Maximum der méglichen 
Doppeltangenten um zwei iiberschreiten; A, muss deshalb eine Dop- 
peltangente von S,° sein, wihrend also im Allgemeinen fiir jeden 
Punkt von A, zwei von den sechs an S,° gelegten Tangenten zusam- 
menfallen, ist a, derjenige ausgezeichnete Punkt auf A,, von wel- 
chem aus nicht zwei, sondern drei Tangenten nach A, fallen, d. h. 
a, ist ein Punkt von S,°. Die neun iibrigen Pole g, deren Polarge- 
raden die Basis C* in Punkten beriihren, die wir mit d, bezeichnen 
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wollen, wiihrend jene Punkte g selbst d, heissen mégen, liefern ohne 
Weiteres Punkte von S,° auf y. Weitere Punkte verbietet die Con 
struction der Tangenten. — Die drei Beriihrungspunkte g, der drei- 
fachen Tangente y sind offenbar die Pole, deren Polargeraden durch 
einen der drei Punkte von a, gehen; denn stets und nur dann fillt 
noch eine vierte Tangente nach y». 

Wir haben also im Ganzen 18 Punkte auf y erhalten. Die drei 
Punkte ay, die neun Punkte d, und die drei doppelt zu rechnenden 
Punkte g,, und somit kénnen wir folgenden Satz aussprechen |Stei- 
ner § 15; 11,1; pag. 38]: 

Bewegt sich ein Pol P auf C*, so umhiillt seine in ein 
Geradenpaar SS, zerfallende innere Polare J? eine Curve 
sechster Classe und 18'" Grades; welche y zur dreifachen, 
und die in den drei Punkten a, an C* gezogenen Tangen- 
ten A, zu Doppeltangenten hat. 

23. Bekanntlich bestimmen die Punkte irgend einer Geraden A 
einen Biischel Polarkegelschnitte in Bezug auf C*; irgend zwei der 
vier Grundpunkte dieses Biischels bestimmen eine Seite B eines der 
drei, zum Biischel gehérigen Geradenpaare; die Tangenten in den 
Schnittpunkten dieser Geraden B mit C* schneiden sich in ~einem der 
Punkte, in welchen A die Hesse’sche Determinante schneidet. — 
Wenden wir dies auf unsern Fall an, indem wir die Polargerade D, 
eines der Punkte d, zur Geraden A machen; die Polarkegelschnitte 
aller Punkte dieser Geraden miissen alsdann durch d, gehen; sie miis- 
sen aber auch siimmtlich durch den Punkt d, (22.) gehen, in welchen 
C® von D, beriihrt wird, daher sind d,, d, 2 von den 4 Grundpunk- 
ten des Biischels, also ist d,d, — D, eine solche Gerade B, deren 
im Sehnitt mit C® an C* gelegte Tangenten durch einen auf der 
Hesse’schen Curve gelegenen Punkt Q@ gehen. Also die neun Po- 
largeraden D, der Punkte d, beriihren C*® in Punkten d,; 
die Verbindungslinien d,d, = D, schneiden C® in je drei 
Punkten, deren Tangenten sich in je einem einzigen Punkte 
der Hesse’schen Curve schneiden [Steiner, § 15; Il, 5, p. 40.}. 


Die gemeinsamen Tangenten von (* und S,°. 


24. Die Frage nach den gemeinsamen T'angenten einer in Punkt- 
coordinaten gegebenen Curve f= 0 mit einer in Liniencoordinaten 
gegebenen ® (w) =O lisst sich dadurch erledigen, dass man die 
Werthe me 

eh oe 
in die Gleichung von © (w) = 0 einsetzt; man erhiilt dann eine Glei- 
chung w = 0 fiir die x, welche mit f= 0 zusammen die Punkte von 
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f liefert, deren Tangenten auch Tangenten an © =O sind; erhiilt 
=O unter Anwendung von / =O einen quadratisch auftretenden 
Factor zy? («) =0, so beriihren sich entweder die Curven f = 0, 
® (vw) =O in dem Sehnitt von f und zy, oder die in jenem Durch- 
schnitt an / gezogenen Tangenten sind Doppel- resp. Wendetangen- 
ten fiir eine der beiden Curven f= 0, ® (w) = 0; geht »y =O durch 
die Wendepunkte von f= 0, so wird A ein solcher Factor x werden; 
der Factor A? in w zeigt also an, dass f ud ® die Wendetangente 
von f gemein haben; enthilt aber ~ den Factor A dreimal, und ist 
der Wendepunkt, wie im Folgenden immer der Fall ist, ein gewéhn- 
licher, d. h. kein hoherer Wendepunkt, dessen Wendetangente fiir 
mehr als zwei Tangenten zu ziihlen ist, so kann dies nichts Anderes 
bedeuten, als die Beriihrung von ®(w#) und f= 0 in dem Schnitt von 
fund A, d. h. in den Wendepunkten. 

Wenden wir dies an auf die Curven C* und 8,°, so handelt es 
sich darum, den Ausdruck: 

® == (abu) (cyu)? (acu) (byw), 

wenn man darin die «; durch f; ersetzt, unter Anwendung von f= 0 
umzuformen und in eine fiir die geometrische Interpretation geeignete 
Gestalt zu bringen. 

Nach dem Productsatze (3) hat man nach Einfiihrung der sym- 
bolischen Bezeichnung 

fi = G2 Gi = hz hj: 

(abl)? ay b, = (abg) (abh) gi hz ay b, 


= ty b; Ju hy {(abh)* ge — § (agh)? bs — } (bgh)? az 
+ (agh) (bgh) abe} . 
Wendet man dies auf ® an, indem man setzt 
ly = (acu) b, = (byw) 


und beriicksichtigt, dass 
(acu) az = (feu) =O, (byw) bb = (vu) = O 
wegen wu; = /;, so geht ® iiber in: 
(agh) (bgh) (acu) (ey?) (byw) dz be gz he. 

Vertauscht man hierin einmal 6 mit g, das andere Mal b mit h 
und addirt das Resultat beider Vertauschungen zu unserem Ausdruck 
hinzu, so erhilt man: 

== 4 (bgh) (acu) (epu)? {(agh) (byu) — (abh) (gyu) 
— (agb) (hyu)} debegeha, 
was unter Anwendung der zweiten Form der Identitit liefert: 
@ == 1 (byh)? (acu) (eyu)® (apu) ay De Gx Ion 
= 1 A- (acu) (cpu) (ayu) a, [A = (bgh)* bs gz he]. 
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Ich wende den Productsatz nochmals an auf 
(cpu)? cy = (epg) (eyh) gz hz ty 
= (¢79)’ Jxeyf — 4 (cgh) Vi Cy gx he 
— 4 (ygh) ci gahety + (cgh) (ygh) ex Juha ty Px, 
vermége welcher Formel ® iibergeht in: 
® = — } Ay (acu) (ayu) (egh)* dz Ge he 
44 Aye (acet) (ayn) (cgh) (ygh) as Ce Ge he, 
wobei das mit dem verschwindenden Factor / behaftete Glied ausge- 
lassen ist, ebenso wie das Glied 


— $ (ygh)? (acu) cz gz hz (ay) de = — 4 (ygh)* (af) gehz (ayu) az, 
welches wegen u; = /; verschwindet. 
Verstehe ich unter A; den Differentialquotienten 
1 04 
3 Oa,’ 


so liefert die Vertauschung von a mit g, Anwendung der Identitat 
und Weglassen des mit wu, — f behafteten Gliedes: 
— (acu) (ayu) (egh)? dz G2h, = (Aan) (ayn) az 
= (Aag) (ayu) deg? = 4 yx (Aag) (age) ae ge 
= $22 (Aag) (agh) ar gzhit = 4 yz Oi. 
Also wird der erste Term des zuletzt fiir ® aufgestellten Aus- 
drucks 


1 ‘ 
a ae. 3 3 
= = A$ y:. 


Der zweite Term geht durch successive Vertauschung von ¢ mil g, ¢ 
mit # und Anwendung der Identitit iiber in 


1 a tie ae 
g Ove (ayu) a, = — 5 A -72, 
denn es ist: 
(ayu)? a, = — 4 Ay? + (agh) (ygh) a2 geheys 
so dass ich also schliesslich erhalte: 


— - es os 
O= ing Ae: 


iese ichung lehrt zuniichst wegen des Factors A*, dass die 
D Gleichung lehrt hst g les E q 
urven C? = > und S,*® sich in den neun Wendepunkten von C* 
C Cc K*6 1 S,6 ] ] Wendepunkt c 
beriihren; der Factor y? lehrt, dass die im Schnitt a, von y und C® 
an C* gelegten Tangenten A, je drei gemeinsame Tangenten von C* 
und S,° repriisentiren. Da nun die A, einfache Tangenten von C* 
1 Y 

sind, so miissen von den durch die a, gehenden T'angenten von S,° 
jedesmal drei in die entsprechende A, fallen; hieraus haben wir in 
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22. den Schluss gezogen, dass die A, Doppeltangenten von S,° sind, 
welche in den ay, beriihren. 

Somit sehen wir, dass die 36 gemeinschaftlichen Tan- 
genten von C* und S,° aus den neun Wendetangenten und 
den drei Tangenten A, (bei Steiner Asymptoten), jede dersel- 
ben dreifach gezihlt, bestehen [§ 15, II, 2]. 

25. Die mittleren Punkte der sechs Sehnen S oder 'Tangenten von 
S,°, welche durch einen Punkt 2 der Ebene gehen, sind nach 21. 
bestimmt durch den Schnitt von C* mit dem Kegelschnitt Q* 

(1) Q? = yf (4a*) — 272 f ee’) = 0; 
x soll der Pol von Q? heissen. 

Daraus folgt, dass wenn S eine bestimmte der sechs Sehnen be- 
deutet, und « ihren mittleren Punkt, dass alsdann die Schaar der 
Kegelschnitte, welche durch Bewegung des Poles x auf S erzeugt 
wird, durch den Punkt ¢ geht; diese Schaar S(Q*) kénnen wir durch 
Kinfiihrung zweier festen Punkte auf S vermittels eines Parameters 
ausdriicken; wihlen wir hierzu die beiden Endpunkte von S und 
bezeichnen den einen durch &, den andern durch 9, so wird die S (Q?) 
aus (1) entstehen, wenn man darin setzt x = § + An; auf diese Weise 
erhalt man: 

O = {y. f (26) — 2vef (&’)} 
(2) + 24 {y.f(28n) — vef (ne) — vel (&*)} 
+ Vfy.f (en?) — 2y,f (ue’)}, 
als Gleichung des dem Pol & + Ay entsprechenden Kegelschnitts Q?. 
Den Festsetzungen gemiiss finden dann noch folgende Gleichungen 
statt: — 
/ (8) = 90 f(u*) = 0 [(e) = 0 
e=et4 Uy 
Y 
also: 
Ye = 27. 

Da der Parameter 4 quadratisch in (2) auftritt, so gehen durch 
jeden Punkt der Ebene zwei Kegelschnitte der Schaar, und da die 
Gesammtheit jener Kegelschnitte durch den Punkt ¢ geht, so beriihrt 
jede durch « gelegte Gerade zwei Kegelschnitte der Schaar in ¢, und 
bestimmt so zwei Pole § + Ay auf S. Es sei nun 7 die Tangente 
von C* im Punkte ¢, und 0 der Schnittpunkt von 7 mit y, also 

f(e?8) =0 , vw = 0; 
die beiden Kegelschnitte Q*, welche die Gerade T in « beriihren, be- 
riihren alsdann die Curve C* und bestimmen auf S zwei Pole § + 4,9 
und + .4,y. Diese beiden Pole haben also die Eigenschaft, dass zu 
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ihnen ein und derselbe Kegelschnitt Q? gehért und dass derselbe die 
Curve C* in « beriihrt; aus 21. wissen wir, dass eimer dieser Pole, 
etwa § + 4, der Punkt ¢ ist, also 


sein muss; der zweite Punkt § + 4,9 hat alsdann die ausgezeichnete 
Kigenschaft, dass von den sechs durch seinen zugehérigen (* be- 
stimmten Sehnen zwei in die Sehne S fallen, weil eben Q? und C% 
sich in € beriihren, also ist derselbe der Beriihrungspunkt 
von S mit S,°. — Um den Werth von 4, zu bestimmen, stellen wir 
die Bedingung auf, dass die Tangente im Punkte ¢ des durch (2) 
gegebenen Kegelschnitts durch den Punkt 0 gehe; dies geschieht, in- 
dem wir in den 'lermen der rechten Seite von (2), welche symbolisch 
geschrieben, das z in der Form enthalten 
a; b., 

an Stelle dieses Ausdrucks setzen: 

a, bs + ag 6, 
und dabei die Glieder, welche mit ys und / (<0) behaftet erscheinen, 


fortlassen. — Auf diese Weise erhiilt man eine quadratische Gleichung, 
Ye : 

deren Wurzeln 4, = = und 4, sind; man hat also nach bekannten 
" 


Relationen zwischen Wurzeln und Coefficienten einer Gleichung 


2y,/(8&y) — Ay; f(den) — 4y, f (de) 
— (Ay + 4,) = ‘ . , : 


y, f (dn?) — ty, f (den) 
indem man nun fiir 4, seinen Werth setzt und 
e=§ + t n 
einfiihrt, erhilt man: 
7, [(98) + 2y- £(8En), 
ve f(8n*) + 27, /(8&y) 
wo 6 durch die Identitit bestimmt ist: 
d = (7n 4% + 75 Gy)? (ayn). 

Daher sind die Coordinaten des Beriihrungspunktes s einer durch 
ihre Endpunkte § und » gegebenen Sehne S mit S,°: 
(4) si = {ve f(On*) + 27, F(OEm)} & + {ry F(O8?) + 27: (08m) bu: 

Da @ symmetrisch fiir § und y ist, so bleiben die Ausdriicke fiir 
s; unveriindert, wenn man die &; mit den 9; vertauscht, was auch nicht 
anders sein darf, da ja — und y als ganz gleichberechtigte Punkte bei 
der Betrachtung auftreten. 

Steiner findet den Punkt s durch eine Construction, die von 
denselben gegebenen Stiicken, d. h. den Punkten § (=a), y (= a,), 
é (=e) ausgeht [§ 15, II, 7; pag. 40.]. 


(3) Ay cates 
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Unter der Voraussetzung / (6&?) = 0 wird der Coefficient von &;, 
unter der Voraussetzung f(y?) = 0 der von y; in (4) gleich Null; 
denn z. B. geht der Coefficient von § durch Anwendung von 

751 = & — M8 
iiber in 
1 
ve 


e+ rae) 

ein Ausdruck, der wegen / (de) = 0 fiir f (0&?) = O versehwindet, 
d. h. wenn es solche Sehnen S giebt, bei denen die Tangenten von 
C* in dem mittleren Punkte und dem einen Endpunkte sich auf y 
schneiden |/ (de*) = 0, f (0&*) = O|, so fillt der Beriihrungspunkt 
dieser Sehne mit S,° in den andern HKndpunkt. — Diese Bemerkung 
wird in 40. von Nutzen sein. 


Bestimmung der gemeinsamen Tangenten der Curven S,° und FE’. 


26. Zur Bestimmung der den Curven §S,° und HE? gemeinschaft- 

con) i D 
lichen Tangenten, benutzen wir die Kigenschaft, dass die Tangenten von 
kE? die Polargeraden eines auf y fortriickenden Poles y sind, wihrend 


je zwei 'Tangenten von S,°, welche einen gemeinsamen, auf C* gele- 


genen mittleren Punkt z besitzen, die Gerade y in ihrem Durchschnitt 
mit dem Polarkegelschnitt von z schneiden; ist § der Durchschnitt 
einer solchen den Curven /* und S,° gemeinsamen ‘Tangente mit 7, 
so haben wir die Gleichungen: 

7; — 3 a ¢ P  _— 2 ees 2 ous 
1) f@—a—0 , 2f(ys)—aja=—0 , 3)wy=O, 


4) f(y) = ajaz=—0, 5) f(s) = ata, =— 0 , 6) YH =O. 


Die Elimination von € aus den letzten drei Gleichungen liefert 
symbolisch: 
(aby) (acy) bj cpa, = 0, 
eine Gleichung, die mit Hiilfe des Productsatzes iibergeht in: 
(aby)? aby f (*) — § (abe)? a. by Cy 73 | _ 
— 4 (ybe)® by ey a3 a, — (abe) (ybe) zd by ey %y Jo’ 
und unter Anwendung von (2) und (3) in: 


f (n°) (aby)® a.» = f(a!) % 9. = 0, 


wo 0 (22, y”) = 8 = 8,”. 
Diese Gleichung giebt 2 Fille: 
f(n’) = 9, 3, 3, = 0; 


der erste Fall in Gemeinschaft mit den Gleichungen (1), (2), (3) liefert 
ein Resultat, das sich nach dem Vorhergehenden auch ohne Rechnung 
ohne Weiteres aussprechen liisst, dass die drei Tangenten A, von C* 
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sechs gemeinsame Tangenten von S,° und EK? reprisentiren, weil die 
A, Doppeltangenten von S,° und einfache Tangenten von E® sind. 
Der zweite Fall giebt fiir y und ¢ die Gleichungen: 3 
f(@)=90 , f(z) =0 , HHO , 9 = 0. : 
Die Elimination von y aus den letzten drei Gleichungen fiihrt zu- 
nichst auf: : 
(ady) (at'y) a, 3,9, = 0 (de = #7), t 
oder unter Anwendung des Productsatzes auf 
(ady) (ay) 3.9, 
und Unterdriickung des mit f (2°) behafteten Gliedes: 
8,2 (ap)? a, — 4 7? (498)? a, + (198) (p98) y. = 0, 
wo (fo) = (ad8’) az. 
Fiihrt man die von Herrn Arouhold mit S; bezeichnete Zwischen- 
form : 





iP ONE 3 


ween 


Sy = 4 (abe) (abu) (acu) (bew) = 3 S (w*) 
ein, und setzt weiter: 
a ” 
$2 Ru = Su v),; 
ef : — 2 
b = Ou, Ou, UU, = S (uv |B ; 
so kann man schreiben: 
(ady)? a. = 4 y. S (y’) 
(ada, = 4 y. S (Py) 
und kann die obige Eliminationsgleichung in die Form bringen: 
py: {4 (2%) S(y) — £72 S(8?, v) + (f08')(y9')} = 0. 
Da der Fall (f (y*) = 0 hier ausgeschlossen, so kann ¢ nicht auf 
A, liegen, also auch y, nicht verschwinden, und daher sehen wir, 
dass die sechs iibrigen, S,;° und FL? gemeinsamen Tangenten S, ihre 4 
mittleren Punkte z auf einem Kegelschnitte C* haben, der nach Un- t 
terdriickung des Factors y, in der leizten Gleichung gegeben ist. Also 
[§ 15, Il, 4.]: 
Die gemeinschaftlichen Tangenten der Curven S,° und 
£* bestehen: 1) aus den 3 A, der Basis C*, jede doppelt ge- 
zahlt, und 2) aus sechs Sehnen S,, deren mittlere Punkte 
auf dem Kegelschnitte 
2- 0 (2) S(y*) — yi S (@y) + 6 (F99") (y89") = 0 : 


liegen. 


Fall, wo der Pol der inneren Polare in den Kegelschnitt KE? riickt. 


27. Liegt der Pol P oder x auf dem Kegelschnitt E*, so zerfillt 
die innere Polare in ein Geradenpaar JJ,, das seinen Doppelpunkt 
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auf y hat in dem Punkte y, welcher dem Punkte x auf E? entspricht 
(18), wie dies auch die allgemeine Theorie (10. IV.) verlangt. 


' Besondere Pole auf H? haben wir bereits in den sechs Schnitt- 
punkten P, und C® kennen gelernt (19); ferner erwihnt Steiner 
drei Punkte, X, Y, Z; es sind dies die bereits erwiihnten Beriih- 

t rungspunkte von EH? mit der Hesse’schen Curve A =O, deren ent- 
sprechende auf y die drei Schnittpunkte von A und y sind (18.). 


Aus 7. I. folgt, dass die Gerade J,, welche einen Punkt x auf 
i? mit dem entsprechenden y auf y verbindet, mit der Geraden y das 
Paar JJ, harmonisch trennt. Es ist gut, dies auch analytisch einzu- 
sehen, was so geschehen kann: 


aM RON AS2 


Aus der ersten der in der 18" Nummer angegebenen Identitiiten: 
niimlich : 


Ou, = aby: abu: az be 


oY: = z Vir Ve 


| 
| 
} 
| 
| 
folgen die drei Gleichungen: | 
; wo die U,x die Unterdeterminanten von /;, der Hesse’schen Deter- | 
minante bedeuten. — Also hat man fiir die Gerade xy oder J, die 
(ileichung: | 
@ (xyz) = LU % (a2). | 
Wendet man nun auf | 
x Vix, (a2): | 
z 
den Satz an, dass die Summe der drei Producte entsprechender Unter- | 
determinanten der Reihenpaare: | 
} 
| My My Gy | | % By : | 


| und 
i b, b, b, | & 2 ey 


~"SSo-—7 


7 
| 
gleich ist: 
| 

le b, — dz be, 

} 


so erhilt man: 
| inf; eae, | 
X Ux (%2)i Ye = | V2 h, Gz A, Ay 
sd | Ys f; Ay A, 
oder symbolisch : 
o (xyz) = (yfa)-dz-a,. 





Schreibt man das Quadrat dieses Ausdrucks in der Form: 
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v; f Ay A; My 0 0 0 
V» fm Ay A; My O 0 i) 
: a Vs [; Ay As As 0 0 0 
— = hia fie fis 1 72 ?3 . 
fie fa fv hi fy hs 
his hes tes Me As Ay Ay G:Ay Ay Az Ay 


so liisst sich durch Umformung der Determinante folgende Form er- 
reichen: 
o? (ayz)? = { A {vi f (we) — 27-7: f (@2) + v2 f(@*)} 
: L +0 ff (2°) f (ae?) — f? (as)$. 
Da aber in unserem Falle 0 = 0 ist, so liisst sich das Quadrat 
der Linie J, in der Form geben: 
(3) Jy? = vif (a2*) — 2yey:f (we) + v2 f(@) = 9, 
eine Form, aus der unmittelbar hervorgeht, dass die innere Polare 
fiir die Schnittpunkte P, von C* und FE? eine Doppelgerade wird; 
denn sobald ich f(#*) = O setze, geht die vorstehende Gleichung in 
die der inneren Polare eines auf C* gelegenen Poles iiber. 
Ks ist nun leicht, die Gleichung fiir JJ, in die Form zu kleiden: 
vy — A (ayz)? = 0, 
denn fiir 
9 
R= — 
T- 
geht die vorstehende Gleichung durch Unterdriickung des Factors A 
iiber in: 





3 yz f (a2*) — 6 yey: f (a2) + 42 f(a*) = 0, 
und damit ist bewiesen, dass J,J, durch y, S, harmonisch getrennt 
werden. 

Aus dieser neuen Form: 

fort + & (omy = 0 
der Geradenpaare JJ, erkennt man, dass ein Zusammenfallen dersel- 
ben in eine Gerade im Allgemeinen nur dann stattfinden kann, wenn 
entweder f = 0 ist, was die sechs Geraden S, liefert, oder wenn 
(xyz) = 0 ist, d. h. wenn 2 auf y riickt, also einer der beiden 
Schnittpunkte @,@’ von EL? und y ist; fiir diesen letzteren Fall geht 
JJ, in die doppelt zu rechnende Gerade y itiber. 

Dem Punkte @, als Punkt von E? betrachtet, entsprichi der 
Punkt @’, als Punkt von y betrachtet, und umgekehrt, denn: @, o 
sind die einzigen Punkte auf y, deren Polarkegelschnitt von dieser 
Geraden beriihrt wird; es seien @, , @, diese beiden Beriihrungs- 
punkte, dann geht die erste und zweite Polare von @ beziiglich a’ 
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durch @, bez. o,’, also auch die zweite und erste Polare von a, , @,’, 
durch bez. @, w’; daher miissen @,,@,’ Punkte von E? sein, d. h. 
mit @,@° zusammenfallen, und zwar muss, da @, @’ beliebig gegen 
C* liegen und deshalb nicht von ihren eigenen Polargeraden aufge- 
nommen werden, @, nach @’ ,@, nach @ fallen. 


Von der Curve J,°, welche von der inneren Polare umhiillt wird, 
wenn der Pol sich auf dem Kegelschnitte [? fortbewegt. 


28. Wie die Sehnenpaare SS, eine Curve wnhiillten, wenn ihr 
Pol auf C* sich fortbewegt, so umbhiillen auch die Paare JJ, eine 
Curve, wenn der Pol sich auf EK? forthewegt. Zur Herstellung der 
Gleichung dieser Curve dient uns das System: 


(1) Bye de a2 — Oy, y.d,02 + 4y2 a2 = 0, 
(2) Vx = (Yo)y = (aby) (al) a, by, 

(3) uw =O , a 0, 

(4) “=0 , m=—Q. 


Die Identitiit (2) ersetzt mit Hiilfe von y, = 0 die Gleichung des 
Kegelschnitts H?; driickt man vermittelst derselben die «; in (1) durch 
die y; aus, und vermittelst (3) die y; durch die (wy);, so hingt (1) nur 
noch von den uw; und zg; ab; die z; aber driicken sich wegen (4) durch 
(mu); aus, wo m,=O eine ganz beliebige Gerade bedeutet; durch 
diese Operationen wird (1) in eine Gleichung achten Grades fiir die 
u; und zweiten Grades fiir die m; iibergefiihrt; wir werden zeigen, 
dass dieselbe den Factor (ymw)* enthilt, die durch JJ, umhiillte Curve 
also von der sechsten Classe ist*). Betrachten wir die drei Terme in 
(1) einzem: der letzte Term der Gleichung (1): 4y.° a3 erhiilt den 
Factor (ymu)? direct; die beiden ‘Terme 

3 y2 de a2 — 6 Ye Ys A; a2 
= 3 y2 az (amu)? — Oy. ai (yme) (amu) 
kann ich mir entstanden denken aus 
P = a, a, (am), 


indem ich einmal darin setze a, = (amu), das andere Mal a, = a.,, 
und mit bez. 3y3, — Oy. (ym) multiplicire. 

Diesen Ausdruck LP wollen wir betrachten: mit Hiilfe von (2), 
wo ich an Stelle der symbolischen Buchstaben a,b die symbolischen 
Buchstaben ) , ¢ geschrieben denke, wird 


P = ay, (amu) a, = (abe) (ybe) (amu) b, ¢ az; 


*) Die Herausschaflung des quadratischen Factors (ymw)? verdanke ich wesent- 
lich einer Mittheilung des Herrn Clebsch. 
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setzt man symbolisch 
A (y®) = a} = (abe)* a,b,c,, 
so wird 
(amu) (ybe) (abe) a,b,c, = 4 (ymu) a}. 

Polarisire ich die beiden Seiten dieses Ausdrucks nach z, d. h. 
bilde ich die Summe ihrer nach den y; genommenen Differentialquo- 
tienten, jeden multiplicirt in das entsprechende z;, so spaltet sich die 
linke Seite in drei Theile, von denen aber zwei sich nur durch die 
verschiedene Bezeichnung ihrer symbolischen Buchstaben unterschei- 
den, und deshalb einander gleich sind, und setze ich weiter: 


Q = (abe) (ybe) (amu) by ¢, dy , 


P + 2Q = aj a, (ymu). 
Die directe Betrachtung von P und Q giebt aber: 
P — Q = (abe) (ybe) (amu) by {ey a, — ay} 
und, indem ich den Werth von y in die Klammer einfiihre und die 
Identitat benutze : 
P — Q = (abc) (ybe) (amu) by {(cau) y. + (acy) u}. 

Durch Vertauschung von a mit b im zweiten Term der rechten 
Seite, Anwendung der Identitit, und EHinfiihrung des Werthes von y 
aus (3) erleidet derselbe folgende Uminderungen: 


(abe) (ybe) (amu) b, (acy)u, 
= } (abe) (ybe) (acy) uz {(amu) by — (bmn) a,\ 
= (abe) (ybe) (acy) uz { (abu) my + (amb) uy) 
= (abe) (ybe) (acy) (ban) (ymu)u, 
und es wird nun: 


P — Q = (abe)(ybe) (amu) (can) byy, + 4(abe) (ybe) (acy) (ymu) (ban) u, , 
woraus sich nach der Bezeichnung in N°. 26 ergibt: 

3P = (ymu)aj a. + u.(myu) S(wy*) + 2, (abe) (bey) (ame) (car) b,; 
leitet man hieraus die Werthe fiir 


so erhalte ich 


(amu) az, az,(amu) 
ab, so gehen die beiden ersten Terme von (1) iiber in: 
yz (ymu)(P, — 2P;) + 2y.(ymu)* [uz S (uy?) — A(y*2)| 
a P, = a} (amu) , 
P,, = (abe) (bey) (amu) (can) (byr). 
Es bleibt nur iibrig aus 
P. —— 2 P, 


den Faetor (yma) herauszuschaffen. Nun ist: 
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P, = aj(amu) = (abc) . (byw) . (amu) . (cpr). 
Ist ferner M der identisch verschwindende Ausdruck 
M = (abe) (byu) (amu) { (abe) (eyu) — (bey) (cau) — (ube) (cpu) } 
= (abc) (byu) (amu) (ebe) (ayu) =0, 
so diirfen wir -setzen: 
P, — 2P, = M — P, + (abe) (byu) (amu) (ube) (eya) 
= (abc) (aye) (cebu) (ban) (ymu) = — (ymu) S(u? y) 
und nach Vertauschung von a und 6 in P,: 
= (abe) (ube) (cya) { (byw) (amu) — (ayn) (bmn) \ 
= (abc) (ube) (eyu) (ymu) (bar) , 
also geht (1) iiber in: 
(ymu)? {2y2[Us2S(uy*) — A(y?a)] — yeS(wy) + 4f(@*)}. 

Die Gleichung fiir die umhiillte Curve J,° wird erhalten, wenn 
man den zweiten Factor mit 0 vergleicht, und die a; darin durch die 
yi, letztere aber durch die y;, u; ausdriickt, d. h. wenn man das System 
der Gleichungen (1). . (4) ersetzt durch das folgende: 

272 [U2S (uy?) — A(xy’)| — y2S(wy) + 4/(@*) =0, 
war; = (aby) ayby (ab), 
uy =0, vy =9, 
dann liefert die Elimination der x; und y; als Gleichung fiir J,°: 


{(aby) (abu) (ayu)(byu)S(uy?) 
ce | — (ayu)?(aby) (abe) (ayu) (byw) } 2 (edy)? (eyu) (dyu) 
— S(u?y) (aby)? (apn) (byu) (ed)? (epu) (du) 

| + 4(abe)(ade)(agh)(yhe)(yde)(ygh)(byu) (eyu)(dyu) . (eyu)(gyu)(hyu). 

Dies lehrt, dass die von den Geradenpaaren JJ, um- 
hiillte Curve von der sechsten Klasse ist: J,°. 

Die Gleichung der Curve nimmt eine viel bessere Gestalt an, wenn 
man die y nicht durch ihre aus (3) gegebenen Werthe ersetzt. Indem 
man zwei der symbolischen Factoren von a? durch (2) behandelt, er- 
halt man: 

a? = 4B} aj &, — Za, 9,9, wo 33 = (aby) azbz. 

Fiihrt man die Zwischenform ein: 

T, = tj = (abu) (aby) a,b, 


und setzt A(a) = «, so geht nun die Gleichung fiir J,° tiber in: 


{1 S(wy") — 4a} ta} 203 — Sw, 7) 930% = § a3 9,19 
oder: 
O = {r,S(uy*?) — f(ayu)? te} 2(dyu) — Suey) (Pyu*) (Oyu)? 
— s(ayu)(Pyu) ts. 
8 


Mathematische Annalen IT. 
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Bestimmung des Grades von J,°. 


29. Da J® von der sechsten Classe ist, durch einen Punkt von y 
aber nur 2 Tangenten von J*, nimlich das Paar JJ, gehen, so ist y 
eine vierfache Tangente; dies lehrt auch die in 28. abgeleitete Form 
der Gleichung fiir J,°, worin jeder Term mindestens 4 Determinanten 
mit den Reihen y;, «; besitzt. Wir haben nun cben (Nr. 27.) gesehen, 
dass nur fiir die beiden Punkte @, w’ das entsprechende Paar JJ, in 
die Gerade y fallt, folglich hat J® mit y keine anderen Beriihrungs- 
punkte @, w’; in jedem dieser Punkte muss man sich also 2 Beriihrungs- 
punkte von y vereinigt denken. Nun sind @, w’ entweder hohere 
Wendepunkte von J®, oder Punkte, in denen sich 2 Zweige der Curve 
beriihren; der charakteristische Unterschied beider Fille besteht darin, 
dass im ersten eine durch @ oder ’ gelegte Gerade G, die nicht mit 
y zusammenfallt, die J* in @ oder ow’ in einem einfach zu rechnen- 
den, im zweiten Falle in einem doppelt zu rechnenden Punkte schnei- 
det. Es muss der letztere Fall eintreten, weil bei der Annahme des 
ersteren y sich als héhere als vierfache Tangente ergeben wiirde. Die 
Punkte wo’ zihlen fiir 8 Schnittpunkte von y mit J®; nun haben wir 
oben gesehen, dass es noch 6 Geraden S, gibt, in welche 6 Paare JJ, 
hineinfallen, dieselben kénnen keine Doppeltangenten sein, weil eine 
Curve sechster Classe nicht eine vierfache (— 6 Doppeltangenten) und 
noch 6 Doppeltangenten besitzen kann; daher sind die Schnittpunkte 
dieser 6 Geraden S, mit y die Punkte, in denen J,* von den S, be- 
riihrt wird; andere Punkte von J* kann es nicht auf y geben, weil 
durch diese dann ein zusammenfallendes Paar JJ, gehen miisste, was 
aber, wie oben gezeigt worden, unmdglich ist. Also schneidet y die 
J® in 14 Punkten, d. h. J® ist vom vierzehnten Grade. 


Die Curve, welche umhiillt wird durch die Verbindungslinie J, 
eines auf E” gelegenen Poles P und den Scheitel des zugehérigen 
Geradenpaares J.J,. 


30. Die Geraden J,, d. h. die Verbindungslinien der Punkte x 
auf EK? mit den entsprechenden y auf y (18.) umhiillen eine Curve, 
deren Gleichung sich leicht aus folgendem System ergibt: 

Az My Aj = “Yi, 
u=0, uw =—0, w=, 
woraus man zuniichst durch Elimination der « erhilt 
ty = (abu) (aby)a,b, = 0 


(tyu)? = (abu) (aby) (ayu) (byn) = 0, 
was eine Curve dritter Classe J,° vorstellt, welche y zur Doppeltan- 


und dann 
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gente haben muss; das lehrt erstens die Gleichung direkt und ferner 
die Betrachtung, dass durch jeden Punkt von y nur eine Tangente J, 
geht; die Punkte w, w’ sind die Beriihrungspunkte der Doppeltangente, 
weil wir am Ende von Nr. 27. gesehen haben, dass dem Punkte a, als 
Punkt auf E? betrachtet, der Punkt ,, als Punkt auf y betrachtet, 
entspricht, und umgekehrt; daher ist @@, die durch @ bestimmte Ge- 
rade J), und @,@ die durch , bestimmte Gerade; @, w, sind also 
die beiden Punkte auf y, deren Gerade J, in die Doppeltangente y 
fallt, d. h. die’ Beriihrungspunkte derselben. Da J, eine Doppeltan- 
gente hat, so muss sie nothwendiger Weise von der vierten Ordnung 
sein. 


Anmerkung. Durch jeden Punkt §§ der Ebene gehen also drei 
Geraden J,; ein Kegelschnitt, beziiglich dessen y harmonische Polare 
von § sein soll, enthalt noch drei Willkiirlichkeiten, da die Coefficien- 
ten dieses Kegelschnitts zwei linearen Bedingungen unterworfen sind; 
daher sind irgend 3 Geraden der Ebene stets Tangenten eines bestimm- 
ten Kegelschnitts, beziiglich dessen $3 der Pol von y ist; wihlen wir 
hierzu je eine Gerade der 3 Geradenpaare JJ,, welche zu den drei 
durch $ gehenden Geraden J, gehdren, etwa J; ist alsdann J’ die 
zweite Tangente, welche sich von dem Schnittpunkt der Geraden JJ, 
an den Kegelschnitt ziehen liisst, so sind JJ, J’y 4 harmonische Strah- 
len; aber JJ,J,y sind es ebenfalls, folglich ist J’= J, d. h. die Ge- 
radenpaare JJ,, welche dreien durch einen Punkt $ der Ebene gehenden 
Geraden J, entsprechen, beriihren einen Kegelschnitt, fiir welchen y 
die Polargerade von § ist. 


31. Fassen wir die in den beiden letzten Nummern erhaltenen 
Resultate zusammen, so kénnen wir sagen |St. § 15, III; pag. 41]: 


Alle Paare von Geraden J und J,, in welche die innere 
Polare J* zerfaillt, wenn der Pol Pin der Curve E? liegt, be- 
riihren eine Curve sechster Classe J® und 14'e" Grades, 
welche die sechs Sehnen S, zu Tangenten, ihren Schnitt 
mit y zu Beriihrungspunkten, und die Gerade y zur vier- 
fachen Tangente hat. Die Curve J® beriihrt jedoch die 
Gerade y nicht in vier, sondern nur in zwei verschiedenen 
Punkten, aber in jedem doppelt, so dass sie sich in jedem 
derselben selbst beriihrt, und zwar sind diese zwei Punkte 
zugleich die gemeinschaftlichen Punkte der Curve EF? und 
der Geraden y. Wird eine dritte Gerade, J,, durch den 
Pol P (mit den zugehérigen Geraden J und J,) und durch 
den Schnittpunkt vonJ und J, gezogen, so ist ihr Ort eine 
Curve dritter Classe und vierten Grades, welche die Ge- 
rade y zur Doppeltangente hat, und zwar sie in den eben 
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genannten zwei Punkten beriihrt. Daher ist das ganze 
System der verschiedenen Paare Gerade J und J, auch so 
beschaffen, dass jeder Punkt $ der Ebene im Allgemei- 
nen der Pol von y in Bezug auf einen Kegelschnitt ist, 
welcher 3 der genannten Paare beriihrt, und zwar dieje- 
nigen 3 Paare, welche den durch den Punkt $ gehenden 
drei Geraden J, entsprechen. 


Die gemeinsamen Tangenten von J® und C* [St. § 15, IIT; pag. 42]. 


32. Wenn J eine Gerade der inneren Polare JJ, eines auf FE” 
gelegenen Poles ist, welche gleichzeitig C* beriihrt, so folgt aus 15. 
II., dass die zu J conjugirte Gerade, d. h. J,, ebenfalls eine Tangente 
von C*, d. h. eine gemeinsame Tangente von J° und C® ist. Also: 


I. Die 36 gemeinschaftlichen Tangenten der Curve J® 
und der Basis C* bestehen aus 18 Paar zusammengehiri- 
gen Geraden J und J,, denen auf EF? 18 Punkte P, entspre- 
chen, als Pole der mit jenen Geradenpaaren zusammen- 
fallenden inneren Polaren. 


Die 18 Verbindungslinien der Punktepaare, in denen C* von den 
JJ, beriihrt wird, sind Sehnen ©, deren Pole oder mittlere Punkte 
auf EK? liegen; es sind dies die eben erwihnten Punkte P; diese 18 
Sehnen © haben mit den in 19. erwiihnten Sehnen S, die Eigenschaft 
gemein, dass die in ihren Endpunkten gelegten Tangenten von C* 
sich auf y schneiden. Andere Punkte auf E?, durch welche Sehnen 
der eben beschriebenen Art gehen, kann es nicht geben; denn die 
Annahme der Existenz fiihrt stets darauf, dass diese Punkte entweder 
unter die bereits gefundenen Punkte P, oder unter die Punkte P, 
za rechnen sind. 


II. Die sechs Punkte P, (19.) und die 18 P, sind also 
diejenigen ausgezeichneten Punkte auf E?, durch welche 
Beritihrungssehnen gehen. 


Endlich kénnen wir sagen, in Anbetracht des Umstandes, dass 
die Lage der Geraden y gegen C® eine ganz willkiirliche ist: 


Ill. Auf jeder beliebigen Geraden G in der Ebene 
schneiden sich 18 Paare von Tangenten einer C? der Art, 
dass die 18 Geraden, welche die Tangentenpaare mit G 
harmonisch trennen, die entsprechenden 18 Verbindungs- 
linien der Beriihrungspunkte eines Paares in 18 Punkten 
schneiden, die auf einem Kegelschnitt liegen, welcher die 
zweite Polare von G in Bezug auf C®* ist. 
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Die gemeinsamen Tangenten von J° und S,°. 


35. Es ist oben gezeigt, dass y eine vierfache Tangente von J° 
und eine dreifache von S,° ist, also 12 gemeinsame Tangenten beider 
Curven repriisentirt; dass ferner die sechs Geraden S, gemeinschaft- 
liche Tangenten beider Curven sind; die fehlenden 18 gemeinsamen 
Tangenten ordnen sich zu 9 Paaren JJ, zusammen. Denn wenn die 
Gerade J gleichzeitig eine Sehne S,, d. h. eine Tangente von S,° ist, 
also J = S,, und a,c die Endpunkte, } den mittleren Punkt von S, 
auf C* bedeuten, und ferner a, b, ¢, die entsprechenden Schnittpunkte 
von J, mit C% sind, und P der zu JJ, gehérige Pol, so liegen bPb, 
auf einer Geraden und diese ist die Polargerade des Punktes P,, in 
welchem sich JJ, schneiden; denn } als mittlerer Punkt von S, (21.) 
und P als entsprechender Punkt von P, in Bezug auf E? und y (18.) 
gehéren der Polargeraden von P, an, also auch b,, folglich ist P,b,, 
d. h. die Gerade J,, eine Tangente von S,° gemiiss der friiher ange- 
gebenen Construction. Also kénnen wir sagen: 

Von den 36 gemeinschaftlichen Tangenten der Curve 
J®* und der obigen Curve S,° fallen 12 auf die Gerade y, 6 
andere sind jene besonderen Sehnen S,, und die noch iibri- 
gen 18 bestehen aus 9 Paar zusammengehdriger Geraden 
J und J,, 

und in Hinblick auf die Entstehung von EZ? als Umhiillte siimmt- 
licher Polargeraden der Pole, die auf y legen: 

Es giebt 9 Punkte P auf E?, fiir welche eine der drei 
durch sie gelegten Sehnen mit der Tangente in diesen 
Punkten zusammenfallt. 

34. Wir haben im Vorhergehenden sechs Sehnen S, und 18 Seh- 
nen © kennen gelernt, deren Pole oder mittlere Punkte auf E? lie- 
gen, und fiir welche die in den Endpunkten gezogenen Tangenten 
sich auf y schneiden. Suchen wir allgemein die Curve zu bestimmen, 
welche von den durch die Beriihrungspunkte a, a, irgend zweier auf 
y sich schneidenden Tangenten AMA, von C* gelegten Sehnen © um- 
hilt wird. 

Bedeuten x,z die Punkte a,a,, y den Schnittpunkt ihrer Tangen- 
ten AY, auf y, also wz die Sehne ©, deren Coordinaten mit w; be- 
zeichnet werden moégen, so ist: 

ai = (0, 3 = 0, t, = (), u, =O, 
aza, = 0, b? b, = 0, Vy = 0. 
Die Elimination von y aus den letzten drei Gleichungen liefert: 
= (aby) a2b? = § (az b? — a? bi) (aby) 
0 = a, b; (az b: — bz a.) (aby), 
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oder, da vermége uz = 0, u, = 0: 

u& (arb, — bz a,) = (abu 

0 = a,b, (abu) (aby), 
d. h. die Punkte z,z sind harmonische Pule des bereits friiher einge- 
fiihrten Kegelschnitts: 

t= = (abu) (aby) azb, = 0. 

Dieser Kegelschnitt ist fiir jede Sehne w ein anderer; wir kénnen also 
sagen: 

Jede Sehne u = 6 schneidet die Basis C* so, dass eines 
ihrer drei Schnittpunktenpaare harmonische Pole von #2 =0 
werden. 

Diese Eigenschaft nun reicht hin, um die Gleichung mit Hiilfe 
des von Herrn Clebsch im 68" Bande des Crelle’schen Journals 
pag. 162 gegebenen simultanen Formensystems zweier biniiren For- 
men bez. 2'" und 3'* Grades auf elegante Weise abzuleiten. Hierzu 
schalten wir folgende Betrachtung ein: 

Es sei w eine binaire Form dritten, und v = ax + 2Bay + yy® 
eine solche des zweiten Grades; sie mégen symbolisch dargestellt sein 
durch: 

w= (w, 2 + w,y)®? = (w, x + wy)’ 
v= (2 + my)? = (oe + vy)? = ("c+ 1y'y)? 
Durch Einfiihrung der linearen Transformation: 


V2a-§ = ax + (B—YD)y, 
V2e-y= ax + (B+) D)y, 


deren Determinante 


1 
er /. 
jst, wo 
(1) D= § — ay =} (wl = (v, v,' — 0,’ 
erhalt man 
v = 2&y 


w = af + 3b8?q + 3cky? + dy’. 
Diese beiden Formen stellen uns, mit 0 verglichen, ein Punkte- 
paar v = 0 und drei Punkte, also auch drei Punktepaare w = 0 vor; 


die Bedingung, dass eines der letzteren das erstere harmonisch trenne, . 


ergiebt sich daraus, dass in diesem Falle 
ag* + 3b&y + 3céy? + dy = 0 
fiir + 4 bestehen muss; das liefert 
: a& + 3cn = 0 
3b— + dy =O 
(2) ad = 9be. 
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Die letzte Coefficientengleichung giebt also die gesuchte Bedingung. 
Herr Clebsch bezeichnet symbolisch: 


3) {kK = (wv) (w'v’)? (we) (w' v”) 

- \J = 4 (wo)? (we) (w'r) 

wo (wv) = W,v, — 0, W, ete. 

zu setzen ist. Bildet man sich diese Invarianten nach der fiir die- 
selben in nicht-symbolischer Form gegebenen Definition fiir unsere 


transformirten Formen, und bezeichnet dieselben mit K’, J’, so erhiilt 
man: 


K’=8be , J’ =be—ad, 


woraus man nach Elimination der Gréssen ad und be mit Hiilfe von 
ad — 9be = 0 die Gleichung erhilt: 
— J’ = K’. 
Da aber nun FR die Transformationsdeterminante ist, K aus 6 und J 
aus 4 symbolischen Determinantenfactoren besteht, so hat man: 
K’=RK , J’ = Rd, 
so dass man unter Benutzung von 


?D = | 
erhiilt: 
(4) JID+ K=0 
als Bedingung, dass irgend zwei der Punktepaare v = 0, w =O sich 
harmonisch trennen. Nun folgt aus der Theorie der symbolischen 
Darstellung algebraischer Formen die Giiltigkeit folgender Betrach- 
tung: - 

Ist v2 = 0 ein Kegelschnitt und w} = 0 eine Curve dritter Ord- 
nung, welche beziiglich durch das auf wu, = 0 gelegene Punktpaar 
v = O und den auf uw, = 0 gelegenen Punkttripel w —0 gehen, so 
wird die Bedingung, der die Coefficienten von vi; und w; zu geniigen 
haben, aus : 


JID+K=0 


erhalten, wenn man in dieser, vermége (1), (3) in symbolischer Form 
dargestellten Gleichung die zweireihigen Determinanten (wv), (w’v’), 
(wv) ete. durch beziiglich die dreireihigen (wvw), (w’v’u), (wu) ete. 
ersetzt. Auf diese Weise geht (4) tiber in: . 


5 4 (vv'w)?-(we'u)? (wou) (w'o"u)) 0 
(©) + (wou)? (w'r'u)? (wou) (w'v’u)f 

eine Gleichung, die, wenn man die wu; als laufende Liniencoordinaten 
ansieht, eine Curve sechster Classe vorstellt, und den Satz enthialt: 
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Die Gerade, welche eine gegebene Curve dritter Ord- 
nung C* stets so schneidet, dass irgend zwei der Schnitt- 
punkte harmonische Pole eines gegebenen Kegelschnitts 
C* sind, umhiillt eine Curve sechster Classe. 

In unserm Falle nun ist der gegebene Kegelschnitt C? ersetzt 
durch 

i = t? = t? = (abu) (aby) a, bz = 0, 
dessen Coefficienten selbst noch linear von der Geraden wu abhiingen, 
wogegen die Curve dritter Ordnung unsere gegebene Curve ist. Behal- 
ten wir daher fiir letztere die alte Bezeichnung durch a? = b? = c} = 0 
bei, so geht (5) tiber in: 
6 } (tt'u)?- (abu)? (at"u) (btu), __ 
(©) + (atu)? (btu)? (atu) (bt’u)f 
und diese Gleichung ist, da sie vom dritten Grade in den Coefficien- 
ten von #2 ist und diese linear von den u; abhiingen, vom neunten 


-in den wu; und stellt die Umhiillte der oben definirten Sehnen © dar. ~ 


Wir haben also den Satz [St. § 15, IV; pag. 43]: 

Alle Sehnen G, welche die Beriihrungspunkte je zweier, 
auf y sich schneidenden Tangenten von C® verbinden, um- 
hiillen eine Curve neunter Classe ©’. 

35. Betrachtet man den Biischel der der Geraden y zugeordne- 
ten Polarkegelschnitte mit den Grundpunkten q, 7, s, t, so sind die 
sechs Seiten des hierdurch bestimmten vollstiindigen Vierecks die drei, 
dem Schnitt X’, Y’, Z’ der Hesse’schen Determinante A = 0 mit 
y entsprechenden Polarkegelschnitte, welche ja in Geradenpaare zer- 
fallen, deren Scheitel beziiglich die Punkte X, Y, Z, d. h. die Punkte 
sind, in denen A = 0 und £? sich beriihren (27.). Die Beriihrungs- 
punkte der Tangenten, welche sich von einem der Punkte X’, Y’, Z’ 
an C® legen lassen, liegen also zu je 3 auf zwei Geraden; jede dieser 
Geraden wird daher bei Umhiillung von ©° dreimal erzeugt werden, 
weil dieselbe nicht ein, sondern drei Punktepaare aufweist, deren 
Tangenten sich auf y schneiden. Diese sechs dreifachen Tangenten 
ordnen sich paarweise zusammen; die Schnittpunkte der drei Paare 
sind die Punkte X, Y, Z, in denen A und E? sich beriihren, und 
von denen wir wissen, dass sie die den Punkten X’, Y’, Z’ conju- 
girten Punkte von A sind, d. h. die Punkte, in welchen A von den 
Polargeraden von X’, Y’, Z’ beriihrt wird. 


Gemeinsame Tangenten von (* und 6°. 


36. Um nun einen Einblick in die gemeinsamen Tangenten und 
etwaige Beriihrung der Basis C* und 6° zu erhalten, schlagen wir 
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ein analoges Verfahren, wie in 24. ein, d. h. wir ersetzen in der 
Gleichung von 6° 
JID+K=0, 
wo D = 4 (tt'u)? , J = 4 (abu) (atu) (btu) 
K = (atu)? (btu)* (at’u) (btu) 
# und transformiren die erhaltenen Ausdriicke 


i 


die «; durch f; = 4 
unter steter Beriicksichtigung von 
al = f(z*) = 0. 
Unter dieser Voraussetzung wird 
t= = (abf) (aby) azbz = 4 Ayr 
tety = 4 Ay ye — § WA, 
oA 
wo A, =42 ou, Yi- 


Ferner setzen wir symbolisch: 
A? = (abA)* arb; yi 
AB = (ab) (aby) arbsyr 
B*? = (aby) a,b, Q’. 


Dann wird: 


1 3 
= — jog 4°72 


J 
D=—4(4—3) 
K =} 82 (AS)? — {ABE (ERP) (QU) +4 Atk (ttf) (ttf) 

= yy A?y3 (Atl)? — J At pete (tf) (AUT) + 4 B*te be (HN) (EE) 

o a BY 
= yy Aty? (Ath)? — aby (A — 5) A? 9 
Nun ist: 
(Atf)? yz = (Ath) (Ate) b2 2-72 
= {(bcA) (bet) te-A — 4 (be)? t2 — 4 (bet)? A) beceys 


-(2-#-9a-@- 9: 


2 6 6 1 2 3 


Setzt man diese transformirten Werthe von D, J, K in 


ID+K=0 
ein, so erhilt man 
A*y, : 
ID+ K = — 55, (A— BY = 0; 


(A — BY ist aber bis auf einen numerischen Factor weiter nichts, 
als das Quadrat der mittelst f/— 0 umgestalteten Functionaldetermi- 
nante @ von 
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f(x), A@"*), ve, 
d. h. es ist 
yp’ = (yAf) = — 4 (A— BY. 

Diese Curve (x!) = 0 schneidet, wie Herr Hesse angegeben, 
und wie wir auch direct zeigen wollen, die Curve C* in den Be- 
riihrungspunkten a, der 12 von a,, d. h. dem Schnitt von y und 
C* médglichen Tangenten %,, deren Beriihrungspunkte nicht auf y 
liegen. Dieser Nachweis lisst sich so fiihren: 

Das Product der drei Polarkegelschnitte des Schnittes von y mit 
C® ist das Eliminationsresultat aus den Gleichungen: 

a=0 , w=O9 , aia =0, 
und ist demgemiiss dargestellt durch: 
(arf) = (avd) (ave) (apd) U: 2 dz, 
indem man auf (ayc) (ayd) c, d, den Productsatz anwendet und 


f(@*) = 0 
beriicksichtigt, erhalt man: 
(ayf)® = (ayb) b3 c,d, ((edy) (eda) az -Yx | 
— 4 (edy)? -a2 — 4 (eda)?-y3J 


Vertauscht man im ersten Term dieses Ausdrucks successive a mit 
c, a mit d, addirt die neu entstandenen Terme zu dem urspriinglichen 
und dividirt durch 3, so nimmt der erste Term die Gestalt an: 

4 {(ayb) (edy) — (cyb) (ady) — (dyb) (cay)} (eda) arezdzbiys 
verschwindet also, da nach der zweiten Form der Identitiit die { } 
iibergeht in 

(yyb) (eda) = 0. 
Der zweite Term ‘ 
— 4 (ayb) (edy) az bi c, dz 

verschwindet ebenfalls, weil er in Folge von b2b; = a2.a; = f; tiber- 
geht in 

— 4(frf) (edyy azbiczd, = 0. 
Es wird also: 

(arf)? = 4 72: (acd) (aby) - b: cz ds 


und da 

A = (acd)* az ¢z dy 
also 

A; as (acd)* Cz d, A, 
so wird: 


(arf)? = $7: (Af). 
(Afy) = 0, d. h. die = 0 gesetzte Functionaldeterminante von /, A, yx 
geht durch die 12 Punkte, in, denen die 12 Tangenten, welche durch 
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die drei uw, gehen und ihre Beriihrungspunkte nicht daselbst haben, 
beriihren.. Die Beriihrung der drei Polarkegelschnitte der u, mit C* 
in den Punkten a, selbst, wird durch den quadratischen Factor y; in 
(ayf)® angezeigt. Nun ist 

gy = (Afr)? = (ahy) (dA?) az bi, 
was unter Anwendung des Productsatzes tibergeht in: 
— $(abdA)- a,b. yi — 4 (aby)? az bx A? + (abd) (aby) az be ye A 


=—}A?—}5 B+ AB= — } (A— B) 
Also ist die Behauptung erwiesen: 
yp = (yAf) = — 4 (A— BY. 


Somit ist der Ausdruck JD + K vermige f= 0 bis auf einen 

numerischen Factor iibergefiihrt in 
A*y, Q’, 

und diese Transformation lehrt, dass, weil A in der dritten Potenz 
auftritt, C> und S® sich in den Wendepunkten von C* beriihren; dass 
ferner wegen des quadratischen Factors g*, die beiden Curven sich 
in jenen eben definirten Punkten a, beriihren, und endlich wegen des 
Factors y,, dass beiden Curven die Tangenten A, in den Punkten a, 
gemeinsam sind. — An sich sagt der Factor g* nur aus, dass die %, 
unter den gemeinschaftlichen Tangenten von C* und 6° doppelt ziih- 
len; es wiire also denkbar, dass die %, Doppeltangenten von ©°® sind, 
deren Beriihrungspunkte nicht auf C* liegen; dann aber hitte 6° 
6 dreifache und 12 Doppeltangenten, was zusammen 30 Doppeltan- 
genten reprisentirt, und das Maximum der midglichen Doppeltangen- 
ten um 2 tiberschreitet. Daher haben wir das Resultat [St. § 15, IV; 


pag. 44]: oe 
Die Curve 6° beriihrt die Basis C* in ihren 9 Wende- 
punkten w, sowie in den 12 Wendepunkten a,. — Die 54 


gemeinschaftlichen Tangenten beider Curven bestehen: 
1) aus den 9 Wendetangenten W der C%, jede dreifach ge- 
zihlt; 2) aus den 12 Tangenten %,, jede doppelt gezahlt, 
und 3) aus den drei Tangenten Ay der C*® in ihrem Durch- 
schnitt mit y, was zusammen 54 ausmacht. 


Die gemeinsamen Tangenten von S,° und 6°. 


37. Die Curven S,° und ©® beriihren beide die Basis C* in den 
Wendepunkten, daher zihlen die neun Wendetangenten fiir 
18 gemeinsame Tangenten jener Curven; ferner sind die 
drei A, Doppeltangenten von S,° und einfache Tangenten 
von 6°, also gleich 6 gemeinsamen; endlich sahen wir gleich zu 
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Anfang (19.), dass die in den Endpunkten der Sehnen S, gezogenen 
Tangenten sich auf y schneiden, oder, was dasselbe ist, Tangenten 
von S° sind, und die Beriihrungssehne S, Tangente von S,° ist, also 
sind die 6 S, gemeinsame Tangenten von S* und ©*. Daher 
kennen wir im Ganzen 30 gemeinsame Tangenten; die iibrigen 24 
sind die von Steiner erwihnten Sehnen 6, [St. § 15, II, 3; 
pag. 39 und § 15, IV; pag. 44.], von denen unten (40.) die Rede sein 
wird, von denen wir jedoch schon das aussagen kénnen, dass diesel- 
ben C* so schneiden, dass eines der drei durch den Durchschnitt be- 
stimmten Tangentenpaare von C* seinen Schnittpunkt auf y hat. 


38. Zieht man von einem auf y gelegenen Punkte q die sechs 
Tangenten, so bestimmen die 15 Verbindungslinien der sechs Beriih- 
rungspunkte p 15 Tangenten von 6°; man kann also auf diese Weise 
fiir jeden Punkt von C* fiinf Tangenten von S*® construiren, indem 
man die Tangente in diesem Punkte construirt, ihren Schnittpunkt mit 
y sucht, und die Beriihrungspunkte der fiinf andern durch den Schnitt- 
punkt gehenden Tangenten mit dem auf C* angenommenen Punkte 
verbindet; ist g der Schnittpunkt einer Wendetangente mit y, so fal- 
len von den sechs Punkten p zwei zusammen, in den Wendepunkt w; 
die vier iibrigen seien mit » bezeichnet; daher fallen auch von den 
fiinf Tangenten, welche die obige Construction fiir die Punkte » lie- 


fert, jedesmal zwei zusammen in die Gerade wy, d. h. die » sind 
Punkte von S® und wp ist ihre Tangente; da es neun Punkte w giebt, 
und sich jedem derselben vier Punkte » zuordnen, so erhalten wir 
durch diese Betrachtung im Ganzen 36 Punkte von ©. Also erhal- 
ten wir das Steiner’sche Resultat: 

Wird jede Tangente der C*, welche sich mit einer ihrer 
neun Wendetangenten @ auf y schneidet, durch %, und ihr 
Beritihrungspunkt durch » bezeichnet, so giebt es im Gan- 
zen 36 Punkte », und somit auch 36 Sehnen wy = G, welche 
die besondere Eigenschaft haben, dass sie die Curve 6° 
gerade in den Punkten » beriihren. 


Von der Ortscurve 3’. 


39. Ist G eine Tangente von G°, und a, a, die beiden auf C® 
gelegenen Punkte von G, deren Tangenten %%, sich auf y schneiden, 
so giebt es auf jeder © einen Punkt &, welcher mit ihrem auf y ge- 
legenen Schnittpunkte das Punktepaar aa, harmonisch trennt. Daher 
sind aa, conjugirte Punkte in Bezug auf & und y, ebenso wie AY, 
conjugirte Gerade sind in Bezug auf dieselben Stiicke; folglich ist & 
ein Punkt, dessen innere Polare die C* beriihrt (15, III); wmgekehrt 
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kommt auch jedem Pol, dessen innere Polare die Basis C* beriihrt, 
die Kigenschaft des Punktes — zu, also ergiebt sich das Resultat (St. 
§ 15, IV; pag. 45]: 

Der Ort, den der Punkt § beschreibt, wenn die Sehne 
S die Curve S® umhiillt, ist identisch mit dem Orte des 
Pols, dessen innere Polare J* die Basis C* beriihren soll; 
dabei beriihren sich die Curven J* und C® zugleich in zwei 
Punkten, und die zugehérigen beiden Beriihrungstangen- 
ten schneiden sich auf y. 

Mit Hiilfe dieser Eigenschaft von & lisst sich der Ort bestimmen, 
den & durchliuft, wenn © die Curve S® umbhiillt. Wir thun dies, 
indem wir die Schnittpunkte des fraglichen Orts mit dem oft er- - 
wihnten Kegelschnitt HK? bestimmen. Fiir diese Punkte zerfallt die 
innere Polare in Geradenpaare JJ,, welche die Curve J® umhiillen; 
die gemeinsamen Tangenten von J°* und C*, welche, wie wir gesehen 
haben (32), aus 18 Geradepaaren JJ, bestehen, liefern 18 auf E? 
gelegene Pole P,, deren innere Polaren die C* beriihren; ausser die- 
sen Punkten kann nur noch den sechs Punkten P, (19.), deren innere 
Polaren ja in die doppelt zu rechnende Gerade S, iibergehen, die Ki- 
genschaft des Punktes § zukommen, dass von den drei conjugirten 
Punktepaaren, welche die innere Polare aus C* herausschneidet, zwei 
in eines zusammenfallen, und so sehen wir, dass der gesuchte Ort 
den Kegelschnitt Z? in 24 Punkten schneidet, also von der zwolften 
Ordnung = 3" ist. Die Curve I!? kann ausserhalb der Geraden y 
keinen Doppelpunkt § haben; denn diesem Punkte entsprichen zwei 
Sehnen ©, S’ und ihre vier Endpunkte a, a,; a, a,’ miissten die dop- 
pelt zu rechnenden Schnittpunkte von C* mit der innern Polare von 
£ sein, d. h. ein Kegelschnitt und eine Curve dritter Ordnung hiitten 
acht Punkte gemein. 

Da jede Tangente von S,° mit einer ganz bestimmten andern die 
innere Polare eines auf C* befindlichen Pols zusammensetzt (19.), so 
werden die gemeinsamen Tangenten von C* und S,° im Allgemeinen 
(d. h. wenn der Pol nicht nach y fallt), ebenso viel auf C* gelegene 
Punkte von Qt? bestimmen, deren innere Polaren die C* beriihren; 
hat ausserdem die gemeinsame Tangente von S,° und C* mit den bei- 
den Curven denselben Beriihrungspunkt, d. h. haben C* und S,° dort 
zwei aufeinander folgende Tangenten gemein, so werden ihre Pole 
auch zwei aufeinander folgende Punkte von 3N'? auf C* bestimmen, 
d. h. C* und M!? werden sich in dem dieser gemeinsamen Tangente 
entsprechenden Pole beriihren. Nun wissen wir aus 24., dass C* und 
S,° sich in den Wendepunkten beriihren, und aus 19., dass der Pol, 
dessen innere Polare zum einen Theil aus der Wendetangente besteht, 
der Wendepunkt selbst ist; also sind die Wendepunkte solche Punkte 
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von $M, in denen C* und M"” sich beriihren. — C* und S,° beriih- 
ren sich ferner in den drei Punkten a,, die auf y liegen; aber in die- 
sen beriihren 3R'? und C*® einander nicht, sondern die a, sind vier- 
fache Punkte von M'*?; denn ist A, die in a, beriihrende Tangente, 
und %, eine der vier iibrigen durch a, gelegten Tangenten, mit dem 
Beriihrungspunkte a,, so ist %, eine Sehne SG, deren Endpunkte a,, a, 
sind; da nun a, auf y liegt, so muss der zu construirende Punkt & 
ebenfalls auf y nach a, fallen, und da es vier Tangenten %, giebt: 
viermal, also ist jeder Punkt a, ein vierfacher Punkt. Da die sechs 
Punkte P, auch Punkte von C* sind, so sind dieselben auch gemein- 
same Schnittpunkte von C* und M'*; wir haben also 
2-9+4+ 4-3+ 6 = 36 

gemeinsame Schnittpunkte von M'? und C%, was gerade die volle Zahl 
der Durchschnitte ausmacht. 

Da M'? ausserhalb der Geraden y keine Doppel- oder vielfache 
Punkte haben karin, und wir auf der Geraden y selbst drei vierfache 
Punkte von 2'? nachgewiesen haben, also die simmtlichen Schnitt- 
punkte mit M'*, so reducirt sich die Classe von M'? um 3-3-4 Kin- 
heiten und M'* ist eine Curve der 96'e" Classe. Wir kénnen also mit 
Steiner sagen [§ 15, IV; pag. 44]: 

Der Ort der Pole, deren innere Polaren die C® beriih- 
ren, ist eine Curve 12" Grades M' und 96" Classe, welche 
die Basis C* in ihren neun Wendepunkten w berihrt, in 
den sechs Punkten P, schneidet, und ihre drei Schnitt- 
punkte a, mit y zuvierfachen Punkten hat, was zusammen 
die volle Zahl = 36 gemeinschaftliche Punkte beider Cur- 
ven ausmacht. 

Ferner gemiiss der Herleitung des Grades von 2!?: 

Die Curve M'? schneidet die Curve EH? in den nimlichen 
sechs Punkten P, und nebstdem in den 18 Punkten P,. 

40. Wir haben bei Betrachtung der gemeinsamen Tangenten von 
S* und S® (37.) eingesehen, dass es 24 Sehnen ©, giebt, welche 
C* so schneiden, dass zwei der drei Tangenten des Durchschnitts 
sich auf y schneiden. Aus der eben gemachten Herleitung der 36 
Schnittpunkte von C* und MM"? folgt, dass das Tangentenpaar, des- 
sen Schnittpunkt auf y liegt, nicht conjugirt sein kann in Bezug 
auf y und den Punkt, in welchem die Verbindungslinie der beiden 
Beriihrungspunkte des Tangentenpaares die C* noch schneidet, d. h. 
dass die Beriihrungspunkte nicht die beiden Endpunkte der Seline ©, 
sein kénnen, denn wire dies der Fall, so wire der mittlere Punkt ein 
Punkt von §'?, was nicht mdglich ist. Das Tangentenpaar ist also 
der Art, dass eine Tangente in dem einen Endpunkte der Sehne, die 
andere im mittleren Punkte der Sehne ©, beriihrt. Nun haben wir 
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oben (25.) eingesehen, dass in diesem Falle die Sehne ©, und die Curve 
S,° sich in dem andern Endpunkte beriihren, dass es also 24 Seh- 
nen © giebt, welche S® in ihrem einen Endpunkte a, be- 
riihren, und bei denen die Tangenten im zweiten End- 
punkte a und dem zugehérigen Pol oder mittleren Punkte 
e sich auf y schneiden [St. § 15, II, 3}. 


Durchschnitt von C* und S,°. 


41. Wir haben in 24. gesehen, dass C* und S® sich in den Punk- 
ten ay und in den Wendepunkten w beriihren, und in 19., dass fiir 
die sechs Punkte P, zwei der sechs durch jeden Punkt gehenden Tan- 
genten von S,° zusammenfallen , also dass die P, Punkte von S,° sind; 
folglich bestehen die 54Schnittpunkte von C* und S,°= G'§ 
aus den drei doppelt zu rechnenden Punkten a,, den neun 
doppelt zu rechnenden w, den sechs P, und den 24 Punk- 
ten a, (40.) [St. § 15, II, 3; pag. 39). 


Schlussbemerkung. In den vorstehenden Nummern 17. bis 41. 
ist im Wesentlichen die ganze Reihe der Resultate erwiesen, die 
Steiner im § 15 seiner Abhandlung giebt, und welche einen so wich- 
tigen Beitrag zur Theorie der Curven dritter Ordnung liefert, mit 
Ausnahme des auf pag. 44 der c. Abhandlung befindlichen Satzes, 
welcher den Beriihrungspunkt einer Sehne © mit der Curve S° ver- 
mittelst der Kriimmungs-Mittelpunkte der auf C* befindlichen End- 
punkte von © finden lehrt. 


Bonn, im December 1868. 











Zur Theorie der Raumgeraden und der linearen Complexe. 


Von v. Dracu in Marpura. 


Die aus den jedesmaligen Constanten der Gleichungen 


UL, + U2, + Ux, + U2, = 0 

YoY FUN + 2Y2 + 3%. = 9, 
(welche, mag man die rechtwinkligen Verhiltnisscoordinaten der Punkte 
x und y, oder die der Ebenen « und v variabel annehmen, eine Ge- 
rade im Raume darstellen) gebildeten Ausdriicke: 


UV, — UyVy » UV — UV, 4 Ugly — Myo, 
UpVz — Ugg » UjV3 — UY, 4» Us — Uz, 
respective 
LOY; — LYo » LY2 — LY, » Yo — Wo, 
LyY3 — XY » LY3 — V3Yy » LoY3 — LxYo) 
die man abkiirzend bezeichnet hat mit 
dik = U*_e — Upv; , Wobei also gx = — Qu 
und 
Pik LY — LYi, wobei auch Pik = — Pri» 


sind bekanntlich die von Pliicker zur Bestimmung der Geraden als 
Raumelement eingefiihrten homogenen Coordinaten derselben. Es be- 
stehen zwischen ihnen die Identitiiten 


Yord23 + F203 + Gos%2 = 9, 
PoP2s + Pook is + PoPi2 = 0. 
Zugleich lassen die Verhiltnisse der p und q eine geometrische Deutung 
gu; man hat, wenn a, 6, y die Winkel sind, welche die Gerade mit 
den Coordinatenachsen macht: 
Cos @: COS Bz COS Y = Gyo? Joy? Joy = Pos? Piz? Pas 
und 
M COS A: N COS 2 N COS V = Gy32 Jig? Jo3 = Po? Poot Por> 
wobei 4, uw, v die Winkel bedeuten, welche eine durch die Gerade 
und den Coordinatenanfang gelegte Ebene mit den Coordinatenebenen 
oder eine auf ihr errichtete Senkrechte s mit den Achsen macht, wib- 
rend » die Liinge der vom Coordinatenursprung auf die Gerade ge- 
fallten Normale ist. Zugleich sind dann auch die entsprechenden 
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Glieder beider Reihen untereinander proportional und wird ihre Zu- 
sammengehdrigkeit, was die p und q anlangt, bestimmt durch die 
Gleichungen 


a = ow 
f Pik Odin = Wik 
und 
a ect ae 
gy Vik OP ix a Pik ? 


worin f und » Proportionalitatsfactoren, P und @Q aber die linken Sei- 
ten der obigen Identititen bezeichnen. Es kénnen daher in jeder 
homogenen Gileichung zwischen p dieselben mit Beriicksichtigung die- 
ser Beziehungen durch die q ersetzt werden und umgekehrt. 

Jede sechs Gréssen, welche den obigen Identitaten geniigen, diir- 
fen zu homogenen Coordinaten einer Geraden gemacht werden, die 
durch sie vollkommen bestimmt ist; sind dieselben von der Beschaffen- 


heit, dass 
qe a q, ? q, = 1 


ist, so stellen sie fiir diese Gerade wirklich “COS a, ... dar, und sol- 
len dann ihre homogenen rechtwinkligen Coordinaten heis- 
sen. Es kénnen solche aus den allgemeinen homogenen Coordinaten 
immer durch Division mit Va, af “ +@ hergestellt werden. 

Von den allgemeinen Coordinaten q werden 9g). = qo) = Go, = 9 
fiir eine unendlich entfernte Gerade, wihrend ihre iibrigen drei Coor- 
dinaten in cos 4, cos w, cos v iibergehen, wodurch dann die Ebene 
bestimmt ist, deren unendlich entfernten Theil die betreffende Gerade 
bildet; ist andrerseits q)3 = 4,; = 42; = 0, so geht die zugehérige 
Gerade durch den Coordinatenanfang, und ist dann durch die drei 
iibrigen Coordinaten, welche ihre Richtungscosinus ausdriicken, ge- 
geben. 

Diejenigen Geraden, deren Coordinaten einer Gleichung n‘" Gra- 
des zwischen verinderlichen p oder q geniigen, bilden nach Pliicker 
einen Complex n'*" Grades; diejenigen, welche zwei Complexen 
gemein sind, gehéren zu einer Congruenz, und endlich die drei 
Complexen gemeinsamen erzeugen eine Regelfliche. 

Von den-vielen in der analytischen Geometrie vorkommenden Aus- 
driicken, in welchen die obigen Coordinaten der Geraden schon vor- 
kommen oder durch Transformation sofort eingefiihrt werden kénnen, 
und die also Complexe darstellen, ist einer der niichstliegenden die Be- 
dingungsgleichung, unter welcher zwei Gerade, dargestellt durch die 


Gleichungen: 
ue + wy + ue + up = 0} 
ve + vy + oe + op = 0’ 


Mathematische Annalen II. 
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ey + wy + Wye + Wp = a 
metry + re + yp = 0 
sich schneiden, nimlich 
= + W& v1, W, 7; = O. 
Die Minoren zweiter Ordnung, in welche diese Determinante zer- 
legt werden kann, sind die Coordinaten jener beiden Geraden und es 
kann daher die vorige Bedingungsgleichung geschrieben werden: 


qos G2 + dis q20 + qos qor + diz os + doo 713 + dor des = 0, 
wenn die Gréssen q die obige Bedeutung haben und analog 
Gk = Wie — WN 

gesetzt ist. Werden in dieser letzten Gleichung die Coordinaten q der 
einen Geraden variabel angenommen, so stellt sie einen Complex er- 
sten Grades dar*und zwar den sogenannten speciellen linearen 
Complex, der also aus allen Geraden besteht, welche eine gegebene 
feste Gerade, die Axe des Complexes schneiden. Sind die als con- 
stant angenommenen Gréssen q’ die homogenen rechtwinkligen Coor- 
dinaten der Axe, so soll die Gleichung 


ny { cos Ai Qi2 + COS Uy > Joy + COS Y, “Gor } 


+ C08 +493 + cos B,- G13 + COS 7,°G3 = O 
die Gleichung des speciellen Complexes ersten Grades in der Normal- 
form heissen und es kann daher die Gleichung desselben Complexes 
in der allgemeinen Form immer auf diese Normalform reducirt wer- 
den durch Multiplication mit 
1 . 
V G2" + Go? + Gor” 

Bleiben wir nun zunichst bei der Gleichung des speciellen Com- 
plexes erster Ordnung in der Normalform stehen, so wird die linke 
Seite derselben im Allgemeinen von Null verschieden sein, wenn darin 
die homogenen rechtwinkligen Coordinaten einer Geraden eingesetzt 
werden, und es liegt die Frage nahe, ob nicht fiir den Werth, wel- 
chen sie annimmt, eine geometrische Bedeutung gewonnen werden 
kann in iihnlicher Weise, wie das Substitutionsresultat der Coordina- 
ten eines Punktes in die linke Seite einer in der Normalform gegebe- 
nen Gleichung einer Ebene die Entfernung des Punktes von der Ebene 
ausdriickt. Es ergiebt sich eine solche ganz einfach, wenn man den 
Grésen q die ihnen als rechtwinkligen homogenen Coordinaten zukom- 
menden Werthe giebt, wodurch die linke Seite der Complexgleichung 
iibergeht in 

m, {cos @ cos 4, + cos B cos uw, + cos y cos »,} 


+n {cosa@,cos4 + cosB,cosm -+ cos 7, cos v }, 
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Die Coefficienten der mn stellen dann die Cosinus der Winkel dar, 
welche jede der gegebenen Geraden g und g, mit einer auf der durch 
die anderen und den Coordinatenanfang gelegten Ebene errichteten 
Senkrechten s, resp. s macht, sodass also fiir jenes Substitutionsresul- 
tat geschrieben werden kann 


m, cos (J, 5) + Cos (9;, 8), 

wo, wie auch im Folgenden, das obere oder untere Vorzeichen zu 
nehmen ist, je nachdem beide Gerade auf verschiedenen oder auf der- 
selben Seite des Coordinatenanfangs liegen. Man erhilt jedoch noch 
eine andere vom Coordinatensystem unabhingige Interpretation, aus 
der Lisung der Aufgabe die kiirzeste Entfernung N zweier Geraden 
g) und g, durch ihre rechtwinkligen homogenen Coordinaten auszu- 
driicken. Wenn die Gleichungen der beiden Geraden in der Form 


oh. 2-9 o-5 


cosa  cosB cosy 
vorausgesetzt werden, so ist 


N = { (0 + §) (cos By cos 7, — cos B, cos 79) 

+ (M% =E m1) (C08 Yo COS a, — COS 7, COS ay) 

+ (& + §&) (cos a cos B, — cos a, cos By)} : sin O, 
wo © den Neigungswinkel beider Geraden bedeutet. Fiihrt man nun 
fiir die Coordinaten &,, y,, § und &,, 4,,§, der beiden auf jenen Ge- 
raden beliebig zu wihlenden Punkte die der Fusspunkte der vom Coor- 
dinatenanfang auf sie gefillten Perpendikel ein, setzt also 

—E—ncoso, y=ncos6, (=—ncost, 

wo 9, 6,t die Winkel sind, welche diese Perpendikel mit den Axen 
machen, so geht der vorige Ausdruck fiir N iiber in 


[™, { (647, — 7 By) + By (te, — 0171) + 7% (018) — 6,0,)} 
+ my {@ (6975 — T Bo) + By (To) — Oo%o) +71 (0B. — G6) } | : sin © 


mit Weglassung der cos-Zeichen. Da nun die Senkrechten n in den 
durch die Geraden und den Anfangspunkt gehenden Ebenen liegen, 


also ' 
cos A: COS M@: COS V 


= COs 6 cosy — cost cos B : cost COs &@ — COS ECOSY : COS O COS B — COSG COSA 


ist , ausserdem . 
(oy — 7B)? + (ta — gy)? + (9B — oa)? 
= (9? + o? + 7”) (a? + B+ 7”) — (ea + O64 ty) = 1 


ist, so stellen jene Ausdriicke cos 6 cos y — cost cos B, .... wirk- 
lich cos 4,... dar und man erhiilt also 
N sin 0 


= mn, (cos a cos 4, + cos B, cos uw, + COs 7 COS Y;) 


+ mp) (cos a, cos A, + cos B, COS tty + Cos 7, COS %) 
g* 









































132 v. Dractt. 


eine Gleichung, deren rechte Seite mit der linken Seite der Gleichung 
eines speciellen Complexes in der Normalform iibsreinstimmt, in welche 
rechtwinklige homogene Coordinaten einer Geraden substituirt sind. 
Hiermit ist denn Folgendes bewiesen: 
Werden in die linke Seite der Gleichung eines speciellen Com- 
plexes erster Ordnung in der Normalform die rechtwinkligen homo- 
genen Coordinaten einer beliebigen Geraden eingesetzt, so stellt 
sie das Product aus der Entfernung jener Geraden von der Axe 
des Complexes in den Sinus ihres Neigungswinkels gegen die Axe 
dar*), 
Durch Vergleichung dieser Deutung mit der vorhergehenden folgt 
der Satz: 
Fallt man von einem beliebigen Punkte Perpendikel auf zwei ge- 
gebene Gerade, so ist die Summe der Producte aus der Linge eines 
jeden derselben in den Cosinus des Winkels, welchen eine zu ihm 
und der Geraden, worauf es gefallt ist, construirte Normale mit 
der jedesmaligen andern macht, constant, und gleich dem Product 
aus der Entfernung beider Geraden in den Sinus ihres Neigungs- 
winkels. 
Ks lisst sich derselbe auch leicht mittelst trigonometrischer Betrachtun- 
gen darthun; auch ist er in besonderen Fiillen, z. B. wenn beide Gerade 
parallel sind, ohne Weiteres evident. Kin fiir uns spiter wichtiger 
Specialfall ergiebt sich, wenn der angenommene Punkt auf einer der 
beiden Geraden selbst liegt, nimlich: 
Durchliuft ein Punkt eine feste Gerade, so ist das Product aus 
seiner Entfernung von einer andern festen Geraden in den Sinus 
des Winkels, welchen die erstere mit einer durch den Punkt und 
die zweite Gerade gelegten Ebene macht, constant, 
oder anders ausgedriickt: 
Wird eine Gerade parallel zu sich selbst so verschoben, dass ihre 
Entfernung von eincr festen Geraden unveriindert bleibt, so ist fiir 
einen beliebig auf der letzteren gewihlten Punkt das Product aus 
dem von ihm auf die sich bewegende Gerade gefallten Perpendikel 
in den Cosinus des Winkels, den eine zu diesem Perpendikel und 
der sich bewegenden Geraden gedachte Normale mit der festen Ge- 
raden macht, constant. 


*) Dieser Satz bringt eine gewisse Gruppirung in die zu dem speciellen Com- 
plex erster Ordnung gehiérigen Geraden; denn soll 
N sinO = 0 
sein, sO muss entweder sin © = 0 sein, d. h. die Gerade parallel zur Axe des 
Complexes, oder-w = 0, d.h. die Axe von ihr in endlicher Entfernung geschnit- 
ten werden. Im letzteren Falle ordnen sich dann die Geraden, fiir welche sin 0 
denselben constanten Werth hat, in leicht zu tibersehender Weise an. 
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Dadurch, dass man die bei diesem letzteren Ausdrucksweise zu den- 
kende Raumfigur um die feste Gerade rotiren lisst, sowie endlich in 
dem constanten Werthe N sin © beide Factoren variabel denkt, er- 
hilt man noch folgende zwei Erweiterungen des Satzes: 

Wird eine Gerade um eine feste Axe so gedreht und lings ihr 
verschoben, dass ihre Entfernung und Neigung gegen sie diesel- 
ben bleiben, so hat das Product des von einem Punkte jener Axe 
auf die Gerade gefillten Perpendikels in den Cosinus des Winkels, 
welchen die Axe mit einer auf der durch jenen Punkt und die 
Gerade gelegten Ebene errichteten Normalen macht, immer densel- 
ben Werth; 
endlich: 

Bei allen Geraden, fiir die das Product aus ihrer Entfernung von 
einer festen Geraden in den Sinus ihres Neigungswinkels gegen die- 
‘selbe constant ist, ist auch das Product aus der von einem belie- 
bigen Punkte der festen Geraden auf eine von ihnen gefillten Senk- 
rechten in den Cosinus des Winkels, den die feste Gerade mit einer 
auf der durch jenen Punkt und die andere Gerade gelegten Ebene 
errichteten Normalen macht, constant. 

Die zuletzt gefundene Bedeutung der linken Seite der speciellen 
Complexgleichung erméglicht die Aufstellung eines tetraedrischen Coor- 
dinatensystems fiir die Raumgerade. Geht man nimlich aus von den 
Gleichungen: 

Ue + wy + we + wp = 0 
vt + oy + m2 + op = of 


derselben in dem bisher benutzten rechtwinkligen System, so dienen 
zu ihrer Uebertragung in ein tetraedrisches Punktcoordinatensystem 
die Formeln: 

HXA+4Y + 42+ «P, 


2x 


y =HX+nY+ wZ + yP, 
2=“4X+ 4Y¥Y + 224+ 2,P, 
DP = MX + MY + PZ + psP, 
worin die Constanten = 5 = , + +++ die Coordinaten der Eckpunkte des 


Kundamentaltetraeders sind. Durch Substitution dieser Werthe fiir 
“, ¥, 2, p in die Gleichuugen unserer Geraden gehen diese iiber in 
UX + U,Y + ULZ+ U,P = 0 
VX+VY4+ V.Z4+ VP =f’ 

wenn die Coefficienten U und V folgende Bedeutung haben: 
U, = Xn Uo + Yn MU + &n Ug + PnUs 
Vin = Gno + Ynt1 + Bn V2 + Pats. 
Werden nun aus ihnen die Coordinaten Q unserer Geraden fiir das 
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neue System gebildet, so ergiebt sich folgender Zusammenhang der- 
selben mit den friihern q, es ist 


Qie = (wy) dor + (yee) M2 + (2:ax) Gor + (Wipe) dos + (Yer) dis + (Zpe) Yo; 
WO (XY) = LiYe — LeYi, +--+ ist und also die Coefficienten der ¢ 
die Coordinaten je einer Kante des Fundamentaltetraeders im ur- 
spriinglichen System sind. Durch passende Wahl desselben wird man 
es einrichten kénnen, dass diese Ausdriicke (x; y,) --- fiir simmtliche 
Kanten die homogenen rechtwinkligen Coordinaten in dem oben fest- 
gesetzten Sinne sind, sodass, wenn dann auch die q als solche ange- 
nommen werden, die Ausdriicke fiir die Q mit den linken Seiten von 
Gleichungen specieller linearer Complexe in der Normalform iiberein- 
stimmen, in welche die rechtwinkligen Coordinaten einer Geraden 
eingesetzt sind, und also die folgende Definition der Q aufgestellt wer- 
den kann: 
Die tetraedrischen Coordinaten einer Geraden sind die Producte 
aus den Entfernungen derselben von den Kanten des Fundamen- 
taltetraeders in die Sinusse ihrer betreffenden Neigungswinkel gegen 
diese Kanten. 
Da fiir sie auch wieder die identische Relation 


Qo Gos + Qo2 Gs: + Gos G2 = 9 

hesteht, so ergeben sich daraus Beziehungen zwischen einer Geraden 
resp. Punkten einer Geraden von den Kanten eines Tetraeders, auf 
welche wir hier nicht weiter eingehen. Eine Verallgemeinerung der 
Tetraedercoordinaten, wie wir sie eben definirt haben, sind tetraedri- 
sche Verhiltnisscoordinaten, von denen man dann leicht zu den P1li- 
cker’schen Verhiiltnisscoordinaten gelangen kann, indem man, wie 
um von den tetraedrischen Punktcoordinaten auf Cartesische zu 
kommen, eine Seitenebene des Fundamentaltetraeders, die wir mit 012 
bezeichnen wollen, in unendliche Ferne riicken lisst, wihrend die 3 
anderen zu einander senkrecht sind. Denn es kénnen zuniichst fiir die 
Verhiltnisse der auf die drei Schnittlinien der letzteren, d. h. die 
Axen OX, OY, OZ beziiglichen Producte von der Form N sin 0 
nach einem der obigen Sitze Ausdriicke substituirt werden, welche 
proportional sind zu » cos 4, m cos u, m cos v, wenn m, A, u,v 
die friihere Bedeutung haben. Fiir die in unendliche Ferne entriick- 
ten Kanten aber ist 

(oP 1) = (YoP 1) =(20P =P 2)=(YP2)= 2 P2)=(FaPo)= (YP) = (20) =O 
und also . 

G2 = (%;Yx) qo + (Yi2x) diz + (2; 2x) oe y 
(k= 01, 12, 20), 

welche Ausdriicke den Cosinus der Winkel proportional sind, die un- 
sere Gerade mit auf den Ebenen 301, 312, 320 errichteten Normalen, 
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d. h. den Axen OZ, OX, OY macht; es ist deshalb 
Qor : Qi2 > Qoo = cosy : cosa: cos fp. 
Wenden wir uns nun zur Untersuchung des allgemeinen linearen 
Complexes, so wird ein solcher repriisentirt durch die Gleichung: 


Aqy, + Bay + Ca + Dos + Eas + Fo, = 9, 
we i Peas beliebige Constante sind; er geht in den speciellen 
iiber, wenn zwischen ihnen die Relation 
AD + BE+ CF=0 
stattfindet, d. h. jene Coefficienten Coordinaten einer Geraden, der 
Axe des speciellen Complexes sind. Die Gleichung des Complexes 
soll in der Normalform gegeben heissen, wenn 
P+iHM+F=1 
ist; dann kénnen die Gréssen D, EF, F' aufgefasst werden als Cosinus 
der Winkel, welche eine Gerade mit den Axen macht, wiahrend 
A,B,C angesehen werden diirfen als Producte aus der Entfernung 
einer andern Geraden vom Coordinatenanfang in die Cosinus der Win- 
kel, welche eine auf der durch sie und den Anfangspunkt gelegten 
Ebene errichtete Normale mit den Axen einschliesst. Zur Reduction 
der allgemeinen Complexgleichung auf die Normalform dient der Factor 


1 ° 
VD? + E? + F?- 

Um nun zunichst fiir die einem allgemeinen Complex angehérigen 
Geraden ein Gesetz zu finden, entsprechend der Bestimmung des spe- 
ciellen Complexes durch die Gleichung N sin 0 =0, braucht man 
nur fiir zwei durch ihre Coordinaten q’ und q” bestimmte feste Ge- 
rade weitere Gerade zu suchen, welche der Bestimmung 

N, sin 0, = KN,, sin 9,,, 
wo N und © die friihere Bedeutung in Bezug auf die beiden festen 
Geraden haben und i eine Constante ist, geniigen, denn diese Bedin- 
gungsgleichung in Function der Coordinaten jener drei Geraden aus- 
gedriickt, giebt 

(4s — kqes) qaut (qos cate: kgs) qi2 ++ (dis oan kaqis) qao+ (diz aes kqiz) qos 

+ (420 — geo) Gis + (Gor —heqor) gas = 95 
eine Gleichung, die einen allgemeinen linearen Complex darstellt, da 
zwischen den Coefficienten der q die bewusste Identitit 
(qos —kqos) (qi2—kqt2) +(qis—hqis) (¢20—heqeo) + (q23—heq2s) (qo1— hago) =0 
im Allgemeinen nicht stattfindet. Hieraus folgt: 
Ein allgemeiner linearer Complex besteht aus allen Geraden, fiir 
welche die Producte aus ihren Entfernungen von zwei festen Ge- 
raden in die Sinusse ihrer betreffenden Neigungswinkel gegen die- 
selben ein constantes Verhiltniss haben. 
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Bei derartiger Bestimmung des Complexes mag dieses constante Ver- 
hiltniss der Modul, die beiden gegebenen Geraden die Directricen 
des Complexes heissen; je nach dem Werthe des Moduls i erhilt man 
bei denselben Directricen eine ganze Reihe von Complexen, welchen 
dieselbe Congruenz, bestehend aus allen die Directricen schneidenden 
Geraden, gemein ist, und die nach Pliicker’s Benennung eine zwei- 
gliederige Gruppe bilden. Hierunter befinden sich zwei specielle 
mit den Directricen als Axen fiir die Werthe k = 0 und k = oo. 

Es lassen sich leicht fiir jeden gegebenen Complex Gerade von 
der angegebenen Bedeutung fiir ihn ermitteln; denn vergleicht man 
die Coefficienten seiner Gleichung mit den obigen q’ — kq”, so miis- 
sen die q’ und q” zunichst den Gleichungen 


qos — kqos =x: A ? dis — kqis =B, 2s — kgs = C, 
giz — giz = D , goo — kg = E , Gu —kqn = F, 
und ausserdem den bekannten Identitiiten geniigen. Man findet dann, 


dass, wenn etwa die q” also die eine Gerade beliebig gewahlt wer- 
den, sich fiir & der einzige Werth 
er 4D + BE + OF 
Agia + Bao + Caer + Das + Eqis + Fais 

ergiebt, folglich die g’ und somit die andere Gerade eindeutig be- 
stimmt sind. Also: 

Durch eine als Directrix eines gegebenen Complexes beliebig ge- 

wihlte Gerade ist die andere Directrix und der zugehiérige Modul 

bestimmt. 
Bei wirklicher Bildung der gq’ ergiebt sich, dass jedem Paar Gerade, 
welche Directricen eines Complexes sind, zugleich die Eigenschaft zu- 
kommt, weshalb sie von Pliicker conjugirte Polaren in Bezug auf 
den Complex genannt werden. 

Eine der augenfilligsten Eigenschaften des speciellen linearen 
Complexes ist die, dass, wenn man den ganzen Complex lings seiner 
Axe verschiebt und um dieselbe dreht, er unverindert bleibt, indem 
alle ihm angehérenden Geraden nach der Verschiebung und Drehung 
mit anderen Geraden des Complexes zur Deckung kommen, welche 
vorher ihre Stelle einnahmen. Die Gleichung des Complexes kann 
sich bei einer diesem Vorgange entsprechenden Coordinateninderung 
nur um einen constanten Factor indern. Um nun zu untersuchen, ob 
auch bei dem allgemeinen Complex eine derartige Axe existirt, keh- 
ren wir zuriick zu den Gleichungen, welche die Abhiingigkeit der Con- 
stanten des Complexes von Directricen und Modul vermitteln. Sollen 


zwei beliebige Gerade Directricen eines bestimmten Complexes sein, 
so muss 


diz—kqiz = OD , gro—hkgo = OF , Gui—han = oF 





| 
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sein, aus welchen Gleichungen durch Elimination des Proportionali- 
tiitsfactors @ und des fiir verschiedene Directricen wechselnden Moduls 
k folgt: 

(01 920 — G20901) D + (G12 G1 — gor giz) E + (qb0qi2— die quo) F = 0, 
d. h. als Satz: 

Die Linie kiirzester Entfernung von irgend zwei zusammengehori- 

gen Directricen eines Complexes 1. Ordnung ist einer bestimmten 

Ebene parallel, oder was dasselbe sagt, zu einer bestimmten Rich- 

tung normal, deren Richtungscosinus bestimmt sind durch D: E:F. 
Hieraus folgt nun fiir die Méglichkeit der Axe tiberhaupt, dass sie 
jener Richtung parallel sein muss, indem nur dann bei einer Ver- 
schiebung liings ihr resp. Drehung um sie auch, wie es sein muss, 
alle Directricenpaare des Complexes mit andern zur Deckung kommen 
kénnen. Sie muss ferner alle jene Linien kiirzester Entfernung schnei- 
den. Wird nun die Gleichung des Complexes in der Normalform, und 
werden die Coordlnaten einer zur Axenrichtung parallelen Directrix als 
rechtwinklige homogene vorausgesetzt, d. h. gi2 = D, go=E, qu=F, 
so folgt unmittelbar fiir die zugehdrige Directrix qj2= qa = qu = 0. 
Dies giebt den Satz: 

Jede zur Axe parallele Gerade hat ihre conjugirte Directrix im Un- 

endlichen. 
Der zugehérige Werth des Moduls ist: 
AD + BE + CF 
Dqos + Legis + F 42s 
und wird erst dann bestimmt sein, wenn durch bestimmte Werthe von 

n qos » Tis » ds 

auch die entsprechenden Coordinaten der zugehérigen Directrix fixirt 
oder umgekehrt durch beliebige Wahl der letzteren die ersteren be- 
dingt sind. Da, wie oben gezeigt, zu jeder Geraden in Bezug auf 
den Complex nur eine conjugirte gehért, so muss die zur Axe ge- 
hérige Directrix bei jeder Verschiebung und Drehung des Complexes 
lings resp. um die Axe immer dieselbe bleiben, welcher Bedingung 
sich offenbar nur dadurch geniigen: lisst, dass sie senkrecht zur Axen- 
richtung in unendlicher Ferne angenommen wird. Diese Annahme 
liefert die zur Bestimmung der noch unbekannten drei Coordinaten 
der Axe néthigen Daten; die Axe bildet dann mit ihrer unendlich ent- 
fernten conjugirten Normalen ein Directricenpaar von der Beschaf- 
fenheit, dass der Complex bei jeder Verschiebung und Drehung lings 
resp. um eine von ihnen unveriindert bleibt. 

Setzen wir nun, um die drei noch unbekannten Coordinaten der 
Axe zu ermitteln, wie es, wenn die zugehérige Directrix zu ihr normal 
sein soll, sein muss, qos = D, gis = E, qos = F’, so wird 


k= — 
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AD + BE + CF 
P+FP4+ F 
und ergeben sich fiir diesen besondern Werth des Moduls, den Plii- 


cker mit k bezeichnet und den Parameter des Complexes genannt 
hat 


Big tc 


? 


Gos = (AE — BD) E—(CD— AF) F 

gis = (BF — CE) F— (AE— BD)D 

q2s = (CD — AF) D— (BF —CE)E 
als die gesuchten drei Coordinaten der Axe, und daraus ihre Entfer- 
nung » vom Coordinatenanfang 

=V%3 + 75 +H - 
Ist die Gleichung des Complexes in der Normalform gegeben, wie wir 
eben vorausgesetzt, so ist der Werth des Parameters AD+ BE-+ CF. 
Soll die Axe des Complexes durch den Coordinatenanfang gehen, 
so miissen ihre drei vorher bestimmten Coordinaten Null werden, und 
findet sich dann durch Vergleichung der sie liefernden Ausdriicke: 
A—kD,B—kE,C—kF 
mit Null die in diesem Falle zwischen den Constanten des Complexes 
stattfindende Relation 
A:B:C0 = D:E: Ff. 
Dieses Resultat ergiebt sich auch durch rein geometrische Betrachtun- 
gen, wenn man fiir die linke Seite der Complexgleichung schreibt 
m (cos a cos 2 + cos b cos u + cos € cos v) 
+ P (cos L cos « + cosMcos B+ cosN cos y), 

wo cos a==A,..., PeoosL=D, ... gesetzt sind, dann voraus- 
setzt, sie werde fiir eine bestimmte Gerade 0, und endlich von 
den obigen Siitzen iiber die von Punkten einer Geraden auf eine an- 
dere gefillten Senkrechten Gebrauch macht. Dabei ergeben sich noch 
weitere Resultate, wie z. B. n tg 4 =k, wo m die Entfernung einer 
Geraden des Complexes von der Achse, 4 den Winkel zwischen bei- 
den und & den Parameter bezeichnet. 

Um die Lage der Achse eines Complexes bei gegebenen Directri- 
cen 0 und 1, sowie gegebenem Modul & festzustellen, nehmen wir die 
rechtwinkligen Coordinaten jener beiden Geraden als gegeben an, 
dann ist 

D:E:F = cos a, —k cos «, : cos B, — k cos B, : cos y, — k cos y,, 
d. h. in Worten: 
Die Axe des Complexes theilt den Winkel zwischen den Direc- 
tricen so, dass das Verhiltniss der Sinus der Theilwinkel dem Mo- 
dul gleich ist. 
Wir wissen ferner, dass sie die kiirzeste Verbindungslinie jener beiden 
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Geraden schneidet und dass, wenn sie durch den Anfangspunkt geht, 
zwischen den Constanten des Complexes die Gleichung 
A:B:C=D:E:F 

besteht; es kann daher das Verhiiltniss, in welchem die Linie kiirze- 
ster Entfernung von der Axe getheilt wird, am einfachsten gefun- 
den werden, indem man einen Complex componirt fiir einen gegebe- 
nen Modul k, mit Zugrundelegung eines Coordinatensystems, dessen 
Y-Axe die Linie kiirzester Entfernung der als Directricen gegebe- 
nen Geraden 0 und 1 ist, und dessen X-Axe durch einen noch zu 
bestimmenden Punkt auf ihr parallel zu einer jener Geraden, etwa zu 


0 geht, wihrend die Z-Axe zu beiden senkrecht ist. Die Gerade 0 . 


hat dann die rechtwinkligen Coordinaten 1,0,0, 0, 0, » und es sind 
cose,, 0, sine,, m,sine,, 0, m,cos@, die von 1, sodass durch a, auch 
zugleich der Neigungswinkel beider Geraden ausgedriickt ist. Als Con- 
stanten des Complexes ergeben sich dann: 


A=—ikn, sna, , B=0, C= n—kn, cos a,, 
D=1—k cosa,, E = 0, F = — ksina,, 
und aus der Gleichung 4:C = D: F folgt: 
* ae a 
My 1—k cosa 


sodass nun die Lage der Axe allein abhingt von der Entfernung und 
Neigung der Directricen und vom Modul. 

Schliesslich sei bemerkt, dass aus den gefundenen Resultaten sich 
sehr einfach eine Reihe von Siitzen iiber die zweigliederige Complex- 
gruppe ergiebt, die sich in Pliicker’s Raumgeometrie pag. 62 ff. 
finden. 











_ Note iber ein Problem der Abbildung. 


Von H. Weser in HeImerserc. 


In der Abhandlung des Herrn Schwarz ,,Ueber einige Abbil- 
dungsaufgaben“ (Borchardt’s Journal Bd. 70) sind einige Beispiele der 
Aufgabe behandelt, ein begrenztes Flichenstiick auf die Fliche eines 
Kreises, in den kleinsten Theilchen aihnlich, so abzubilden, dass der 
Peripherie des Kreises die Grenze des andern Flichenstiicks und dem 
Mittelpunkte des Kreises ein bestimmter Punkt des andern Flichen- 
stiicks entspricht, eine Aufgabe, deren allgemeine Lésbarkeit durch 
Riemann nachgewiesen ist. Bei der Lectiire der erwihnten Abhand- 
lung machte ich die Bemerkung, dass sich noch andere Beispiele durch- 
fiihren lassen, und unter diesen scheint mir eines der grossen EHin- 
fachheit des Resultates wegen einer kurzen Mittheilung werth zu sein. 

Es ist dies die Abbildung der Fliche einer Lemniscate auf die 
Flaiche eines Kreises, die durch algebraische, in einem Falle sogar 
durch rationale Functionen vermittelt wird. 


I. 


Sind &y rechtwinklige Coordinaten in einer Ebene, so setze man: 


E+in=F=—YV1l+ertu. 
Durch die Gleichung ¢ = const. ist dann ein System confocaler Lem- 
niscaten dargestellt, deren Brennpunkte die Coordinaten § = +- 1, n=0 
haben; « = const. entspricht den orthogonalen Curven, die in einem 
Systeme von Hyperbeln bestehen, welche simmtlich durch die beiden 
Rrennpunkte der Lemniscaten Madershgehen*). 

Ist ¢>0, so begrenzt die entsprechende Lemuiscate ein ein- 
faches Flichenstiick. ¢ — 0 entspricht der Lemniscate im engern 
Sinne, d. h. derjenigen mit einem Doppelpunkte; fiir ¢ < 0 he- 
steht die Lemniscate aus getrennten Theilen. Es soll nun die Lem- 
niscate 

t=% > 0 
auf einem Kreis mit dem Radius 1 abgebildet werden, so dass dem 
Mittelpunkte des Kreises der Mittelpunkt der Lemniscate entspricht. 
Diese Aufgabe ist nach Riemann (Doctordissertation § 21) gelist, 


*) Vgl. die Abhandlung des Herrn VonderMiihll: Ueber die Abbildung von 
Ebenen auf Ebenen (Borchardt’s Journal Bd. 69). 
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sobald eine Function U gefunden ist, welche im Innern der Lemnis- 
cate der Gleichung geniigt: 


2 

oF + a4 mee 
oder was dasselbe ist: 

- 

ae + Gar = 
die an der Grenze der Fliiche verschwindet, im Mittelpunkt unendlich 
wird wie log /&?-+ y?, sonst aber in der ganzen Fliche stetig ist. 
Diese Aufgabe lisst sich auch durch die andere ersetzen, eine Func- 
tion U zu bestimmen, die im Innern der Fliche iiberall stetig ist, 
am Rande aber mit dem Logarithmus des Radius- Vector iiberein- 
stimmt. 

Zur Lésung dieses Problems fihrt ein bestimmt vorgezeichneter 
Weg durch die Fourier’sche Reihe. Man ist hier aber in der an- 
genehmen Lage, diese Reihe summiren zu kénnen, und gelangt zu 
einem Resultat, welches ich hier angeben und nachtriglich verificiren 
werde. 

Sind xy rechtwinklige Coordinaten in der Ebene des Kreises, so 
setze man: 


E+ in 
afiy = ———— 
TS Ve bee + it 
= — $ — —— 
Vee +e-* @—1) 

Durch diese Substitution sind zwei unendliche ebene Flichen, 
welche resp. die -Ebene und die z-Ebene doppelt bedecken, und die 
je zwei einfache Verzweigungspunkte besitzen, in den kleinsten Thei- 
len iihnlich, auf einander abgebildet. Man iiberzeugt sich aber leicht, 
dass, da ¢, > 0 ist, die Verzweigungspunkte in der §-Ebene ausser- 
halb der Lemniscate ¢ = ¢,, die in der z-Ebene ausserhalb des Krei- 
ses #? + y? = 1 liegen. Andererseits ergiebt sich, wenn man zwi- 
schen x, y die Relation bestehen lisst: x? + y? = 1, zwischen § und 
n die Gleichung: 

(E+ 1? +07) (6 —1)? +77] = &, 
also die Gleichung unserer Lemniscate. 

Dadurch ist also das Innere der Lemniscate in den kleinsten Thei- 
len uhnlich abgebildet auf das Innere eines die z- Ebene einfach be- 
deckenden Kreises, so dass der Peripherie des Kreises die Lemniscate, 
dem Mittelpunkte der Mittelpunkt der Lemniscate entspricht. 


2 


II. 


Noch einfacher gestaltet sich die Abbildung des einen Theils der 
verschlungenen oder einer aus zwei Armen bestehenden Lemniscate 
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auf das Innere eines Kreises, so dass dem Mittelpunkte des Kreises 
der -im Innern des betreffenden Theils gelegene Brennpunkt ent- 
spricht. 

Es sei dies der Brennpunkt § = + 1 und es werde der von einem 
beliebigen Punkte nach diesem und dem anderen Brennpunkt gezogene 
Radius- Vector resp. mit 9, @’ bezeichnet. 

Die characteristische Eigenschaft aller Lemniscaten ist : 

09° = @, 
wenn « eine Constante bedeutet. Ist @ >1, so hat man eine einfache 
Lemniscate, « = 1 ist die verschlungene Lemniscate, « < 1 entspricht 
einer Lemniscate mit zwei Armen. 

Fiir a < 1 ergiebt sich daher die oben mit U bezeichnete Function 
sehr einfach: 

U = log @ + log 9’ — log a. 

Die gesuchte Abbildung auf den Kreis ergiebt sich daraus leicht 
durch Zerlegung von ee in Factoren, nimlich: 

of iy Ctia 
az= § — 1. 

Die unendliche £-Ebene wird hierdurch auf eine, die z-Ebene 
doppelt bedeckende Fliche mit einem im Endlichen liegenden Ver- 
zweigungspunkte abgebildet. Dieser eine Verzweigungspunkt liegt, 
falls « <1 ist, ausserhalb des Kreises x? + y*? = 1, fiir a=1 auf 
der Peripherie, und fiir «@ > 1 im Innern dieses Kreises. Der Glei- 
chung des Kreises selbst entspricht die Gleichung der Lemniscate. 

Durch die obige Substitution ist also, wenn «@ <1 ist, das Innere 
des einen Theils der Lemniscate auf das Innere eines die z-Ebene ein- 
fach bedeckenden Kreises z abgebildet. 

Ist a > 1, so wird durch dieselbe Substitution das Innere einer 
ganzen Lemniscate auf einen die z-Ebene doppelt bedeckenden Kreis, 
mit einem Verzweigungspunkte in seinem Innern, abgebildet. Der Ver- 
zweigungspunkt entspricht dann dem Mittelpunkte der Lemniscate, 
und den Brennpunkten entspricht der Mittelpunkt des Kreises in bei- 
den Blattern. 

Durch Combination dieser Abbildung mit der vorigen ist die Ab- 
bildung eines die z-Ebene doppelt bedeckenden Kreises mit excentrisch 
liegendem Verzweigungspunkte auf einen einfachen Kreis ohne Ver- 
zweigungspunkt gegeben. 
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Der Satz der Variationsrechnung, welcher dem Principe 
der kleinsten Wirkung in der Mechanik entspricht. 


Von A. Mayer in Lerrzic. 


Wie das Princip der Erhaltung der lebendigen Kraft, so ist auch 
das Princip der kleinsten Wirkung nur der specielle Fall eines weit 
allgemeineren Satzes der Variationsrechnung. Dieser letztere Satz, 
der, soviel ich weiss, bisher noch nicht bemerkt worden ist, soll hier 
in elementarer Weise, d. h. ohne Benutzung der Hamilton’schen 
Theorie abgeleitet werden. Man wird aber ohne Schwierigkeit erken- 
nen, dass derselbe im Grunde nichts Anderes ist, als eine Interpre- 
tation jener bekannten Zuriickfiihrung der Hamilton’schen partiellen 
Differentialgleichung fiir den Fall, wo dieselbe die Grundvariable nicht 
explicite enthilt, auf eine partielle Differentialgleichung mit einer Va- 
riabeln weniger. (Vgl. hieriiber Jacobi, Dynamik, 19. und 21. Vor- 
lesung). 


Es“seien y y; Y..-+- Ye unbekannte Functionen von x und zwi- 
schen ihnen die Bedingungsgleichungen: 
(1) 9, =0,9,=0,..... Gn = 0 
vorgeschrieben, deren Anzahl selbstverstiindlich < » + 1 angenom- 
men wird und in denen die Differentialquotienten der y nicht vorkom- 
men sollen. Es bezeichne ferner f eine gegebene Function der Varia- 
beln y und ihrer ersten Differentialquotienten y’. 

Dann fiihrt bekanntlich die Aufgabe: 

»Die den m Bedingungen (1) unterworfenen Functionen y y, ... Yn 

so zu bestimmen, dass die erste Variation des Integrales 


(2) V=/f'fde 
gleich Null wird“ . 


auf die n + 1 Differentialgleichungen: 


of k=m Og, d of 
(3) Ov; + RJ Ay dy; da dy,’ 


| 
( 
| 
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welche in Verbindung mit den m Gleichungen (1) hinreichen, um die 
gesuchten Functionen y, sowie die Multiplicatoren 4 bis auf eine ge- 
wisse Anzahl willkiirlicher Constanten zu bestimmen. 

Sind -iiberdies, natiirlich unter Beachtung der Gleichungen (1), die 
Werthe gegeben, welche die Variabeln y in den beiden gegebenen 
Grenzen a, und a, annehmen sollen, so lésen die durch Integration 
des Systems (1), (3) erhaltenen Functionen y das obige System voll- 
stindig, sobald man in ihnen die willkirlichen Constanten aus diesen 
Grenzbedingungen bestimmt hat. 

Dies vorausgeschickt, nehme ich an, dass weder die Function f, 
noch auch die Functionen gp die unabhiingige Variable x selbst ent- 
halten. 

Dann ist —,. 

, 0 r @ , Of 
(4) Ue to ae to th wy, ~ f= 
ein Integral der Gleichungen (1), (3). In der That sieht man leicht, 
dass der Differentialquotient dieses Ausdruckes identisch verschwindet 
durch die Gleichungen (3) und durch diejenigen Gleichungen, die man 
aus (1) durch Differentiation erhiilt. 

Die Variable’ x kommt auch in der Gleichung (4) nicht vor. Fiihrt 
man daher y an Stelle von x als unabhiingige Variable ein, indem 
man allgemein setzt: 
yi - dy; ot 

- dy Y; 

so wird die Gleichung (4), nach y’ aufgelist, fiir diese Grésse einen 
Werth von der Form liefern: 

y = w, 
worin w eine Function ist von 

YY, Yo ++ Yn ss 2 Sle a 
Indem man diesen Werth von y’, sowie die aus ihm folgenden Werthe 
von: 
dy; 

(5) y= ried 
in f einsetzt, wird dieses ebenfalls eine Function jener Gréssen, und 
wenn man diese Function mit F' bezeichnet, so hat man durch (5) 
identisch : 
(6) f= F. 
Durch partielle Differentiation nach y; und z entsteht hieraus: 


or _ af y af oy 4 Of ow 4 |, af tye 








oy; oy; dy’ ay; oy OY; OY, OY; 
: J ee ee ae... ae: 
_— dy’ dy; Oy, — ay; oy, = dy; 
é dy ody Ody @ dy 
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Nach (5) ist aber: 








OY, _ dy Ow 

dy;  —s- dy Oy; 

O”;, dy, aw “ lee 

dy; dy dy, fiir k = und: 
0 dy 7] dy 

oy; sis dy; <a Po 

dy, dy dy; 


Fiihrt man diese Werthe in die obigen Formeln ein und macht von 
der aus (4), (5) und (6) folgenden Relation 


of of dy .., OF dyn 
wlhay + ay ay tay dy $ = P+ 


Gebrauch, so ergiebt sich: 





OF orf 4 F+h cw 
oy; OY; w OY; 
| ee ofr F+h Ow 
dy, yg Tw ay, 
0 dy 0 dy 
und hieraus erhalt man: 
" 9 se 
= —=— 
CY; CY; 
, +h 
at ) 
 —_—_ , w 
oy; UY; 
i . ) t 
dy 


Substituirt man endlich diese Werthe in die » letzten Gleichun- 
gen (3), dividirt durch w und setzt: 


; 1 
dz = ry dy, 
a 
(7) k= Up 3 
w 
so gehen diese Gleichungen jiber in: 
0 +s k=m y) 0 F +h 
w » 2s oe. ae AS 
(8) OY; a we dy . dy; 
dy 


Die Liésungen des Systems (1), (3) erfiillen mithin, nachdem man in 
ihnen vermittelst des Werthes von y diese Variable an Stelle von a 
als unabhiingige Variable eingefiihrt hat, auch die m Gleichungen (8) 
identisch. 


Mathematische Annalen II. 
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Diese Gleichungen sind aber nichts Anderes als die Differential- 

gleichungen des Problems: 
» Unter der Voraussetzung, dass stets die Bedingungen (1) erfiillt 
sein sollen, diejenigen Functionen y, Ys. ... Yn zu finden, fiir 
welche die erste Variation des Integrales 


(9) W = f dy 


bo 





verschwindet.“ 

Schreibt man daher in diesem zweiten Integrale den Grenzen b, 
und b, voy y, sowie den Grenzwerthen von y, y, ... Y dieselben 
Werthe vor, die diese Variabeln in der ersten Aufgabe fiir « = a, 
und # = a, annehmen sollten, und giebt der Constanten den Werth, 
den sie dort erhilt, so bringen die Liésungen des ersten Problems 
gleichzeitig und unter denselben Beschriinkungen (1) auch die erste 
Variation des Integrales (9) zum Verschwinden. 

Das Integral (9) aber entsteht aus dem Integrale: 


/ Pale Wf , of +++ yy, OF) 

(10) f+ (v +9 #4 Yo ay) > 
; wenn man die unabhiingige Variable « mittelst der Gleichung (4) eli- 

minirt. 

Hat man umgekehrt die allgemeinen Gleichungen (1), (8) des 
zweiten Problems vollstiindig integrirt, so braucht man, um die voll- 
stiindigen Lésungen der Gleichungen des ersten Problems zu erhalten, 
nur noch die eine Quadratur: 


xz + const. = [ . 


w 


dy 
auszufiihren. — 
Dass dieser Satz in der That das Princip der kleinsten Wirkung 
als speciellen Fall enthilt, zeigt sich sofort, wenn man 
‘yr T 
H t ; / = 4 -- U 
setzt, wo U eine Function der Coordinaten 2, y, 2, , % Y. % ,---,; 
die jetzt an die Stelle der unbekannten Functionen y treten, und 
T= 43m (@? + y? + 4) 
i 


ist. Denn hierdurch verwandelt sich das Integral (2) in das Hamil- 


7 


ton’sche Integral j 
f (f+ U) dt, F 
die Gleichung (4) in den Satz der lebendigen Kraft 
T=U+h 


und das Integral (10) in das Integral des Princips der kleinsten Wir- 
kung 











Ein Satz der Variationsrechnung. 
¥ ad-2T = f >» m; v; ds; - — 
i 


Der obige Satz ist iibrigens auch einer Ausdehnung auf den all- 
gemeinen Fall der Variationsrechnung fihig, d. h. man kann ent- 
sprechende Sitze auch fiir den Fall aufstellen, wo die Bedingungs- 
gleichungen (1) die Differentialquotienten y’ enthalten. Nur, weil in 
das Integral, welches alsdann an die Stelle der Gleichung (4) tritt, 
auch die Multiplicatoren 4 eingehen, scheint hier nichts zu existiren, 
was dem Principe der kleinsten Wirkung vollkommen analog wiire. 
Wichtiger aber als diese directe Verallgemeinerung diirfte ein damit 
nahe verwandter Satz sein, der Satz niimlich, dass man im Allgemei- 
nen immer eine der Bedingungsdifferentialgleichungen ganz eliminiren 
kann, sobald weder in dem Integrale, noch in den Bedingungsglei- 
chungen die unabhiingige Variable explicite auftritt. 

In der That, die Differentialgleichungen des Problems 


df fdx = 0 


zu machen, wihrend zwischen den unbekannten Functionen y die 
Differentialgleichung erster Ordnung 


g = 0 
besteht, sind: 
, 0Q d @Q 
(1) dy, da dy,’ 
worin Q == / + Ag ist, und wenn weder f noch @ die Variable « 
selbst enthailt, so gilt das Integral: 
P ae 
(12) 2 Bets. 
‘_ 


Unter dieser Annahme und vorausgesetzt, dass g nicht gerade homo- 
gen in Bezug auf die Differentialquotienten y’ ist, kann man aber, 
wenn man wieder 
, dy; , 
= 
Yi ly 
setzt, aus der Gleichung g = 0 y’ ausdriicken durch 

2 an dyn 

YM +++ Yay dy dy ? 
und wenn man diesen Werth mit und mit J’ denjenigen Ausdruck 
hezeichnet, in den f durch die Substitutionen: 


dy; 
ate St 1 
libergeht, so hat man durch diese Substitutionen identisch: 
Q = F. 


, si dy; .. ~ 
Indem man diese Identitit nach y; und wy differentiirt, das In- 
10* 
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tegral (12) anwendet und mit Hiilfe der auf diese Weise erhaltenen 
Werthe von 


Ms : und bd 
OY; OY; 


die Differentialgleichungen (11) umformt, sieht man auf ganz demsel- 
ben Wege wie vorhin, dass die Lésungen der Differentialgleichungen 
des betrachteten Problems gleichzeitig auch die » Differentialgleichun- 
gen lésen: 





9 F+h 9 F+h : 
ra) —. o | | 
oy; dy . dy, 

a 
dy 


Diese Gleichungen sind aber die Differenzialgleichungen des un- 
beschriinkten Problems: diejenigen Functionen y, y,... y, zu finden, 
welche die erste Variation des Integrales 


f = dy 
zum Verschwinden bringen, und dieses Integral erhilt man aus dem 
Integrale 

é2 


, 
—> Yi; ax 
ay; yi dz, 


fx 
i — 
* Fi 
indem man « mittelst der Bedingungsgleichung m = 0 und 4 mittelst 
5 5o"s Do 
des Integrales (12) eliminirt. 
Wiiren ausser der Bedingung » = 0 noch andere Bedingungen 
9, =9, p, = 9, ... gegeben, entweder zwischen den Functionen 
y allein, oder zwischen diesen und ihren ersten Ditferentialquotienten, 
jedoch immer ohne 2, so hiitte man in dem Vorhergehenden nur iiber- 
all f+ 4, 9, + 4,9, + --- statt f zu setzen. 
Wendet man dies Resultat beispielsweise auf die Aufgabe an: 


“,y,2 als Functionen von s so zu bestimmen, dass 


of f (x, Y; z) ds = 0 
werde, wihrend stets: 
da\ 2 dy\? dz\2 
(a) > (i) + (is) ont 
sein soll, so erhilt man mit Riicksicht auf die statische Bedeutung 
dieser Aufgabe den Satz: j 
Die Gleichgewichtslage eines unausdehnbaren Fadens, der an sei- 
nen beiden Enden befestigt ist und von Kriiften gespannt wird, 
die eine Kriiftefunction f (x, y, 2) = U besitzen, bestimmt sich aus 
der Bedingung: 


Om | (U +h) V1 * (auy' t- Gy dx = 0; 





Ein Satz der Variationsrechnung. 9 
i=] * 


und dies ist der wahre Ausdruck des Princips, welches Mébius in 
§ 305 seines Lehrbuchs der Statik als Analogon des Princips der klein- 
sten Wirkung fiir das Fadengleichgewicht aufstellt und dort so aus- 
spricht, dass das Integral f 7'ds fiir die Fadencurve ein Maximum 
oder Minimum sei. Es ist aber hinzuzufiigen, dass man die Spannung 
T durch dasjenige Integral der statischen Gleichungen, welches dem 
Satze der lebendigen Kraft in der Dynamik entspricht, und ds durch 
die Bedingung der Unausdehnbarkeit des Fadens eliminiren muss. 











Propriétés générales des polyédres qui, sous une étendue 
superficielle donnée, renferment le plus grand volume. 
Par 
L. LinpeLér & HELSINGFoRs. 


(Extrait d’un mémoire présenté a l’Académie Imp. des Sciences de 
St. Pétersbourg). . 


Soit U la surface et V le volume d’un polyédre convexe. D’un 
point fixe O, pris dans son intérieur, abaissons des perpendiculaires 
Pp, 4, *, «.. sur toutes les faces A, B, C,... du polyédre. Dé- 
signons par @,, @, @;, ... les arétes qui forment le polygone A et par 
@,, @, @, ... les angles diédres correspondants. Pour la face B 
ces mémes quantités seront désignées par b,, b,, b,, ... et B,, B., Bs, -..3 
pour la face C par ¢,, ¢,, 3, ... et 71, Yo) Yg, --~ et ainsi de suite. 
Cela posé, concevons que le plan du polygone A se déplace paralléle- 
ment @ lui-méme, de sorte que la distance p regoive un accroissement 
infiniment petit dp; l’accroissement correspondant du volume V sera 
évidemment Adp et celui de la surface totale U 


(a, cot + a, cot : + a, cot 2 +--+) dp=dp- Za cot ; , 


la sommation s’étendant au contour entier du polygone A. On trouve 
des expressions analogues pour les accroissements de V et U que pro- 
duirait un déplacement paralléle et infiniment petit de la face B ou 
d’une autre face quelconque, de sorte que, si toutes les perpendiculai- 
res p, q, r, ... taient variables de longueur, leurs directions étant 
constantes, les différentielles totales de V et U seraient 


(1) dV = Adp + Bdg+ Cdr +... 
(2) dU =—dp-Za cot $ +dq:-2Xb cot & + dr- Ze cot + +... 


Pour en tirer les valeurs de U et V en termes finis, on peut 
supposer la dilatation du polyédre uniforme ou telle que les perpendi- 
culaires p, q, 7, ... croissent toutes en méme ‘proportion. On aura 
alors 
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dV G0. . Gf) 3° @9 3:50. 
TT 2s 2... = 
et il sera permis de remplacer, dans les équations précédentes, les 
différentielles dV, dU, dp, dq, dr, ... par les quantités propor- 


tionnelles 3V, 2U, p,q, 7, ... ce qui conduit immédiatement aux 
formules : 

(3) 3V = Ap+ Bg+COr+... 

(4) 2U = pZacot 5 + qZbeot § + r Le cot Pees, 


dont la premiere est bien connue, tandis que la seconde renferme une 
expression nouvelle de l’aire totale d’un polyédre. 

Pour en venir a l'objet de notre recherche, nous admettons d’a- 
bord qu’on ait fixé le nombre et les inclinaisons mutuelles des faces 
d’un polyédre convexe ou, ce qui revient au méme, les directions des 
perpendiculaires p, 7, 7, ... et qu’on veuille déterminer les conditions 
nécessaires pour que le volume V soit maximum, la surface totale U 
étant donnée. Elles sont contenues dans les équations simultanées 
dV =0, dU = 0, qui deviennent, en prenant p, gq, 7, ... pour 
variables principales, 

0 = Adp + Bdq + Cdr + .-.-- 


0 = E(acot ©) d + ¥(b cot 4) dg + ¥ (cot 2) ar +---; 


et comme la premiére équation doit avoir lieu pour toutes les valeurs 
de dp, dq, dr, ... qui satisfont & la seconde, il faut que les coeffi- 
cients soient proportionnels, c’est-a-dire qu’on ait 

A B C 3V 


- Zacot * =b cot & Zc cot 2 2U 
La derniére fraction est obtenue en ajoutant les numérateurs et les 
dénominateurs de celles qui précedent, apres avoir multiplié les deux 
termes de la premiere fraction par p, ceux de la seconde par q, ete. 
En faisant 


3V 

R= vy? 
on aura done 9A = RE a cot — 
— —— —_ 2 
2B = RS bd cot B 
(5) : ™ Y 
2C = Rc cot + 


Ainsi, dans le cas du maximum d'un polyedre, une face queleonque 
est proportionnelle & la somme de ses arétes multipliées chacune par 
la cotangente du demi-angle diédre correspondant. 

On peut exprimer ce résultat sous une autre forme plus simple. 
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simple. Considérons une face particuliere A et concevons une sphere 
inserite & la fois daus les trois angles diédres consécutifs «,, a, «,, 
et tangente, par conséquent, aux quatre faces contigués a l’aréte a... 
A chacune des arétes a,, a,, a@,, ... correspond ainsi une sphére in- 
serite déterminée; nous désignons respectivement par @,, @), 03, --. 
les rayons de ces spheres. 

Soit P un point quelconque pris dans le plan du polygone A et 
h,, hy, hg, ... les perpendiculaires abaissées de ce point sur les droi- 
tes @,, @, @;, .... Si Ton convient de regarder chacune de ces 
perpendiculaires comme positive ou négative, suivant qu'elle tombe du 
méme coté que le polygone ou du coté opposé de la droite correspon- 
dante, on aura dans tous les cas 


(6) 2A =a,h, + ah, + ah, +... 
Supposons maintenant que la droite a, se déplace parallélement a elle- 
méme de maniéere que la perpendiculaire h, regoive un accroissement 
infiniment petit dh,, les trois arétes a,, a,, a, ainsi que la surface A 
seront variables, tandis que les autres arétes et perpendiculaires reste- 
ront constantes, et l’on trouve, en prenant la différentielle sous ce 
point de vue, 

2dA = a,dh, + h,da, + h,da, + h,da,. 
Mais lon a aussi ¢évidemment dA = a,dh,; notre formule se réduit 
done a 

dA = h,da, + h,da, + h,da,. 

Cette équation ayant lieu quel que soit le point P, il est permis de 
substituer aux perpendiculaires h,, h,, h, les valeurs particuliéres 
quelles prendraient, si le point P coincidait avec le point de contact 
de la sphére inscrite correspondante a l’aréte a,. Ces valeurs sont 


ely 
» ? 
2 


h, =e, cot = ,» h,=e, cot hs = Q, cot 


bat 
9 ? 
et lon aura par conséquent aussi 
ba ba as 
dA = 9g, (cot =' da, + cot — da, + cot = da, 
ou bien, en mettant pour dA sa valeur a,dh,, et supposant que les 


angles a restent constants, 
a 
dZact— = “dh,. 
2 Q2 


Telle est la différentielle de la somme Ya cot = prise par rapport a 


h, comme seule variable indépendante. Mais si toutes les perpendicu- 
laires h,, h., hg, ... venaient & varier simultanément par un dépla- 
cement paralléle de tous les cétés du polygone A, l'expression précé- 
dente acquerrait d’autres termes de la méme forme, et la différentielle 
totale de 2 serait 
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cot “! da, + cot : da, + +++ == Be dh, + - dhy ++: 
e t 2 


En supposant la dilatation du polygone uniforme, ou telle qu'on ait 


en Pn... a Se ae Oe 
a a Mg hy he 
on en déduit la relation 
a a. a 1 
a, cot “y + a cot > eee me . hy + = hy + +>: 
que nous écrivons plus simplement 
’ i 
(7) > acot = =» =" 


la somme » étant relative au contour entier du polygone A. 
Reprenons maintenant la premiere des équations (5) et mettons 
y les valeurs trouvées dans les formules (6) et (7); nous aurons 
ah 
? 


Zah= KI 


ou en développant et transposant 
oR ah + GO — a) ca 

-- a,h _ Ay h. — =) a,h. ee | 

e, RJ “| + Os By M2 + 0s R] 43" + ’ 
ce que nous désignons, en abrégeant l’écriture, par 


(8) = (| — x) ah =0. 


Telle est en définitive la condition & laquelle chacune des faces 
doit satisfaire séparément pour que le polyédre soit maximum, et cela 
quelle que soit, dans le plan que l’on considére, l’origine des perpen- 
diculaires h. 

Cette condition est évidemment remplie lorsque le polyédre est cir- 
conscrit & une sphere, puisque Jt signifie alors le rayon de cette 
sphére, et que toutes les sphéres particuliéres correspondantes aux dif- 
férentes arétes d’une face quelconque coincident avec celle-ci, de sorte 
quon aura constamment g@= R. Mais il s’agit de démontrer réci- 
proquement que si la condition (8) est remplie pour chacune des faces, 
le polyédre est nécessairement circonscrit 4 une sphere. 

A cet effet nous considérons de nouveau une face particuliére A 
formée par un nombre d’arétes quelconque. Pour chacune de ces aré- 


* ope 1 1 P - ° i ‘ 
tes la différence @ 7 2 me valeur déterminée, qui peut étre posi- 


tive ou négative, si elle n’est pas nulle. Supposons qu’on marque sur 
chaque aréte le signe correspondant de la différence dont il s’agit, et 
examinons les dispositions que peuvent présenter ces signes. 

Si lon prend lorigine P des perpendiculaires ) dans lintérieur 
du polygone A, toutes ces perpendiculaires et par conséquent aussi 
les produits ah seront positifs. Il en résulte que si la différence 
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; -— K nest pas unulle sur le contour entier du polygone, elle sera 


positive pour quelque coté et négative pour quelque autre, puisque 


1 hg : 

x) ah ne saurait étre nulle. Ajoutons 
quil existe alors au moins deux cdtés affectés du signe & et deux 
autres marqués du signe —. Car s'il n’y avait qu'un seul coété por- 
tant un certain signe, il suffirait de placer le point P sur ce coté 
méme pour prouver que l’équation (8) serait alors impossible. 


i 
sans cela la somme » (; = 


Je dis de plus que les signes des différents cdtés doivent alterner 
de maniére & présenter au moins quatre variations, en faisant le tour 
du polygone. En effet, s'il n’y avait que deux suites de signes, de 
sorte que toutes les arétes marquées du sigue + se trouveraient d'un 
coté d'une certaine diagonale et toutes celles marquées du signe — 
de l'autre, il suffirait de placer lorigine P au point de rencontre des 
deux arétes extrémes soit de la suite positive, soit de la suite néga- 
tive, pour faire prendre le méme signe a tous les termes de |’équa- 
tion (8). Cette démonstration n'est jamais en défaut, puisque, le 
polygone étant convexe, il est impossible que les deux couples d’arétes 
dont il s’agit, soient paralléles a la fois. 


. ™ . °(n 1 1 
Il est done bien prouvé que si la différence Saat nest pas 


nulle pour toutes les arétes d'une face, elle offrira sur son contour au 
moins quatre variations de signe. 

De li on peut conclure immédiatement: 1° que la différence dont 
il s'agit, est nécessairement nulle pour toutes les arétes d'une face 
triangulaire, puisqu’il faudrait autrement que les trois cétés présen- 
tassent quatre variations de signe, ce qui est absurde; 2° que si cette 
différence est nulle pour un cdté d'une face tétragonale, elle est nulle 
sur son contour entier; 3° quelle est nulle pour toutes les arétes d’une 
face pentagonale, aussit0t qu'elle s’évanouit pour deux d’entre elles. En 


R 
du contour d’une face de m cdtés, quand on sait seulement qu’elle 
s évanouit pour m — 3 cdtés particuliers. 
Mais il faut démontrer que cette quantité est nécessairement nulle 
pour toutes les arétes d’une face quelconque du polyédre maximum. 
Pour cela, il est utile de faire, avant tout, la distinction suivante. 


général, on peut affirmer que la quantité - — } est nulle le long 


Lorsqu’un sommet ou angle solide est formé par trois plans, nous 
dirons qu'il est simple; nous l'appellerons double, sil est formé par 
quatre plans, triple, s'il est formé par cing plans, etc. Kn général 
nous regardons le degré de multiplicité d’un angle solide comme infé- 
rieur de deux unités au nombre des plans qui concourent 4 sa for- 
mation. Cela convenu, il peut arriver, suivant la disposition des plans 
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limites, que tous les sommets du polyedre maximum soient simples, 
ou bien qu'il existe aussi des sommets multiples. Dans le premier cas 
il n'y a jamais qu'une seule valeur de g correspondante a une aréte 
donnée, tandis que, dans le second, g pourrait avoir des valeurs diffé- 
rentes pour cette méme aréte dans les deux faces auxquelles elle 
appartient. C'est pourquoi il convient de traiter séparément ces 


deux cas. , 
I. Cas ow il n’y a que des sommets simples. — Suivant la remar- 
= «- 1 1 : 
que que nous venons de faire la quantité = aan peut avoir, dans 


le cas actuel, qu’une seule valeur pour chaque aréte du polyédre. Si 
elle n’est pas constamment nulle, il existera un certain nombre d’aré- 
tes pour lesquelies cette quantité sera essentiellement positive ou néga- 
tive et qui seront, par conséquent, affectées de signes déterminés + 
ou —. De telles arétes peuvent entrer dans le contour de chaque 
face ou dans celui de quelques faces seulement. 


Examinons d’abord la premiere hypothése, par laquelle il est admis 
que chaque face contienne dans son périmétre quelque aréte marquée 
d'un certain signe. Comme nous l’avons vu, l’existence d’une seule 
aréte de cette espéce entraine celle de plusieurs autres, de sorte que 
chaque face doit alors présenter au moins quatre variations de signe. 
Désignons par s le nombre des sommets du polyedre, par f le nombre 
des faces et par / celui des arétes; d’aprés le théoreme d’ Euler, ces 
nombres seront liés entre eux par la relation 

s+f=k+2, 
et comme tous les sommets sont simples ou formés par trois plans, 
on aura en outre 

3s = 2k, 

dou il résulte 
, » 
ys == k, 
(f= tk+e2. 
Soit v le nombre total des variations qu’on observe en faisant le tour 
de toutes les faces du polyédre, apres avoir donné une signe arbitraire 
i chacune des arétes qui n’en portent aucun. Le méme nombre doit 
s’obtenir évidemment en comptant les variations autour des angles solides. 
Or chaque angle solide ne peut présenter, sur les trois arétes dont il est 


formé, que deux variations tout au plus. On aura done a la fois 
v > 4f et v < 2s, cest a dire 


v> k+8 et v0< 


ce qui implique une contradiction évidente. Donec il est impossible 


(9) 
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que toutes les faces contiennent des arétes pour lesquelles la quantité 
; oe x soit différente de zéro. 

Voyons maintenant si cette quantité peut se réduire a zéro le 
long du contour de certaines faces sans étre nulle pour toutes les aré- 
tes du polyedre. Soit A = abcd (voir la 
figure ci-jointe) une des faces dont les aré- 
tes ne portent aucun signe, et B = abefg 
une face adjacente. Imaginons qu’on sup- 
prime l’aréte ab commune a ces faces et 
qu’on redresse les lignes brisées dag et che 
en leur substituant les nouvelles arétes recti- 
lignes dg et ce, auxquelles on donnera les 
signes des arétes supprimées ag et be. Par 
la les deux faces A et B se réuniront en 
un seul polygone gauche cefgd, dont le contour présentera exacte- 
ment le méme nombre de variations de signe que ceux des deux faces 
A et B ensemble. Quant aux autres faces adjacentes C et D, cha- 
cune delles offrira autant de variations aprés qu’avant cette transfor- 
mation, de maniére que le nombre total des variations n’aura subi 
aucun changement. En continuant ce procédé, on fera disparaitre 
une & une toutes les faces dont les arétes ne portent aucun signe, 
jusqu’a ce qu'on ait transformé la figure primitive en un réseau polyé- 
drique dans lequel chaque polygone latéral présente au moins quatre 
variations de signe. Or chaque fois qu’on supprimera ainsi une face, 
on fera disparaitre en méme temps deux sommets et trois arétes, d’ot 
il résulte qu’en désignant par k’, /”, s’ les nombres respectifs des 
arétes, des faces et des sommets de la figure transformée, on aura 





k—k’ s—s 





24 
s’ = —K, 


1 7, ¢ 
f= zhk+2. 


Ainsi les mémes relations (9) qui avaient lieu entre les nombres des 
arétes, des sommets et des faces du polyedre primitif, subsistent en- 
core dans la figure transformée. D ailleurs chaque sommet de celle-ci 
est aussi formé- par trois plans. Done cette figure rentre complétement 
dans l’hypothése déja examinée. 

Il résulte de cette discussion que pour un polyédre maximum dont 


: ntee 1 1 
tous les sommets sont simples, la différence eae est constamment 
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nulle, ce qui veut dire que le polyédre est circonscrit & une sphere 
au rayon R. 

II. Cas de sommets multiples. — Lorsqu’un polyédre a des som- 
mets multiples, on peut le considérer comme cas limite d’un autre 
polyédre & faces variables et dont tous les sommets sont simples. Soit 
S un sommet du degré n de multiplicité ou formé par n + 2 plans. 
Si l’on fait mouvoir un de ces plans parallélement & lui-méme vers I’in- 
térieur du polyédre, le sommet S se partagera évidemment en » som- 
mets simples et en méme temps le polyédre acquerra n — 1 arétes 
nouvelles, qui feront partie du périmétre de la face A. Si le plan A 
se mouvait vers l’extérieur, il n’en résulterait qu'un sommet nouveau 
et une aréte nouvelle, qui serait commune aux deux faces adjacentes 
i A. Le sommet S resterait 4 sa place, mais son degré de multipli- 
cité serait diminué d'une unité. 

En général il est permis de regarder un sommet multiple du degré 
n comme la réunion de » sommets simples, confondus par |’évanouis- 
sement de » — 1 arétes, qui les avaient séparés. Restituons par la 
peusée toutes ces arétes disparues et nous aurons un polyédre & som- 
mets simples et qui rentre, par conséquent, dans le cas précédent, a 
cela pres qu'un certain nombre de ses arétes auront la valeur particu- 
litre nulle. * 

Or, il est aisé de vérifier que les calculs et les raisonnements que 
nous avons faits au sujet de polyédres en général, subsistent encore 
lorsqu’une ou plusieurs arétes sont aulles, pourvu qu’on tienne tou- 
jours compte de ces arétes et des angles diédres qui leur correspon- 
dent. On peut voir, en particulier, que les formules (2) et (4) ne 
cessent pas-’étre vraies, si quelques-unes des arétes se réduisent a 
des points. Il en est de méme de |’équation (7); seulement il faut 
observer que si une aréte a est nulle, le rayon correspondant @ peut 


“ . 2 a . a . , . 
étre nul ou indéterminé, tandis que le rapport 9? qui dépend unique- 


ment des inclinaisons mutuelles des plans, a toujours une valeur dé- 
terminée, qui est positive dans le premier cas et nulle dans le second. 
Partant des formules (2), (4) et (7) ainsi généralisées, on obtient la 
méme condition de maximum (8) qu’auparavant. “Cette fois il est pré- 
férable de lui donner la forme 


> 4 Rr) h = 0 


° : a a . . . 
et d’examiner les signes du facteur eT Rew est toujours fini. La 
question se trouve ainsi ramenée au cas déja traité et l’on en conclut 
: oie *—p- a a . s — 
immédiatement que la différence -— - doit s’évanouir pour toutes les 


arétes du polyédre, y compris celles qui sont nulles. Il en résulte 
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d’abord qu’on aura g@ = FR pour toute aréte a qui differe de zéro. 
Pour a = 0 le terme R s’évanouit, et il faut qu’on ait aussi . = 0. 


Cette derniére condition, qui est relative aux angles solides multiples, 
laisse le rayon @ indéterminé et elle exprime, par conséquent, que les 
plans qui forment un tel angle, pris 4 quatre, sont circonscriptibles 
& un cone droit. Pour satisfaire a ces différentes conditions relatives 
& toutes les arétes, il faut évidemment que le polyédre soit, dans ce 
cas encore, circonscrit & une sphére dont le rayon est R. 

En résumant le résultat de toute notre discussion, uous pou- 
vons, dés & présent, énoncer le théoreme suivant: 

Le polyédre convexe qui sous une élendue superficielle donné ren- 
ferme le plus grand volume, le nombre des faces et leurs inelinai- 
sons mutuelles étant déterminés, est nécessairement circonscrit a une 
sphere. 

Ce polyédre est unique. Car si l'on prend le point O pour cen- 
tre d’une sphere de rayon arbitraire, les perpendiculaires p, q, 1, .... 
dont les directions sont données, déterminent les points de contact du 
seul polyedre circonserit dont les faces aient les directions voulues, et 
il ne s’agit des lors que de donner 4 cette sphere des dimensions con- 
venables pour que la surface du polyédre devienne ce quelle doit étre. 
Or lexistence du maximum est évidente 4 priori, et comme il n'y a 
qu'un seul polyedre qui remplisse la condition énoncée dans notre théo- 
reme, il en résulte que cette condition nécessaire est aussi suffisante, 
c’est-a-dire que le polyédre -circonscrit & une sphére est réellement le 
plus grand parmi tous ceux de méme surface qu’on pourrait former 
avec le méme nombre de plans, en conservant leurs inclinaisons mu- 
tuelles. 

Jusquiici nous n’avons comparé entre eux que des polyédres dont 
les faces ont les mémes directions ou les mémes inclinaisons mutuel- 
les. Laissons maintenant cette restriction et admettons plus générale- 
ment que les faces, au nombre donné, puissent varier de toutes les 
maniéres, pourvu que leur étendue totale soit constante. Pour le 
maximum d'un polyédre placé dans ces nouvelles circonstances, la 
condition d’étre circonscrit & une sphére subsiste toujours, mais elle 
nest plus suffisante. I] faut en outre que chacune des faces soit tou- 
chée au centre de gravité de son aire par la sphére inscrite. 

Pour le démontrer, considérons un polyédre P circonscrit 4 une 
sphére et supposons que le point de contact d'une certaine face ne 
coincide pas avec son centre de gravité. Imaginons que cette face 
tourne infiniment peu autour d’une droite menée dans son plan et 
passant par son centre de gravité, de manieére 4 s’éloigner de la sphére; 
on voit par le théoreme de Guldin que l’accroissement correspondant 
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Recherches sur ies polyédres. 


du volume V sera un infiniment petit du second ordre, et si l'on 
ramene ensuite le plan parallélement & lui-méme en contact avec la 
sphere, le volume diminuera d'une quantité infiniment petite du pre- 
mier ordre. Par cette double transformation le polyédre primitif P 
sera remplacé par un second polyédre P’ circonscrit & la méme sphere 
et ayant un volume V’ < V. Quant 4a la surface totale, elle aura 
diminué dans la méme proportion, puisque les surfaces U et U’ des 
deux polyedres sont proportionnelles aux volumes V et V’. Conce- 
vons maintenant que les dimensions de la sphére et du polyédre cir- 
conserit P’ croissent uniformement, jusqu’a ce que la surface de celui- 
ci reprenne la valeur primitive U; le volume JV croitra en méme 
temps; mais cette fois laccroissement du volume aura lieu en plus 
forte proportion que celui de Vaire, puisqu’on a 
dv’ dU’ dv’ 3 dU’ 
a ae eae eee 
Par conséquent le nouveau polyédre ainsi formé aura un plus 
grand volume, tout en ayant la méme surface, que le premier polye- 
dre P. Done celui-ci n’était pas un maximum, ¢.q.f.d. 
Ce résultat combiné avec le théor’me précédemment démontré 
conduit & une proposition plus générale, que voici: 
De tous les polyédres convexes ayant le méme nombre de faces, 
celui qui sous une étendue superficielle donnée renferme le plus grand 
volume, est circonscrit d une sphere qui touche chacune des faces dans 


son centre de gravité. 
Ainsi se trouve établi un théoreme fondamental, déja entrevu par M. 
Steiner, et qui pourra, des a présent, servir de base pour des recher- 
ches spéciales sur les maxima des figures solides. 














Sur les limites entre lesquelles le caténoide est une 
surface minima. 
‘Par 


L. Linpetér 4 Hetsinerors. 


On sait depuis longtemps que la plus petite surface de révolution, 
terminée par deux bases circulaires données, est celle qui est engen- 
drée par une chainette tournant autour de sa directrice, surface a la- 
quelle M. Plateau a donné le nom de caténoide. Plus tard on a 
reconnu que cette propriété de minimum n/’appartient & la surface 
dont il s’agit, qu’entre certaines limites, qu’on n’avait pourtant déter- 
minées que pour le cas trés-simple ot les extrémités de la courbe mé- 
ridienne se trouvent 4 distance égale de la directrice ou de l’axe de 
révolution. Dans nos legons de calcul des variations (Paris 1861) nous 
avons traité cette question d'une maniére plus générale qu'on ne l’avait 
fait jusqu’alors, et nous avons démontré (p. 209) que pour un are de 
chainette, dont l'une des extrémités A est prise 4 volonté, le mini- 
mum de la surface de révolution cesse d’avoir lieu, lorsque la seconde 
extrémité B, en s’éloignant suivant la courbe, arrive 4 une position 
telle que les deux tangentes menées a la chainette en A et en B se 


- rencontrent en un point de l’axe de révolution. C'est la, il nous 


semble, un des résultats les plus remarquables qu'on ait pu tirer jus- 
quici d’un examen de la variation seconde, dans les cas extrémement 
rares ou un pareil examen a été possible*). 

Ces résultats théoriques acquiérent une signification matérielle en 
vertu du rapport intime qui existe entre les surfaces minima et les 
figures d’équilibre des fluides soustraits a l’action de la pesanteur, rap- 
port développé par M. Plateau et mis au jour par ses belles expé- 
riences. C’est pourquoi, en lisant le mémoire**) ov le célébre physicien 


*) En traitant du probléme de la brachistochrone (Lecons de calc. des var. 
p. 231) nous avons donné un autre exemple d’une recherche semblable. 

**) Recherches expérimentales et théoriques sur les figures d’équilibre d’une 
masse liquide sans pesanteur, Série X (dans les Mémoires de l’Académie Royale 
de Belgique, T. XXXVI). 
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Sur le caténoide. 


vient de rendre compte des résultats obtenus par les géométres au 
sujet de la théorie de ces figures, et ot il cherche & faire soigneuse- 
ment la part de chacun, j’ai été un peu étonné de ne voir aucune 
mention faite du théortme général que je viens de signaler. En trai- 
tant de la stabilité d'un caténoide laminaire réalisé au moyen du li- 
quide glycérique, M. Plateau se contente, en effet, de citer un cal- 
cul par lequel M. Goldschmidt a déterminé le plus grand écarte- 
ment possible entre les deux bases du caténoide, lorsqu’elles sont éga- 
les. Mais il ne dit rien de la stabilité d’un caténoide dont les bases 
sont inégales, hors du cas extréme oi l'une des bases coincide avec 
le cercle de gorge, dans lequel il trouve (Série XI, No. 26) que la 
figure n’a point de limite de stabilité, c’est-a-dire que la seconde base 
peut s’éloigner (en s’agrandissant convenablement) aussi loin de la 
premiére qu’on le veut, sans que la figure tende a s’altérer spon- 
tanément. 

Cette omission, sans doute involontaire, m’engage & revenir en- 
core une fois sur le théoreme déji énoneé, pour en tirer des formules 
générales et des nombres exacts relatifs a4 la limite de stabilité d'un 
caténoide liquide 4 bases quelconques. Les considérations employées 
dans le caleul des variations étant nécessairement un peu’ abstraites, 
on nous saura gré de les laisser de cdté, pour le moment, et de montrer 
qu’on arrive au méme résultat par le seul emploi de la méthode ordi- 
naire des maxima, en cherchant directement le plus grand écartement 
possible des deux bases d’un caténoide, lorsque ces bases sont données 
arbitrairement. Nous commencons par résoudre ce dernier probleme. 


Soit 
J y \ x a 
« oan - ee e “) 
a 2 ( + 
léquation d'une chainette rapportée & un systeme de coordonnées 


rectangulaires, oi la directrice est prise pour axe des x et l’axe des y 
passe par le sommet de la courbe. On en déduit successivement 


/ 32 2 x x 
y>—a 1 - 
} Y == + (0 ¢—¢ “) 
a 2 ' 


y+tVy—a@ 1 


a 
et par suite 
x y + Vy—a 
= loge . 
& > g ; 
Dans toutes ces formules il faut prendre le signe supérieur ou infé 
rieur suivant que l’abscisse x est positive ou négative. 


Soient w,, y, et 2, y» les coordonnées de deux points A et B 
Mathematische Annalen TI. 11 
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pris sur la chainetie des deux cdtés du sommet et désignons par 21 
la partie de l’axe des x comprise entre les ordonnées de ces points; 
on aura 2/ = x, — a,, ou en substituant les valeurs de 2, et x, 
d’apres la formule précédente, 


2t w+ Vyt— a Ye + Vyet—a 
(1) = log - 9m + log # EE - 


Si les ordonnées y, et y, sont données et qu'on fasse varier le 
paramétre a, la longueur i deviendra fonction de a et l'on pourra de- 
mander quelle est la valeur de a pour laquelle 7 devient maximum. 
Pour la déterminer, nous différentions l’équation (1), en regardant a 
et 1 comme seules variables, et dans le résultat nous faisons la dérivée 


dl 

> Teale. 
nous trouvons ainsi la condition 
(2) i. Vote. ee Ye 


a Vy2—a® Vyez—a 
Or il est facile de voir que 
. 
Vy —a@ 

est l’expression générale de la sous-tangente; cette condition exprime 
done que la somme des sous-tangentes aux points A et B est égale 
& la portion de l’axe des x comprise entre ces points, c’est-a-dire que 
les tangentes aux extrémités de l’arec vont se couper en un point de 
la directrice. j 

La valeur de 2] déterminée par les équations (1) et (2) est la 
plus grande hauteur que puisse avoir un caténoide dont les bases ont 
les rayons y, et y,. Mais elle représente aussi, nous le savons par 
le calcul des variations, la limite 4 laquelle le caténoide cesse d’étre 
une surface minima, ou sa limite de stabilité lorsqu’il est réalisé par 
une lame liquide. Ainsi le caténoide laminaire ne cesse détre stable 
que lorsqu’il cesse d’étre géométriquement possible par suite de l’éloigne- 
ment des bases. 

Nous allons maintenant développer les formules nécessaires pour 
ealeuler la hauteur 2/ du caténoide limite, lorsque les rayons y,, y¥, 
des deux bases sont donnés. Si l’on fait 





ees ss ——. 
(3) ‘6 @a ”° 6” how 
les équations (2) et (1) deviennent simplement 

21 1 1 
‘ * “ma VF wa’ 
(4) . 

ea = cot * cot > . 


Admettons que y, < y,, ou sing, > sing,, et posons, pour abréger, 





ee eee 


























Sur le caténoide. 






Po t+ M1 
2 











= U, 
,. bce ae 
errr = v5 
nous aurons g, = 1 —v% , g, = u-+ v, et la premiére équation 
(4) deviendra 
L cos @; + COSGy __ cosu cos” 
; a  2C0sg, cOs@,  cos?wcos?v — sin? sin?v ’ 
ou bien 
: a 1 
(5) cosu cosy = — (cos? u + cos*v — 1) : 
a 


. La seconde équation (4) se transforme de la maniére suivante: 











Pi P2 in 2! gin %2 
—7os ss __ C08 cosv., 
+ ou << ee ee or 
Ca e€ a €a —e a ea +e a 
d’od 
| Ba wmf 
4 cos U @a —€@a 
” Se ee 
Ca a €@ a 
. en faisant, pour abréger, 
- 3 
(7) cot > =e. 


Les équations (5) et (6), combinées tour 4 tour par multiplication et 
par division, donnent 


1 
cos’ == —- cosa (cos*u -++ cos*v — 1), 
cos*y = Ma seca (cos*w + cos*v — 1), 


et ces formules peuvent s’écrire 





cos? u cos? v cos? u + cos*y — 1 
we 1 
- COS & — seca 
a a 
1 — cos? u 1 — cos?v 
aie mae pron sae ty 
— seca— 1 —- cosa —1 
a a 


dot il résulte immédiatement 
1 

— seca —l1 
a } 





2 1 — cos? 4 

a ee a aa ae 
oui — Cosa 
a 
1 
tang?” 1 — cos*v q COs @— 1 
== a aa, Deni sided 
. cos? v 
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ou en restituant les valeurs de w et v, 


sec a — 1 


Pot 
tang ‘ = 


l 
, C08 & 


(8) 
/ cos a — 1 


a 


oe 
mg ~~ = ) F 
sec a 
t 
Ajoutous que si l'on fait encore : 
4 sin 
m = 22 — OM, 
Yr: SiN @, : 
on trouvera sans peine 
tang + sec a — 1 
(9) + A. a a = __ —- see @ 
i—_=s —h%1 l 
tang - cos a — | 
2 a 


Ces formules sont assez commodes, lorsqu’il s'agit de calculer les 
4 Ys _ P l 
valeurs de > et us correspondant & une valeur donnée de —- Par la 
formule (7) on évalue d’abord langle auxiliaire a, puis g, et g, par 
> 4 4 , : ‘ , 
les formules (8), et enfin " et os par les équations (3). Des résultats 


ainsi obtenus on peut déduire les valeurs y, et 1, exprimées en y, 
comme unité. Mais si l’on se donne au contraire les valeurs de y, et 
y,, ou leur rapport m, et qu’on veuille caleuler la valeur correspon- 
dante de 1, on est obligé de procéder par des approximations succes- 
sives. Il convient alors de déterminer d’abord par les équations (7) 
1+ m 
a * 
valeur quelle doit avoir. Ce calcul indirect est nécessairement un peu 
laborieux, parce qu’il exige des titonnements plus ou moins nombreux, 


U * lai : 
et (9) la valeur de — de maniére que la quantité recoive la 


avant qu’on puisse sjaider par des interpolations. De la quantité = 


on déduit ensuite, comme nous l’avons dit, les valeurs de y ' et we. 
J’ai effectué ce calcul pour les dixiémes de m depuis m = 1 jusqu’a 
m ==. Les résultats se trouvent consignés dans le tableau suivant. 
En fait d explication, j’ajouterai encore que la quantité m, qui sert 
dargument, n’est autre chose que le rapport des diamétres des deux 
bases du caténoide limite. Les rapports “, ” , es “2 , qui figurent 
a a a 2a 
& la téte des colonnes suivantes, représentent, en d’autres termes, les 
diamétres des deux bases, la hauteur du caténoide et la distance de 
la plus petite base au cercle de gorge, le diamétre de ce cercle étant 


pris pour unité, 




















Sur le caténoide, 





Yo up | Ye l | Lg 


iia 
Yi, | a a a 2a 


n= 


1,0 | 1,81017 | 1,81017 | 1,19968 | 0,59984 
0,9 | 1,91158  1,72042 | 1,20114 | 0,56897 
0,8 | 2,04043 1,63234 | 1,20622 | 0,53622 
0,7 2.20890 | 1,54622 | 1,21631 | 0,50134 
0,6 2,43733 | 1,46240 | 1,23351 | 0,46400 
0,5 | 2,76251 | 1,38125 | 1,26120 | 0,42381 
0,4 | 3,25806  1,30323 | 1,30508 | 0,38015 
0,3 | 4,09590 | 1,22877 | 1,37602 | 0,33207 
0,2 5,79109  1,15822 | 1,49865 | 0,27768 
0,1 | 10,91075 | 1,09107 | 1,75220  0,21181 
0,0 | coo ~=6s|-_—s«i1,00000 co §=| _~0,00000 








L’iaspect de ce tableau donne une idée de la variation des bases 
et de la hauteur d’un caténoide limite, lorsque le paramétre a et par 
suite la cercle de gorge restent invariables. On voit en particulier 
qui mesure que l’une des bases s’approche du cercle de gorge, l'autre 
sen Gloigne indéfiniment, ainsi que M. Plateau l’avait déja remar- 
qué, et qu’en méme temps les dimensions de celle-ci croissent avec 
la distance des bases, mais beaucoup plus rapidement. 

Mais si l’on veut soumettre les résultats du caleul a une vérifica- 
tion expérimentale, il vaut mieux de considérer l'une des bases comme 
fixe et le caténoide méme, ou son paramétre a, comme variable avec 
la seconde base. Le tableau suivant est construit sur ce principe. 
Nous y supposons le caténoide vertical et le diamétre de la base in- 
férieure égal & l'unité. 


Tableau des dimensions @’un caténoide limite. 


(Diamétre de la base inférieure = 1). 





Diamétre Hauteur | Diamétre Distance du 


de la base | du du cercle de | fa yy Sa 
supéri énoide g 4 voting 
ipérieure | caténoide gorge base sup. 


1,0 0,66274 | 0,55243  0,33137 
0,9 0,62835 | 0,52313 | 0,29765 
0,8 | 0,59116 | 0,49009  0,26280 
0,7 0,55064 | 0,45271  0,22696 
0,6 | 0,50609 | 0,41028 | 0,19037 
0,5 0,45654 | 0,36199 | 0,15341 
0,4 0,40057 | 0,30693 | 0,11668 
0,3 0,33595 | 0,24415 | 0,08107 





02 | 0.25878 | 0,17268 | 0,04795 
0,01941 
0,00000 





0,1 0,16059 | 0,09165 | 
0,0 | 0,00000 | 0,00000 | 
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En terminant ce petit travail, j’ose exprimer le désir que M. 
Plateau veuille bien vérifier, par ces expériences délicates auxquelles 
il a su donner un si haut degré de précision, quelques-uns des nom- 
bres contenus dans ce tableau. Ce serait une confirmation importante 
&% la fois de notre analyse et de sa théorie de l’équilibre des lames 
liquides. 
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Ueber gewisse Kigenschaften der Differentialgleichungen 
der Dynamik. 


Von R. Rapav in Paris. 


Die Gleichungen, deren Integration die Aufgabe der Dynamik 
bildet, lassen bekanntlich von vornherein gewisse Vereinfachungen 
zu, die auf ihrer besonderen Form beruhen. 

Da erstlich die Krafte im Allgemeinen die Zeit nicht explicite 
enthalten, so kann man durch Fortschaffung von dt die 6n Gleichun- 
gen erster Ordnung, welche die Bewegung von » Punkten darstellen, 
auf 6m — 1 reduciren. Die Zeit wird dann nachtriglich durch eine 
Quadratur gefunden. Sind die Krifte homogene Functionen der Coor- 
dinaten von der Dimension ¢, so kann man ausser der Zeit ¢ noch 
eine zweite Variable eliminiren, nimlich die absolute Léngeneinheit. 
Dies lasst sich folgendermassen einsehen. Bezeichnen wir durch p 
eine homogene Function der ersten Dimension (z. B. eine Entfernung 
oder eine der Coordinaten), und fiihren statt der Coordinaten x, y, .. 


die Verhiltnisse = ’ = » ++. ein, indem wir 7 =p, y—pyn,..... 


setzen, so wird offenbar p—/f (x, y,...) = p.f(&, 9, ...), also 
f(&, », ...) = 1. Wir haben somit eine endliche Gleichung zwi- 
schen den neuen Veriinderlichen §, 4, ..., wodurch die Anzahl der- 
selben um Kins vermindert wird; dazu kommt aber die Lingeneinheit 
p. Um nun p aus den Differentialgleichungen herauszuschaffen, fiihren 


wir noch statt der Geschwindigkeiten x’, y’, ... die Gréssen &’, 7, ... 
a a 
ein, indem wir z =p? § ,y’=p? y’,.... setzen, und statt # 
1—e 
die fictive Zeit t, indem wir dt = p ? dr setzen. Die Differentialquo- 
tienten = , a) , «+» hiingen dann lediglich von den Variabeln &, %’, ... 
ab, und die Anzahl der Gleichungen wird durch Fortschaffung des 
Nenners dt auf 6m — 2 reducirt. Fiir den Fall der Natur haben wir 


é = — 2, daher ’ =a’ /p, ... und dt = p/p-dr. Die Differen- 
tialgleichungen enthalten jetzt nur noch Winkelgréssen und reducirte 
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Geschwindigkeiten, man biisst aber dadurch ein Integral ein. Bedeu- 
tet niimlich ® eine Function der Gréssen &, &’, ..., H die Constante 
der lebendigen Kraft, K die Constante der Fliichensiitze, so erscheint 
der Satz der lebendigen Kraft jetzt unter der Form ® = H - p'+, 
und ein Flichensatz unter der Form ®, = K? - p*+*, so dass erst die 
Combination H*+ . K—?—* von p unabhiingig wird. Einzeln genom- 
men, liefert jedes dieser Integrale den Werth von p in den Variabeln 
&,&’,... ausgedriickt. Fir ¢ = — 2 wird H=p-® und K?= > ®,, 
also HK? = ,. 

Hiingen die Krifte und die Bedingungen nur von den gegensei- 
tigen Entfernungen der Punkte ab, so kénnen wir von der absoluten 
Lage des Systems im Raume absehen und uns darauf beschriinken, 
seine Configuration zu betrachten. Vorerst diirfen wir den Ursprung 
der Coordinaten in einen Punkt des Systems, z. B. in einen der Mas- 
senpunkte oder in den Schwerpunkt verlegen (im letzteren Falle sind 
die Differentialgleichungen genau dieselben, als ob der Ursprung fest 
wiire). Dadurch, dass es sich jetzt nur um relative Bewegungen han- 
delt, wird die Anzahl der Gleichungen um sechs vermindert. 

Wir diirfen ferner Ebenen des Systems als Coordinatenebenen be- 
nutzen, also die Drehung des Systems um den Ursprung bei Seite 
lassen. Um dies einzusehen, erinnern wir uns an die Transformations- 
gleichungen fiir bewegliche Coordinatenaxen. Nennen wir 2, y, 2 
die beweglichen Coordinaten, 2’, y’, 2 ihre Differentialquotienten nach 
der Zeit, &, 4, § die Geschwindigkeiten, X, Y, Z die Beschleunigun- 
gen nach den drei Axen, endlich x, y°, 2° die Rotationen der Axen, 
so ist 
w= § + ye — ey, , y =n ea — ae? , 2 = 8+ ay’ — yo’, 
== X+ ne°— by , 7’ = Y-+ gr" — &2° : ¢’ =Z+ Ey” — yx. 

Die Krifte X, Y, Z hingen hier nur von den beweglichen Coor- 
dinaten ab; eliminiren wir also die drei Gréssen x’, y°, 2°, so haben 
wir 6n Differentialgleichungen zwischen den 3n Coordinaten x,y, 2 und 
den 3n Geschwindigkeiten &, 4, € eines Systems von » Punkten, oder 
eigentlich blos 6~—6, da wir den Ursprung in einen der Massen- 
yunkte verlegen und durch 2, &, X,... die relativen Coordinaten, 
beschwindigkeiten und Beschleunigungen bezeichnen kénnen. Es 
kommt also blos darauf an, die Rotationen zu eliminiren. Nun wer- 
den aber die beweglichen Axen durch drei Gleichungen von der Form 
f(x, y, 2) = 0 bestimmt, und wenn wir dieselben differentiiren und 
fiir 2, y’, 2 ihre obigen Werthe einsetzen, erhalten wir drei Glei- 
chungen, mit deren Hiilfe sich x, y®, 2° durch die Gréssen x, y, 2, 
£, 7, € ausdriicken lassen. Wir kénnen also 2°, y°, 2° eliminiren. Aus- 
serdem aber gestatten uns die Gleichungen der Axen noch, drei Coor- 
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dinaten zu eliminiren, wodurch die Anzahl der Variabeln auf 6n— 9 
sinkt. Eliminiren wir auch dé und die Lingeneinheit p, so bleiben 
nur 6x — 11 Gleichungen iibrig. 

Die Bewegungsgleichungen eines freien Systems, in welchem die 
Kriifte homogene Functionen der relativen Coordinaten sind, lassen 
sich also a priori, und ohne Benutzung eines Integrals, um elf ver- 
mindern. Das Problem der drei Kérper wird dadurch auf sieben Glei- 
chungen erster Ordnung gebracht. Nehmen wir z. B. den Ursprung 
im Punkte m), legen die x, y Ebene durch m,, m,, und die # Axe 
durch m,, so haben wir y, = 2, = 2, = 0, wodurch drei Coordina- 
ten fortfallen. Um die Rotationen zu eliminiren, haben wir 

m—% 2=0 , &+uyy=0 , &+nmy—yv=0, 
woraus 
ae = >= fi », ua % Sp — We by 
| ad | % Ye 
folgt. Setzen wir diese Werthe in die Differentialgleichungen, so ent- 
halten dieselben nur noch die neun Veriinderlichen 
By %y5 Yor F1> My Sy Say Nay bo- 
Kiihren wir jetzt statt derselben die acht Verinderlichen 
X~ 


x? : » V0, 8» VE » V8,» Vb V0 Me » WX be, 

und statt dt die Grosse 
dt 
dt = awa 

ein, so hiingen die Differentialquotienten der acht Veriinderlichen, 
nach dr genommen, blos von denselben acht Gréssen ab; wenn wir 
also den Nenner dr fortschaffen, so bleiben sieben Gleichungen erster 
Ordnung iibrig. Von diesen Gleichungen ist nur ein Integral bekannt 
(HK? = const.). 

Die Sache lisst sich auch folgendermassen auffassen. Sei r die 
Entfernung eines Planeten (m) von der Sonne (m,), und f seine Areal- 


geschwindigkeit, so sind 7’ und f die Componenten der relativen Ge- 
schwindigkeit, parallel und senkrecht zum Radiusvector; in der. Rich- 
tung der Normale zur Bahn ist die Geschwindigkeit Null. Betrachten 
wir diese drei Richtungen als bewegliche Axen, so sind die zugehdri- 
gen Rotationen r’, Null und f. Nennen wir Rk, F’, N die entspre- 
chenden relativen Beschleunigungen, so folgt aus unsern Formeln, dass 


We RL , f=rF , vf=rN. 

Die Producte rF’, rN sind die Drehungsmomente der Stérungs- 
kriifte, parallel und senkrecht zu der Bahn geschiitzt; sie sind fiir 
jeden stérenden Planeten (m,) proportional mit den entsprechenden 
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Projectionen des Dreiecks A, welches derselbe mit m und m, bildet. 
Sei also 4 die Neigung dieses Dreiecks gegen die Bahn von m, sei @ 
die Entfernung zwischen m und m,, ferner 7, der Radiusvector von 
m,, so wird 
f= =m, (@ — =) Acosy , Pr f==m, (} — 73) A sin 9. 
Bezeichnen wir noch mit w, w, die Winkelabstinde der Planeten 
m, m, vom Durchschnitt ihrer Bahnen, mit 4 die gegenseitige Nei- 
gung dieser Bahnen, so ist 
A siny= rr, sinw, sind , A cos n=rr, (sin w cos w, — cos wsin w, cosa). 
Ferner wird ; ; 
i’ =r cos w—r,° cosw, und wat “3 7° sin wy — 2 ewes : 
Hiernach haben wir fiir die Gréssen r, 7’, f, w, 4 Differentialglei- 
chungen erster Ordnung, wo rechts keine neue Unbekannte vorkommt. 
Dadurch kénnen die Positionen und Geschwindigkeiten aller Planeten 
in Bezug auf die Bahn des ersten bestimmt werden, und es sind dazu 
(wenn im Ganzen » Koérper vorhanden sind) 6% — 9 Gleichungen er- 
forderlich. Das Problem der drei Kérper kommt also wieder auf 9 
Gleichungen erster Ordnung zuriick, die wir auf sieben bringen kén- 
nen, wenn wir statt der sechs Veriinderlichen r, r,, 7’, r,', f, f, die 


fiinf folgenden: 
1 ryr Vr, = M 


einfiihren, zu denen noch w, w, und 4 hinzukommen. Bedeutet da- 
her ® eine Function der acht Winkelgréssen und reducirten Geschwin- 


: . r . 
digkeiten w,w,,4, —-,..., so muss es sieben Integrale von der 


Form ® = const. geben, und es geniigen dieselben der partiellen Dif- 
ferentialgleichung = = 0, wo dr = ——- Die Form r-> = const. 
geniigt der Differentialgleichung 
OEP +r Vr =0, 

welche wieder dieselben acht Variabeln enthilt, es entsprechen dieser 
Form also ebenfalls sieben Integrale. Zwei davon kennen wir (das 
Integral der lebendigen Kraft, H — const., und einen Flichensatz, 
K* = const.); 5 bleiben unbekannt. Hierzu kommt ein unbekanntes 
Integral der Form © = const. (die 6 iibrigen dieser Form lassen sich aus 
der Form r® = const. ableiten). Zwei Fliichensiitze und zwei Qua- 
draturen, von denen sogleich die Rede sein wird, vervollstiindigen die 
zwolf Integrale, welche das Problem erfordert, wenn wir blos die Be- 
wegung zweier Punkte in Bezug auf den dritten betrachten. Diese 
Classification der Integrale ist im Wesentlichen die von Herrn Ber- 
trand gegebene. 
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Denken wir uns nun die Gleichungen der relativen Bewegung in- 
tegrirt, so liefert das Princip des Schwerpunkts noch drei erste und 
drei zweite Integrale, aus welchen sich die geradlinige Bahn dieses 
Punktes als Function der Zeit ergiebt. Dadurch wird die Translation 
des Systems im Raume bestimmt. Die Fldchensiitze in ihrer gewohn- 
lichen Form sagen aus, dass die Arealbewegung des Systems um drei 
feste Axeu constant ist. Ihre Quadratsumme (K? = const.) enthilt 
nur die Elemente der relativen Bewegung, ohne alle Beziehung auf 
feste Axen. Kinzeln genommen, bestimmen sie die Lage des Systems 
in Bezug auf seinen Pol, d. h. in Bezug auf die Normale zu der so- 
genannten «wnverdnderlichen Ebene. Denken wir uns nimlich K als 
eine Linie von bestimmter Liinge auf diese Normale aufgetragen, so 
ist die Arealbewegung um eine der Coordinatenaxen gleich der Pro- 
jection von K auf dieselbe Axe. Kennen wir nun die Arealbewegung, 
so ergiebt sich daraus die Projection von K, also der Winkel, wel- 
chen die bewegliche Coordinatenaxe mit K, d. h. mit dem Pol des 
Systems bildet. Nennen wir wieder &, y, § die Geschwindigkeiten 
nach den Axen der xz, y, 2, ferner J die Neigung der z Axe gegen 
den Pol und gm den Winkel zwischen der x Achse und dem Durch- 
schnitt der x, y Ebene mit der unveriinderlichen Ebene, so lassen die 
Flachensiatze sich schreiben 


=m (an — y8) = KeosI , Lm (e’—xf) = Ksin I cos g, 
Xm (yg — 2y) = K sin I sin g; 


man findet also J und m, wenn die Groéssen x, y, 2, &, y, €,... 
gegeben sind. Die Liinge Q der Knotenlinie, d. h. der Abstand des 
eben erwihnten Durchschnitts von einer festen Geraden in der unver- 
iinderlichen Ebene, ergiebt sich schliesslich durch eine Quadratur. 
Wir kénnen niimlich, wie wir sahen, die Rotationen x°, y°, 2° durch 
die Geschwindigkeiten ausdriicken, und wir haben dann 
x sin p + y° cos p = Q’ sin I, 

woraus Q’ folgt. Eine letzte Quadratur giebt die Zeit als Function der 
Coordinaten. 

Wenn die Polaraxe feste Centra enthilt, so gilt das Princip des 
Schwerpunkts nicht mehr, und wir haben nur einen Flachensatz. Neh- 
men wir jetzt die Polaraxe zur z Axe und bestimmen die Meridianebenen 
der beweglichen x Axe und y Axe durch eine Gleichung f(x, y) = 0, 
so kénnen wir wieder mit Hiilfe dieser Gleichung eine Coordinate, 
und mit Hiilfe der Gleichung f’ = 0 eine Rotation eliminiren. Legen 
wir z. B. den Meridian der x Axe durch den Punkt m,, indem wir 
m1 


y, = O setven, so wird 2° = — Die Differentialgleichungen sind 
1 


in diesem Fall: 
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a=mt+ ys , y=yn—c , & =F, 
§° = X+ 92° ? y = Y—§2° ? o = Z, 


und wenn wir fiir 2° seinen Werth setzen, so enthalten sie nur 6x —1 
Veriinderliche, da y, fortfillt. Eliminiren wir noch y, durch den 
Fliichensatz, 2 m (ay —y§) = K, so bleiben nur 6x — 2 Gleichun- 
gen iibrig. Der Winkel 2, welchen der bewegliche Meridian mit 
einem festen macht, wird durch eine Quadratur gefunden, denn es ist 
Q" = 2. 

Wir kénnen also immer (was schon Jacobi bemerkt hat), durch 
einen Flaichensatz zwei Variable eliminiren. Drei Fliichensiitze erlau- 
ben uns daher, vier Variable fortzuschaffen. Behalten wir niimlich 
die Polaraxe als z Achse bei, so kommen zu dem vorstehenden Fiii- 
chensatz noch die beiden folgenden: 

=m (yE§—z2n)=—=0 , Sm(cé—zxf) = 0, 

durch welche die Anzahl der Variabelu auf 6m — 4 reducirt wird. 
Gilt ausserdem der Satz von der lebendigen Kraft, und schaffen wir 
auch dt fort, so kommen wir auf 6 — 6 Gleichungen der ersten Ord- 
nung. Diese reduciren sich auf 6% — 12, wenn wir blos die Diffe- 
renzen der Coordinaten in Betracht zu ziehen haben, d. h. wenn das 
Princip des Schwerpunkts gilt. Die Bewegungsgleichungen eines freien 
Systems lassen sich also mit Hiilfe der bekannten Integrale auf 6n — 12 
bringen, wihrend sie ohne die Integrale auf 6m — 11 kommen. Das 
Problem der drei Kérper kommt in dieser Weise resp. auf sechs oder 
sieben Gleichungen erster Ordnung auriick. Eine Integration erspart 
ausserdem das Princip des letzten Multiplicators. 

Fiihren wir drei bewegliche Axen und drei Rotationen 2°, y°, 2° 
ein, so hiingen die Rotationen im Allgemeinen von fiinf Bestimmungs- 
stiicken, niimlich von zwei Winkeln (J, p) und drei Winkelgeschwin- 
digkeiten (I’, mp’, 2’) ab. Die drei Flichensiitze und die sechs Glei- 
chungen der beweglichen Axen gestatten uns daher, ausser den fiinf 
Gréssen J, m,... noch vier andere Variable zu eliminiren, wie dies 
nach dem Vorigen vorauszusehen war. Begniigen wir uns damit, die 


xy Ebene durch zwei Gleichungen f=0, f, =0, aus denen noch 
f = 0, f, = 0 folgt, zu bestimmen, und nehmen die Knotenlinie 
zur x Achse, so wird einfach #° = I’, y® = Q’ sin I, 29 = Q’ cos T; 


wir fiihren also nur die drei Unbekannten J, I’, Q' ei, haben aber 
auch nur vier Gleichungen ausser den drei Fliichensiitzen, das Resul- 
tat ist daher wieder die Elimination von vier Variabeln. Im Problem 
der drei Kérper kénnen wir die Kérperebene zur xy Ebene nehmen, 
also 2, = 4, = 0, und z, =z,’ = 0 setzen, woraus §, = y,x2° — x,y" 
und £, = y, 2° — 2, y folgt. Hierdurch eliminiren sich die 4 Gréssen 
21, 2, &, &, es bleiben also fiir die relative Bewegung nur acht 
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Gleichungen erster Ordnung, aus denen noch die. Rotationen durch 
die Flichensiitze zu eliminiren smd. Es lisst sich aber Q’ (wie wei- 
ter unten gezeigt werden soll) durch die blossen Coordinaten x, y aus- 
driicken; ferner kénnen wir 2°, y® durch die Coordinaten und den 
Winkel J, endlich cos J durch die Grosse x, y, §, 7 ausdriicken. Wir 
kénnen daher 2°, y", 2° durch die Fliichensitze eliminiren, und zwar, 
wie man leicht iibersieht, auf rationale Weise. So erhalten wir schliess- 
lich acht Gleichungen erster Ordnung, die sich durch den Satz von 
der lebendigen Kraft und durch Fortschaffung von dé auf sechs re- 
duciren. 


ll. 


Ich will nun zeigen, wie sich die Eliminationen vereinfachen las- 
sen. Beschiiftigen wir uns zuerst mit dem Princip des Schwerpunkts, 
so ist hier die orthogonale Substitution von grossem Nutzen. Man be- 
zeichnet mit diesem Namen eine lineare Transformation, deren Coef- 
ficienten so gewihlt sind, dass 

Ox; 0§) 


0, = Ou; 


wird. Es folgt hieraus, dass die Productsumme der Coefficienten aus zwei 
Linien oder zwei Colonnen verschwindet, und dass die Quadratsumme 
der Coefiicienten derselben Littie oder Colonne der Einheit gleich ist. 
Ferner wird 2 a? = 2 &; oder allgemeiner, wenn zwischen den Varia- 
beln y und » dieselbe Substitution besteht, welche zwischen den Varia- 
beln w und & stattfindet, so wird 2a; y; = 2§;;, weil die Coefficien- 
ten der Producte &; , verschwinden. Da es sich hier um lineare 
Transformationen handelt, so kéunen wir statt der Variabeln selber 
auch ihre Differentiale oder Variationen hinschreiben, ja sogar (fiir 
orthogonale Transformationen) die Charakteristik D, oder D;. Ferner 
kénnen wir mehrere Gleichungen von der Form 2a? = 2§ zusam- 
menaddiren. Hieraus ergiebt sich, dass allgemein durch eine ortho- 
gonale Substitution, welche gleichzeitig zwischen den Variabeln x und 
—, zwischen y und 4, zwischen z und €,.. besteht, 2 ((x)) = 2 ((&)) 
wird, wo das Symbol ((x)) irgend eine der quadratischen Formen 


,2y,y , @+y , @ty+e , ade , xdy—yde, 
da? tidy? +d , @xa da + @ydy + @zdz, dx dx’ — dx’ dx, 
a, . Ma 4 Bev ukenccs 
bedeutet, und ((&)) die entsprechende Form in den griechischen Buch- 
staben. Die Zeichen d, 0, D gehen hier nur als Factoren ein. Schrei- 
ben wir iiberall j/m a statt 2, //u &statt &, u. s. w., so wird die sym- 


bolische Formel 2 m ((x)) = Zw ((§)). Wir wollen dann sagen: die 
orthogonale Substitution besteht zwischen den Punkten m und pw, d. h. 
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zwischen den Entfernungen beider Punktsysteme von einer beliebigen 
Ebene, zwischen ihren Coordinaten x und &, y und , 2 und &. Eine 
solche Transformation lisst offenbar die Richtung der Coordinatenaxen 
unverindert, sie ersetzt die Punkte m durch die Punkte u. Bedeuten 
die m gegebene, die uw fictive Massen,-so sagt die Gleichung 


Zm ((x)) = Zu ((8)) 
aus, dass quadratische Formen von der Art der Triigheitsmomente, der 
lebendigen Kraft, der Arealgeschwindigkeiten u. dgl. durch die ortho- 
gonale Substitution nicht veriindert werden. Hieraus folgt unmittel- 
bar, dass die Flichensiitze und der Satz von der lebendigen Kraft ihre 
einfache Form behalten, ferner, dass die Polaraxe und die Haupt- 
triigheitsaxen in beiden Systemen dieselben sind. Weiter gehéren zu 
den unverinderlichen Formen auch die Variationen der Kriiftefunction 
U und der Grisse H = T — U, wenn wir dieselben durch die Be- 
wegungsgleichungen ausdriicken, also 
d?.dU = Xm (d*x da + dy dy + d*z dz) 
und ‘ 
dt.d0H = Xm (da dx — dx’ dx) 


setzen. Hieraus folgt aber, dass die kanonische Form der Bewegungs- 
gleichungen durch die orthogonale Substitution nicht alterirt wird, und 
dass wir auch in den neuen Variabeln 
até ou od eH dé’ oH 
6 ae" Eat oe? at — 08? 
u. s. w. haben miissen. Endlich bleiben auch die Differentialpara- 
meter 


A? == (D? + Dj + D3) und Y= 2, (D,D,+ D,Dy+D.D.) 


ungeindert, so dass die Hamilton’sche partielle Differentialgleichung 
VYW=U-+h ebenfalls fortbesteht. 

Der Vortheil, den wir aus der orthogonalen Transformation ziehen 
kénnen, liegt nun darin, dass wir fiir die Coordinaten &, ,, § des 
Punktes uw, die Coordinaten X, Y, Z des Schwerpunkts der Massen 
m wihlen kénnen. Nehmen wir zugleich u, — M, wo M die Summe 
der Massen m bedeutet, so reducirt sich 


Zui ((&)) auf Zw (GH) + U(X), 


der letzte Term ist jetzt aber Null oder eine Constante. Daraus folgt, 
dass die » + 1 Punkte m durch » Punkte uw ersetzt sind, ohne dass 
die Form der Differentialgleichungen oder diejenige der Integrale da- 
durch gelitten hiitte. Man sieht leicht, dass die Gréssen —,, ..., & 
blos von den relativen Coordinaten «— X oder von den Differenzen 
x; — %, abhiingen, so dass also X, Y, Z in der Kriftefunction gar 
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nicht vorkommen, und dass die Constanten H, K der lebendigen 
Kraft und der Flichensiitze, ferner die Polaraxe, die Trigheitsaxen, 
u. s. w. fiir die Punkte pw dieselben sind, wie fiir die auf ihren Schwer- 
punkt bezogenen Punkte m. Die Hamilton’sche partielle Differen- 
tialgleichung wird ebenfalls auf 3” Variable reducirt, ohne ihre Form 
zu verlieren. Hierin liegt das Princip der Transformation, welche 
Jacobi im Jahre 1842 fiir das Problem der drei Kérper vorgeschla- 
gen hat. 

Um die Coefficienten der hier erforderlichen Substitution allge- 
mein anzugeben, erinnern wir uns, dass nach Cayley die Coefficien- 
ten der orthogonalen Substitution vom Grade m sich aus einer Deter- 
minante B= (b,, b,.... dan) ableiten lassen, deren Elemente blos 
den Bedingungen unterworfen sind, dass b; = 1 und by + b4;—90 
sein muss. Bedeutet 8, den Coefficieriten von b;, in B, so sind die 
gesuchten orthogonalen Coefficienten: 


2B, Bis 


Van = io 2 ? Vai= 


oo 4 


Aus diesen kénnen wir aber die Coefficienten einer orthogonalen Sub- 
stitution vom Grade » + 1 ableiten, welche der speciellen Bedingung 
geniigt, dass uw, & = 2X ma werden soll. Ziehen wir die Factoren 
V uw in die & hinein, da ja eben nur die Producte /u & bestimmt wer- 
den, und setzen m) = 1, so sind die Transformationsgleichungen: 


ne A=n h=n ee 
Vm; (a — X)= J ta & ; E = FF ou Vm (% — %), 


i=t A=l1 


und die Coefficienten ¢ bestimmen sich durch die Formeln 


‘ 1 7 Ving _ 

n= Vu 2 Vm, Vph ? Ca = Vinh + 1+VmM 
deren Ableitung ich an einem andern Orte gegeben habe*). Die Sub- 
stitution fiir das Problem der drei Kérper enthilt also, wie die ge- 
wohnliche binire Substitution, nur eine willkiirliche Grésse. Man 
kann derselben beiliiufig die Form geben: 


} \ ex (% — X) = &, sin B, + &, cos By, 


My My . 
ute (v7, —%_) = §, cos By, — &, sin B,, 


woraus durch Vertauschung der Indices die tibrigen Gleichungen fol- 
gen. Von den drei Constanten £,, 6,, 6, bleibt eine willkiirlich, man 
kann z. B. 6, =O setzen, aber die Differenzen der B werden durch 


Coh » 


die Gleichungen tang (6, — 6,) = aa , u.s. w. bestimmt. 
U s 


*) Annales de V Ecole normale supérieure. Décembre 1868, 
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Ohne von diesen allgemeinen Formeln auszugehen, kann man 
iibrigens zwei specielle Transformationen angeben, welche die erwahn- 
ten Bedingungen erfiillen. Bezeichnen wir durch S die auf » Glieder 
reducirte Summe 2 ((&)), so ist, wie leicht zu beweisen: 


s=} z mm ((2i—ats)) = 2m, ((a;)) —M((X)) = z mi (az — X)). 


Fiir die Punkte m bedeutet also S die lebendige Kraft, die Areal- 
bewegung, die Variation der Kriiftefunction, wm den Schwerpunkt; 
fiir die w bedeutet S dieselben Gréssen in Bezug auf den Anfangspunkt. 
Es lisst sich ferner S durch die Differenzen aller Coordinaten x aus- 
driicken. Hierauf folgt, dass wir von allen x eine gewisse Groésse ab- 
ziehen kénnen, d. h. dass wir den Ursprung veriinderlich annehmen 
diirfen. Bestimmen wir ihn durch die Gleichung //m,x, + VW MX =0, 


so hebt sich m,((%,)) gegen M((X)) fort, und es bleibt S = s m;((a#)). 
1 


Ich nehme fiir / M das obere Zeichen; dann ist der neue Ursprung 
der Schwerpunkt der Massen //m, und //M, die erstere im Punkte m,, 
die letztere im Punkte M, a. h. im Schwerpunkt des Systemes gedacht. 
Sei wieder m, — 1, so wird 


(1+ YM) a + mx, + ma,+..... = 0, 
g 4 a MX, + MyXy + aiew & is " 
also: ty — My = 4; + a 


Die Entfernungen der Punkte m,, m,,.... von m, lassen sich 
also durch die Coordinaten derselben n Punkte, bezogen auf den neuen 
Ursprung, ausdriicken. Die Kriftefunction und das Symbol S enthalten 
ebenfalls nur die Coordinaten w,, x,..., der Punkt m, ist also ganz 
ausgeschlossen, ohne dass dadurch die Bewegungsgleichungen oder die 
Integrale geiindert wiiren. Ich nenne den neuen Ursprung einen kano- 
nischen Punkt, und wir haben folgenden Satz. In jedem freien System 
von n-+ 1 Korpern giebt es n+ 1 (oder eigentlich 2 + 2) Punkte, 
um welche sich je n Korper wie um feste Centra bewegen. Die kano- 
nischen Punkte findet man, wenn man den Punkten m; die Massen 
Ym;, dem Punkte M die Masse + j//M beilegt, und zwischen dieser 
letzteren und jeder der vorigen den Schwerpunkt sucht. Bedeutet m,—1 
die Sonne, so ist fiir das Sonnensystem //M = 1,0067, es liegt also 
der kanonische Punkt bestiindig im Innern des Sonnenkérpers. Um 
diesen Punkt bewegen sich die Planeten, wie um ein fixes Centrum. 

Eine andere Transformation des symbolischen Ausdrucks S erhiilt 
man so. Sei M; die Summe der Massen m, bis m;, und X; die Coor- 
dinate ihres Schwerpunktes (also X,— x, und M, = m,); dann ist, 
wie leicht bewiesen wird, 


. n M;_; ee 
S = omy M, ((a; — X;—1)) 


- 
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Wir diirfen daher § = a; — X;_, und w; = m; a setzen. Das 


Symbol § reducirt sich also auf m Glieder, wenn wir den Korper m, 
auf m,, den Kérper m, auf den Schwerpunkt von m, und m,, itiber- 
haupt jeden neu hinzukommenden auf den Schwerpunkt aller vorher- 








: . . Mom : 
gehenden beziehen. Dabei muss m, die Masse up, = sas ay » My die 
0 1 . 

m m,)m : . 

Masse “, = (imo “F tm) a , u. s. w. erhalten. Ist m, die Sonne, so wei- 


Mo +m, + Mg 
chen ,, #@, nur sehr wenig von m,, m, ab. Ist m, die Erde, m, der 
Mond und m, die Sonne, so weicht u, wenig von m, ab, dagegen wird 
die Masse uw, der fingirten Sonne jetzt nicht nahezu = m,, sondern 
nahezu m,, d, h. gleich der Erdmasse. 

Statt den Koérper m, auf m, zu beziehen, kann man ihn natiirlich 
ebenso wie m, auf den Schwerpunkt von m, und m, beziehen, indem 
MoE My 

Mo 
worauf es allein ankommt, ist in beiden Fiillen dasselbe. Dies ist eine 
bereits von Jacobi angegebene Umformung, die sich mit Vortheil auf 
die Mondtheorie anwenden lisst. Sei wieder m,—1 die Erdmasse, 
und schreiben wir m, m, statt m,, m,, so wird w =m (1+ m) die 
fictive Mondmasse, und wu, = ao oe die fictive Sonnenmasse. Nen- 
nen wir endlich 7, 7, die Abstinde des Mondes und der Sonne von 
dem Schwerpunkt der Erde und des Mondes, so wird: 


man ihm die Masse uw, = m, giebt, denn das Product yu, &,’, 


1 m mm m 
U = — —— pages eee a A 
r i-+m - Vre + 7? —2rrye ” Vr2e+ mr? + 2mrr,o’ 
wo 6 den Cosinus des Winkels (7, 7,) bedeutet. Die Entwickelungen 
e oa 4 oe ° r 
der beiden Wurzelgréssen nach Potenzen des Verhiiltnisses >, unter- 
1 





scheiden sichnur durch Potenzen der Mondmasse m, wir erhalten daher: 


U == fant OE™ + BR, 


ry itm 
und 
"2 4 p2 
R= mm, — [4 (1+ m) + A, = (1 — m?)+ A, ay (1 -+- m*) +...] , 
wo A, A,, Aj,... die Coefficienten der gewdhnlichen Stérungsfunc- 


tion sind. Der Vortheil der neuen Stérungsfunction besteht darin, dass 
die Knoten hier nicht mehr vorkommen, weil 6 bloss von den Argu- 
menten der Breiten und von der gegenseitigen Neigung der Bahnen 
abhiingt; die Flichensiitze zeigen niimlich, dass sich die Bahnen der 
Punkte w, uw, bestiindig in der unveriinderlichen Ebene schneiden. 
Hierauf beruht die werthvolle Arbeit von H. Weiler iiber die Mondtheo- 
rie. Ferner ist Folgendes zu bemerken: Nennen wir w, «, die Argumente 
der Breiten und /, /,; die Arealgeschwindigkeiten, so kénnen wir mit Hiilfe 


der Fliichensiitze die Neigungen durch /, /, ausdriicken, und 
Mathematische Annalen II, 12 
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. , R? 
o = cos u cos 4, + sin usin u ——j3-—— 


setzen. Sei noch y= ur’, y; ="; so wird die lebendige Kraft 


aT— i (+8) +5, (vet i), 


, =—" : 4 

und die Gleichungen der Bewegung lassen sich auf die orm bringen: “ 
dr oH dy __——0H du _ 0H af _——s oH. 4 
— ar" @. oe? dd oF d °& # ‘ae 


Setzen wir zuerst R =O und integriren durch zwei Ellipsen mit 
je vier willkiihrlichen Constanten: « (die reciproke grosse Axe), B (die 
Quadratwurzel aus dem Parameter), t (die Zeit des Perigeums) und x 
(das Argument der Breite des Perigeums), so ist in der ersten An- 
niiherung f= #, und die Variation der Constanten erhiilt man durch 
je vier Gleichungen: 

dea oR dt oR dp OR dx oR 


dt ~ dct’ at da’ dt dx’ dt of 
Das Princip der lebendigen Kraft liefert das Integral 
R+ata,+H=0. 
Ich sehe hier von den numerischen Factoren ab, welche in die Con- 
stanten «, 6 eingehen. 


ie eee Boe aM Ah 


Ill. 


Wir wollen nun zu der Betrachtung der Fliichensiitze iibergehen. 
Sei also ein System gegeben, welches durch Drehung um einen festen 


VRS 


Pol sich nicht findert. Wir kénnen nach dem Vorigen die absoluten i 
Geschwindigkeiten in der xy-Ebene durch 2 — yQ’ und y’ + 2 aus- 
driicken , wo 2 den Winkel zwischen dem Meridian der x Axe und einem | 


festen Meridian bedeutet; die Geschwindigkeit liings der unbeweglichen 
Polaraxe ist 2. Also 

2T = ZF m(ae— yQy + Samy + «Q)\?+ Tm ze. 
Der Meridian der x Axe bestimmt sich durch eine Gleichung f= 0, 
woraus noch f = 0 folgt. Denken wir uns alle Bedingungsgleichungen 
beriicksichtigt, und setzen: 


oT eT oT oT > 
aa “"P> oy 2 ws ag = XK, 


were. 


so liefert die Hamilton’sche Methode das kanonische System: 


dz 0H dp — 0H 
= =? 2 fe? 
a a a aa 
Set 22 See = ease 


Die letzte dieser Gleichungen giebt ein Integral, K = const.; dies 
ist der Fliichensatz. Dadurch sondert sich auch die vorletzte Gleichung 
von dem System ab, sie hat nur noch die Bedeutung einer Quadratur, 








"VQ @ 
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durch welche Q nachtriiglich gefunden werden kann. Die Anzahl der 
Variabeln x, y, 2, p,q, 7 ist aber durch die Gleichungen f —0, f= 0, 
um zwei vermindert. Sind diese Gleichungen noch nicht beriicksichtigt, 
so addiren wir zu 7’ den Ausdruck @/’, und bestimmen den Multipli- 
cator « so, dass eine der Gréssen p, q, 7 identisch verschwindet. Wir 


haben jetzt: ; 

p= m(a — yQ) + efz, 

K= Zm(zy — vy) + WV Sm(a’?+y"), 
und hieraus: 


QT E>, {(p— af) + (— af + (r — af}, 


wo « durch die Gleichung K + a 2 (af, — yfz) = 2 (qu — py) ge- 
geben ist. Wir kénnen nun eine der Gréssen p, q, 7, z. B. q,, gleich 
Null setzen, und die conjugirte Veriinderliche y, durch die Gleichung 
des Meridians eliminiren. Wir kénnen auch den Meridian durch den 
Punkt m, legen, also einfach f= y, —0 setzen, wodurch wir 
of a er FTES 2S ‘pane sans J 
m mm, x 

erhalten. Die Variabeln y,, q, fallen also ganz fort, sie sind durch 
den Flichensatz eliminirt. 

Ich habe bei der Ableitung dieser Formel vorausgesetzt, dass 7’ die 
oben angegebene einfache Form hat; dies ist erlaubt, wenn wir einen kano- 
nischen Punkt zum Anfangspunkte nehmen, wodurch ein Massenpunkt 
ausgeschlossen wird. Wollen wir die Coordinaten auf den Schwerpunkt be- 
ziehen , so miissen wit erst einen der Punkte (m,) eliminiren. Zu diesem 
Behuf addiren wir zu 7 ausser af noch 6B, Sma’ + B, my + B, Sm z’ 
und bestimmen £,, 8,, 8, 80, dass die Gréssen py, q, 7% verschwinden. 
Dies kénnen wir uns indessen ersparen, indem wir, wie gesagt, den Punkt 
m, von vornherein ausschliessen, so dass Z'uur die Punkte m, ,....m, enthiilt. 

Ist das System ganz frei, so haben wir drei Fliichensiitze. Fiihren 
wir nun drei bewegliche Axen ein, so wird 
2T = Lm(a'+ye—xyyPr+ Sm(y+ac—v%z)? + Sm(2' +a y—y's)’. 

Die Flichensiitze lassen sich schreiben: 

oT =—Ka, “1 =Kb, “4 =Ke, 
x oy oz 
wo a, b, ¢ die Richtungscosinus der Polaraxe sind. Die lebendige Kraft 


ist also eine homogene Function der Geschwindigkeiten «’, y’, 2° und 
der drei Rotationen 2°, y°, 2°. Eliminiren wir diese Variabeln mit Hiilfe 


ral 


der linearen Gleichungen ue =yp,.... und der Flichensitze, so wird 


T eine homogene Function der Variabeln p, q, 7, a, b,c. Nimmt man 


nun in bekannter Weise das vollstiindige Differential d 7 vor und nach 
12* 
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der Transformation, und vergleicht die beiden Ausdriicke, so ergiebt 
sich, bei Beriicksichtigung der Lagrangischen Gleichungen 


2; SE + 5) Sa Sw 

dt On at dp? dt meee 
wird. Fiir die Gréssen a, b, ¢ erhilt! man aus der Betrachtung 
von dT die Relationen Ka® = es » +++, also wegen der bekann- 


—_ ae oe re 
ten Gleichungen a = bz® — cy®,..... , die Differentialgleichungen 


da oT , (er 
Ku— 9 @)—6 Gf). 


Setzen wir aber 


, dass wieder 


a=snlIsing, b=sinlIcospm, c=cosl, 
wo I die Neigung der xy Ebene und @ die Linge des Knotens in die- 
ser Ebene bedeutet, so zeigt sich, dass m und a = Ke conjugirte 
Variable sind, also 
Ss Se. 
o as? ae og 

Diese zwei Variabeln treten an die Stelle der sechs, welche durch 
die Gleichungen der Axen eliminirt werden, wir haben also die Zahl 
der Variabeln um vier verringert. 

Die drei Rotationen sind iibrigens 

®=—Na+Tl csp, yY=Qb—I'sng, 2—M-+q’, 
und die Flichensiitze lassen sich auch schreiben: 

oT T oT oT oT rt 
=k, 7=0, =, So —Ke=a, 5 — Ke. 

Geht man von diesen Gleichungen aus, so findet man wieder das 
eben erwiihnte kanonische System mit den Variabeln x, y, 2, m und 
P, 4, 7, x. Der Winkel Q wird durch eine Quadratur gegeben, denn 
oH 
OK” 
«Axe nehmen; dann wird nur die xyEbene durch zwei Gleichungen 
bestimmt, wir haben nur 4 Variabeln zu eliminiren, es fallen dafiir 


aber m und z fort. Die Gleichung (47 =— as =0, wo sich die 


es ist Q' = Wir kénnen auch my = 0, also die Knotenlinie zur 


Parenthese auf die transformirte lebendige Kraft bezieht, zeigt in diesem 
Falle, dass es gleichgiiltig ist, ob wir I vor oder nach der Differen- 
tiation in Bezug auf die Variabeln x, p,.... eliminiren. Es ist aber 
bequemer, dies vorher zu thun; dann wenden wir also die drei Fliichen- 
siitze wie Bedingungsgleichungen an. Wihlen wir z. B. im Problem 
der drei Korper die Kiérperebene zur xy Ebene, indem wir z= 2 = 0 
setzen, so enthilt das letzte Glied von 7’ blos Rotationen, aber keine 
Geschwindigkeiten, wir kénnen dasselbe daher durch die F'liichensitze 
transformiren, bevor wir nach « und y' differentiiren. Es findet sich, 








1 
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dass dieses Glied = KQ sin? I wird. Dies ist die Componente der 
lebendigen Kraft senkrecht zur Kérperebene; wir kénnen sie wie eine 
Stérungsfunction in Bezug auf die Bewegung in der Ebene ansehen. 
Ferner wird 


e 2 . 4 6 a 
Y. = 598 ow = ne und - == Wi%2— nh _ a. 5, w. 


ue 4A? ? ms 

Die Variation des Knotens (oder die Drehung um die Polaraxe) 
ist, bis auf einen Factor, gleich dem Trdgheitsmoment der drei Korper 
um die Knotenlinie, dividirt durch das Quadrat des Dreiecks der drei 
Korper. Wir haben jetzt 

2T = Lm (x — y® cos I)? + LS m(y' + «YM cos J)? + KQ' sin? I. 
Differentiiren wir 7 -+ « Oma’ + B Zmy' nach x und y,, eliminiren 
die Multiplicatoren «, 6 und setzen fiir K cos J den Werth ¥(gx — py), 
so ergiebt sich: 
2 2 2 2 a 

oP SETS _ Spt SN 1 KQ— 2 [Z(qx—py\l, 
wo fiir Q’ der obige Werth einzusetzen ist. Ferner diirfen wir py=q)=0 
setzen, so dass 7’ nur noch vier kanonische Variable mit ihren Uon- 
jugirten enthalt. Die Coordinaten sind hier auf den Schwerpunkt be- 
zogen, wir kénnen aber statt derselben die relativen Coordingten der 
drei Kérper einfiihren, weil zwischen beiden Systemen eine orthogonale 
Substitution besteht, wie aus der Gleichung 

S = Zm((a)) = w 2 > (2 — 45)) 

hervorgeht. Wir kénnen deshalb in allen quadratischen Formen von 
der Art der lebendigen Kraft u. s. w. die Gréssen m;x;, miy:, durch 
wk, wy; ersetzen, wo &, y die Differenzen der Coordinaten bedeuten. 
Fiihren wir endlich statt der rechtwinkligen Coordinaten Radienvectoren 
und Azimuthe ein, so kénnen wir eine Menge anderer kanonischer 
Systeme bilden. Ich habe diesen Gegenstand ausfiihrlicher in einer 
Arbeit behandelt, die im Maiheft des Liouville’schen Journals er- 


schienen ist, ferner in einer Note, die in den Comptes-rendus der 
Pariser Akademie vom 21. Juni d. J. steht. 











Ueber die Aetherbewegung in Krystallen. 


(Nachtrag zu dem Aufsatze Seite 325 im I. Bande dieser Annalen.) 





Von Cart Neumann in Leipzic. 


An Stelle der in jenem Aufsatz (pag. 332) genannten Voraus- 
setzungen mégen gegenwirtig folgende gewahlt werden: 

I. Voraussetzung. Die ponderablen Moleciile des Krystalles 
haben auf die Bewegung des Aethers keine directe Einwirkung. Dem- 
gemiss ist: 

bh =b.—=—56, = 0, mithn: i, = i, = i, = 1. 
Il. Voraussetzung. Zwischen den Coefficienten hy, hoy, hs, 
has, Itsy) hyo finden die Relationen statt: 
hog + hys = 6hys, 
: hss + yy = Shop, : 
Nyy + higg = hy. 


Demgemiiss kann gesetzt werden: 


hy, = a, hy, = 3(b + ¢ —a), 
hs, = b, hog = 3 (ec + a — BD), 
hy» =, hss = 3 (a + b — ©). 


Zur Abkiirzung mag die Bezeichnung eingefiihrt werden: 
p= b6+e)0?+ (+a) P+ (a+b)7, 
= (a+b +0) — (aa? + bp + cp). 
Ill. Voraussetzung. Die Coefficienten h,, h., h, stehen zu 
hog, hy, hy» in folgender Bezichung: 
h, — hy = h, — hg = hy — hig. 
Bezeichnet man also den gemeinschaftlichen Werth dieser drei Differen- 
zen mit g, so kann (mit Riicksicht auf die bei der Ul. Voraussetzwng 
eingefiihrte Bezeichnung) gesetzt werden: 
h=h,+y9=a+gQ, j 
h,=hy +g9=b+9, 
hy =hy +9 = e+, 
Zur Abkiirzung mag die Bezeichnung eingefiihrt werden: 
p=he+h, P+ hy, 
= 9 + (ae? + bf? + cy’). 


Dabei ist aufmerksam zu machen auf die Relation: 
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p+p=g9t@t+h+o, 
welche augenblicklich sich ergiebt aus den fiir p und p soeben angege- 
benen Formeln. 

Von diesen drei Voraussetzungen sind die beiden ersten identisch 
mit den damals genannten Voraussetzungen. Hingegen ist die dritte 
Voraussetzung von derjenigen, welche damals in dritter Stelle aufge- 
fiihrt wurde, wesentlich verschieden. 

An Stelle der Formeln (1. c. pag. 334) ergeben sich nun, bei 
Zugrundelegung der gegenwiirtigen Voraussetzungen, folgende Formeln: 


a\> . +e a . eps ee B . as 
(1*) A:B:C= (g+b+c¢)—m *° (g+e+a)—m* (g+a+b)—m ' 





(1") Oem eerinnsli ween ena 
(g+b+c)—m* (g+e+a)—m ! (g+a-+b)—m 
(1°) 0 =aA+t BB+ y7C. 
Zu diesen ist noch hinzuzufiigen die Formel 
0 = i, AA’+ i, BB’ +i,C0’, 
(l. e. pag. 331), welche mit Riicksicht auf unsere I. Voraussetzung 
folgende einfachere Gestalt annimmt: 
(1¢) 0 = AA’ + BB’ + CC’. 
Beachtet man, dass (g + b+ c¢), (g+e+a), (g+a+)) drei dem 
Krystall eigenthiimliche Constante sind, ferner, dass m und m’ die 
Fortpflanzungsgeschwindigkeiten derjenigen beiden ebenen Lichtwellen 
sind, welche in der Richtung @, B, y sich fortpflanzen, und endlich, 
dass A, B, C und A’, B’, C’ die Vibrationsrichtungen in diesen bei- 
den Wellen bezeichnen, so erkennt man leicht, dass die durch die 
Formeln (1: >» ° ¢) ausgesprochenen Gesetze vollig identisch sind mit 
den Fresnel’schen Gesetzen, die Vibrationsrichtung in Fresnel’s 
Sinn genommen. 
In dem citirten Aufsatz (pag. 351) ist gezeigt worden, dass die 
I. und IJ. Voraussetzung unmittelbare Consequenzen sind der beiden 
zu Grunde gelegten Hypothesen (1. c. pag. 325), dass Gleiches aber 
nicht mehr behauptet werden kénne von der damaligen Ill. Voraus- 
setzung. Es soll nun untersucht werden, ob vielleicht die gegenwér- 
tige Il]. Voraussetzung einer solchen Anforderuug besser entspricht. 
Die gegenwirtige III. Voraussetzung lautet: 
hy — hog = hy — hg = hs —hy., wo die Gréssen h,, hy, hg, hos, hay, hy» 
die Mittelwerthe gewisser periodischer Functionen vorstellen, welche 
mit H,, H,, H,, H,,, H;,, H,, bezeichnet worden sind, und welche 
ausdriickbar sind durch folgende Formeln (1. c. pag. 347): 
H,=K+ x0 +2(K+4)u, 
(2) HA, = K++ 2(K+x)», 
H,= K+x+2(K+x)2, 
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=x xo42(e4 x) 6 —2(x +x) uy, 
(3) rr attancas GG “x)v, 
Bs +de+3(0+ we —3(e+a)«. 
Hieraus folgt sofort: 
H, — H,, = 0 + 2p (K+ 2+ x), ; 
(4) H, — Hy = © + 2v (K 42x42), 
H, — Hy, = 0 + 2a (K+ 2+), 
wo © zur Abkiirzung steht fiir |K + xo] — [x + xo + 2(x + x’) 6]. 
Aus diesen Formeln (4) ergiebt sich, dass die drei Functionen 
H, 5 A,; ? H, ini Hs, ? HI, ee H,, 
folglich auch die drei Mittelwerthe dieser Functionen 
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hy —Igg3 ,» Itg—hgyy 5 hg — Tye 
unter einander identisch sein werden, sobald K + 2x -+ x’ = 0 ist. 
Die gegenwértige Ill. Voraussetzung wird also erfiillt sein, sobald die 
Gréssen K, x, x’ der Bedingung Geniige leisten: 
(5) K+2x+x'=0. 
Jene Gréssen K, x, x’ besitzen (I. c. pag. 346) folgende Bedeu- 
tungen : 





3K = Sm, eg’, 


5 


(6) ee te Sm, o' yp”, 


be} 


3 7 . “rn 

ao x = Sm, ey”. 
Die Bedingung (5) wird daher erfiillt sein, sobald die Function @ der 
Gleichung Geniige leistet: 

° , 4o'_ , 4 m 

O = Sot Hort tty oro. 
Beachtet man, dass gm durchweg als Function von g’ angesehen ist, 
und dass demgemiiss g’, »”, gp” die Ableitungen von » nach g? vor- 
stellen, so ergiebt sich, durch Integration der Gleichung (7), fiir o 
folgender Werth*) : 


*) Die Gleichung (7) lautet, wenn man ! = 7 setzt: 
4 “er 
ny +4°% o” + $4 9” =0. 


Hieraus folgt, wenn g = 7” a RO wird : 


age + *2— 4) g +”! 4n ( e— Don? 2) ny" =0, 








1 re ‘e—) wy sete) as 0, 





TE 






Lae 
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g =A + Bo-* + Fe-*, mithin: 
sa —~@— 3Bet+ 5re, 
wo A, B, IT Integrationsconstante sind. 

Die Function (9?) oder  bezieht sich auf das Potential zweier 
Aethertheilchen. Sind niimlich m, m, die Massen der Theilchen, und 
reprasentirt g ihre Entfernung, so ist das Potential ihrer gegenseiti- 
gen Einwirkung bezeichnet worden mit m m, gy (g*) oder m m, 9, (I. c. 
pag. 336 u. 345). Demnach ist — mm, we die Grosse der zwischen 
den beiden Aethertheilchen vorhandenen Kraft. Aus (8) ersehen wir 
also, dass die gegenwiirtige III. Voraussetzung erfiillt sein wird, sobald 
diese zwischen je zwei Aethertheilchen vorhandene Kraft den Werth 
besitzt: mm, (3Be-!+ 50 o@-*). Somit gelangen wir zu folgendem 
Ergebniss: 

Wenn die erste der beiden zu Grunde gelegten Hypothesen (1. ¢. 
pag. 325) in eine speciellere Fassung versetet, niimlich angenommen 
wird, dass die zwischen je zwei Aethertheilchen vorhandene Kraft entweder 
umgekehrt proportional ist mit der sechsten Potenze der Entfernung, 
oder aus zwei Theilen besteht, von denen der eine den genannten Cha- 
rakter besitzt, der andere aber wmgekehrt proportional ist mit der vier- 
ten Potenz der Entfernung: so fiihren jene Hypothesen, was die 
Bewegung ebener Lichtwellen in einem zweiundzweigliedrigen Krystal 
anbelangt, unmittelbar (niémlich ohne Zuziehung irgend einer weite- 
ren Voraussetzung) zu den von Fresnel aufgestellten Gesetzen, 
und auch zu der von Fresnel angenommenen Orientirung 
der Vibrationsrichtungen. 

Es -scheint, als wire hier zu bemerken vergessen, dass die in 
Rede stehenden beiden Hypothesen zu den Fresnel’schen Gesetzen 
auch dann hinleiten werden, wenn die zwischen je zwei Aethertheil- 
chen vorhandene Kraft umgekehrt proportional ist mit der vierten 


35 + 28(n— 1) + 4(v®? —3n+2) = 0, 
d. i. 
4n? + 16” + (35 — 28+ 8) = 0, 
d. i, 
(2n)? + 8-(2n) + 15=0. 
Hieraus folgt: 


Qn =—4+ Vié— 15, 
4, 
— 3 
2n— | 
— 5 


Somit ergiebt sich aus der Gleichung (7) fiir die Function m = 4” = oe” folgen- 
der Werth: 
9 =A+ Bei + Tes. 
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Potenz der Entfernung. Aber es wiirde absurd sein, annehmen zu 
wollen, dass g und — ‘e die Werthe hiitten: 
9 =—A+ Bo *, 
op __ 2Rp— 
— oe = 3Bo or 
Denn aus einer solchen Annahme iiber den Werth von » wiirde 
sofort folgen: K + x0; und hieraus wiirde weiter fiir die Fort- 


pflanzungsgeschwindigkeit des Lichtes im freien Aether der Werth () 
sich ergeben (vgl. die Randnoten 1. c. pag. 346 und 347). 


Leipzig, den 29. Marz 1869. 






































Aus brieflichen Mittheilungen. 


Von E. Heine in Hawe. 


-+++ Da Ihnen der Weg, welchen man einzuschlagen pflegt, um 
cos xm fiir positive ganze Werthe von » nach Potenzen von cos » 
zu entwickeln, fiir die Vorlesung unbequem ist, so schlage ich Ihnen 
folgende Ableitung vor: 

Entwickelt man die beiden Seiten der Gleichung: 


(1) log (1 — ae”) + log (1 — ae”) = log (1 — 2a cos p + a?) 
nach aufsteigenden Potenzen von a, so ist der Coefficient von — a” 
auf der linken Seite 
2cosnp . 
n ? 
den Coefficienten derselben Potenz auf der rechten Seite ermittelt 
man, nachdem man sie auf die Form gebracht hat: 


— =z = (2 cos p—a)”, 


vy=1 
d. i. auf die Form: 
_¥ (ome: a” ——2_ (2008 nga CER gO sai acnsiny ] . 
—— v 


— -2 
Pat v 1 v 1-2 


Dadurch entsteht sofort die gesuchte Gleichung : 


(2) 2cosnp _ (2cosg)" n—1 (2 cos p)"—2 4 N—2 -N—3 (2cosq)n—4 
re lai 1-2 n—2 





n n 1 «—4f 





n—3-n—4-n—5 (2 cos —)n-6 he 
1-2-3 n—3 





in der die Reihe auf der rechten Seite mit der ersten oder nullten 
Potenz von cos @ schliesst. ° 

Will man lieber die geometrische als die logarithmische Reihe zur 

i Ableitung verwenden, so geht man von der Gleichung 





| (3) wad 4 1 =— 2 1— «a cos 9 


1—ae? 1— ae? 1 — 2a cos mp + a? 


aus. Ks sei 
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1 r—@® rxn—D ‘ 
= £ a*(2csgmg—a)*=—= ZF ca", 
n=0 n=0 





1 — 2a cos p + a? 
wodurch ¢, die Bedeutung erhilt: 


n—2-n 


’  t—! ee el en 

(4) tn, = (2 cosy)" — “—— (2 cos g)"-* + “——5— (20s gy)" 

— — = (2 cos p)"—* + ete., 
wenn die Reihe, wie oben (2), bis cos'g oder cos*p fortgesetzt wird. 
Dann folgt aus (3): 

COSNP = Cy — COSY + Cy1, 
was mit (2) iibereinstimmt. Auf die thunliche Entwickelung von 
sin nq fiihrt die Formel: 


1 1 2ia sin @ 


rn— : 
=2: 2 a"smng, 
n=1 


i—ae? 1—ae—* 1 — 2a cos@ + a? 
aus der sich ergiebt: 


(5) ' sinnm = sing diniies 


tees Sie fragen, auf welche Art ich in den Vorlesungen den 
fundamentalen Satz zu beweisen pflege, dass fiir willkiirliche Varia- 
tionen dy das Integral 


A 
(1) SF, 9), 9’) - ++ y) Oyda, 


in welchem y’, y”, etc. die Ableitungen der Function y von x nach x 
vorstellen, nur dann verschwinden kann, wenn f selbst in den Inte- 
grationsgrenzen verschwindet? In den meisten Lehrbiichern wird die- 
ser Satz als selbstverstiindlich betrachtet, indem man zu vergessen 
scheint, dass in den Fallen, auf welche man ihn anwenden will, die 
sogenannte willkiirliche Variation dy nicht willkiirlich im gewéhnlichen 
Sinne, sondern der Bedingung unterworfen ist, es solle dy selbst und 
eine endliche Anzahl seiner aufeinander folgenden Ableitungen nach 
x noch continuirlich bleiben; den bedeutenden Umfang der hierin lie- 
genden Beschrinkung kann man’ wohl nicht leicht so weit tibersehen, 
dass man den Satz geradezu als selbstverstindlich betrachten darf. 
Dass man hier ein unbestimmtes Gefiihl an die Stelle des Beweises 
treten lasst, hat schon manchen Anfinger veranlasst, bei der Behand- 
lung der Aufgabe fiir die kiirzeste Linie aus der Gleichung 





atl 











ar as 
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MT Pare 2s | i sei 
O6f/VYityy ae = | aay ve 
schliessen zu wollen, dass der Factor von dy’, nimlich 
. BSS ces 
Per, 
verschwindet! bi. 

So weit der obige Satz iiberhaupt richtig ist, lisst er sich, ebenso 
wie seine Ausdehnung auf mehrere Variabeln, beweisen, indem man 
fiir dy eine Function von x setzt, welche den Continuititsbedingungen 
geniigt, und mit f, wo es nicht Null ist, iiberall gleiches oder iiberall 
entgegengesetztes Zeichen besitzt; man darf aber nicht / selbst fiir dy 
nehmen, wenn auch f eine analytische Function ist, indem man nicht 
von vorn herein den Fall ausgeschlossen hat, dass y’, y”, etc. Discon- 
tinuitiiten enthalten kénnen (s. unten). Sollte f an den Stellen 

L = Gy, Gy, Gs, etc. 
sein Zeichen iindern, so ist 
(2) dy = (w@— a) (w@ — a) (@ — a) --- 
eine geeignete Function; setzt man diese fiir dy in (1) ein, so folgt 
sofort, dass f — wenn es nicht unendlich viele Zeichenwechsel besitet — 
im Allgemeinen, d. h. héchstens mit Ausnahme von Werthen in ein- 
zelnen Punkten der Integrationslinie, verschwindet. 

Bei den Untersuchungen iiber Maxima und Minima oder iiber die 
Integrabilitit handelt es sich bekanntlich um Aufsuchung der Bedin- 
gungen, unter welchen 


6 
(3) Of F(a, y, y, ...y) dx 

a 
verschwindet, wenn F' eine gegebene Function bezeichnet. Man kann 
auch dafiir die Gleichung 


(4) [PL +f rey vy, --.) yds = 0 


setzen, in welcher P eine lineare Function von dy und seinen » — 1 
Ableitungen nach « bezeichnet, und f eine auf ganz bekannte Art 
aus J gebildete Function ist. Wéll man zeigen, dass auch hier f im 
Allgemeinen verschwinden muss, wenn (4) fiir willkiirliche dy bestehen 
soll, so kann man fiir dy den Werth 

(5) dy = («—ay' (w—b) (@ — a) (@—m) «.. 


wihlen. In der That verschwindet hierdurch der Ausdruck: 
b 
[P| 
das Integral in (4) aber, also die linke Seite von (4) erhalt ein Zei- 
chen, wenn nicht f (im Allgemeinen) Null ist. 
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Der Ausdruck (3) liisst sich nur dann auf die Form (4) bringen, 
wenn y', y”, ete. continuirliche Functionen sind; im anderen Falle tritt 
fiir eine Stelle der Discontinuitit, «= c, zu ber linken —_" von (4) 
noch additiv ein Aggregat: 


[oa] tet LO] aE too + [Qa] ae 


hinzu, in welchem dy. und seine Ableitungen die Werthe von dy und 
seinen Ableitungen an der Stelle « —c vorstellen. Jedes Q ist hier 
eine bekannte Function von 2, y, y’, x, und e+ 0 oder ¢e —0O soll 
einen Werth von x bedeuten, welcher unendlich wenig iiber resp. un- 


ter c liegt. So wiirde fir F —j/1+ yy gefunden werden: 


Pl + lol”, — La Gry) 





Se , Q = a Ane 
Vityy Vity’y 


Herr Weierstrass beweist bei den Aufgaben, die er in seinen Vor- 
lesungen behandelt, die Continuitiit der vorkommenden Ableitungen 
von y, ohne irgend eine Annahme, die nicht schon in der Aufgabe 
liegt, allein aus dem Umstande, dass-die Ausdriicke: 


Le]. 


verschwinden. So wiirde in unserem Beispiele, wenn gezeigt wiire, 


dass 
[oo 


verschwindet, klar sein, dass y’ fiir « = ec —0 und x=c-+ 0 den- 
selben Werth besitzt, also bei 2 =e continuirlich ist. 

Um durch Annahme eines geeigneten Werthes fiir dy das Ver- 
schwinden der einzelnen Glieder in dem nunmehr an die Stelle von 
(4) tretenden Ausdrucke nachzuweisen, macht man 


(5) dy = (@—e)*™ (@— ay (@ — b)* (4 — a) @— a) ... |; 


dann folgt zuniichst, dass die Function f, und hieraus, dass das Ag- 
gregat der P und Q fiir willkiirliche dy verschwindet. Man setze nun 
der Reihe as 


= (c— ce («— ay (w— by 
— — 7 iad _ inl @ — ee 


dy = “ — a ( -- by 
und beweist dadurch successive, dass 
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[eas] > [Qf ee [Ol 


verschwindet. 

Schliesslich sei noch bemerkt, dass man auch fiir dy einen Werth 
von «=a bis x =b angeben kann, der fiir viele Untersuchungen 
hinreichend allgemein ist, und der Bedingung geniigt, auf einem 
Theile des Weges von a bis b, — es sei der Weg von c bis b — zu 
verschwinden, aber dennoch selbst mit seinen vy — 1 Ableitungen nach 
x continuirlich zu bleiben. In der That kann man dazu fiir dy zwi- 
schen a und ¢ die Function (a —c)*Axz, wenn Az willkiirlich und 
mit seinen ersten Ableitungen stetig ist, von c bis b aber Null nehmen, 











Ueber Producte und Quadrate der Bessel’schen Functionen. 


Von Cart NevuMANN in Lerpzia. 


Die kiirzlich von Lommel in seiner sehr schiitzbaren Schrift tiber 
die Bessel’schen Functionen (Leipzig. Verlag von B. G. Teubner. 
1868.) angeregte Frage, ob und unter welchen Bedingungen eine ge- 
rade Function nach den Quadraten der Bessel’schen Functionen ent- 
wickelbar sei, diirfte ihre Beantwortung finden durch folgende Sitze: 

1. Der aus irgend zwei complexen Gréssen x und y gebildete Aus- 
druck (y? — x)" kann, unter Anwendung der Bessel’schen Func- 
tionen J” und unter gleichzeitiger Anwendung gewisser anderer Func- 
tionen 2", in folgende Reihe entwickelt werden: 


(y — a2)“ = Bs M(y) [PP 


Diese Entwicklung ist giiltig fiir jedes der Bedingung mod « < mod y 
entsprechende Werthsystem von x, y; und Gleiches gilt auch von allen 
denjenigen Entwicklungen, die aus ihr hervorgehen durch (beliebig 
oft wiederholtes) Differenziren nach x und y. — Dabei ist unter «, 
eine Zahl zu verstehen, welche fiir n = 0 den Werth 1, fiir n > 0 
den Werth 2 besitzt; und noch zu bemerken, dass Q"(y) eine ganze 
rationale Function (nm + 1)'*" Grades von y—? ist. 

II. Versteht man unter f(z) eine beliebig gegebene Function, 
welche eindeutig, stetig und gerade ist, so lange mod z < FR bleibt 
(wo R eine gegebene Constante sein soll), so wird dieselbe immer 
darstellbar sein durch eine nach den Quadraten 

on, wrt, WP, «...-5. 

fortschreitende Entwicklung; und zwar wird diese Entwicklung giiltig 
sein fiir jeden der Bedingung mod z < RF entsprechenden Werth von z. 

Ill. Ist f(z) eine beliebig gegebene Function, welche innerhalb 
des Spielraums mod. z < R eindeutig, stetig und wngerade bleibt, 
so wird dieselbe jederzeit darstellbar sein durch eine nach den Pro- 
ducten 

J*(2)JI'(2), A (e)J*(s), A*(e)I*(s), ....... 
fortschreitende Entwicklung; und zwar wird diese Entwicklung giiltig 
sein fiir jeden der Bedingung mod z < Ft entsprechenden Werth von z. 

Es mag noch bemerkt werden, dass fiir die Bestimmung der Coef- 
ficienten dieser Entwicklungen sich allgemeine Gesetze ergeben, vollig 
analog mit denjenigen, welche ich in meiner Schrift iiber die Bes- 
sel’schen Functionen (Leipzig. 1867.) exponirt habe. 








Zur Theorie der biniren Formen sechster Ordnung und 
zur Dreitheilung der hyperelliptischen Functionen. 


Von A. Cresscu in Gérrincen. 


Die Aufgabe, eine gegebene biniire Form sechster Ordnung f in 
die Gestalt uw? — v? zu bringen, in welcher u eine Form zweiten, v eine 
Form dritten Grades, ist vollkommen bestimmt, gestattet aber eine 
grosse Anzahl von Auflésungen. Herr Cayley hat im 9. Bd. des 
Quarterly Journal, p. 215, die Gleichungen, von denen die Aufgabe 
abhiingt, dadurch gegeben, dass er die Invarianten von f durch die 
simultanen Invarianten von wu und v ausgedriickt hat. 

Aber diese Gleichungen haben Kigenschaften, welche sehr merkwiir- 
dig sind, und welche man leichter erkennt, indem man von der urspriing- 
lichen Form des Problems ausgeht. Herr C. Jordan in Paris, welchem 
ich diese Eigenschaften mittheilte, bemerkte, dass sie genau mit den- 
jenigen tibereinstimmten, welche er beziiglich der Gleichungen fir die 
Dreitheilung der hyperelliptischen Functionen (p = 2) gefunden. In 
der That kann man leicht die véllige Uebereinstimmung beider Pro- 
bleme nachweisen, wenn man sich der Anschauungen bedient, welche 
Herr Gordan und ich in unserer ,,heorie der Abel’schen Functionen“ 
zu Grunde gelegt haben. Die Untersuchung des in der Gleichung 
f = u® — v? enthaltenen Transformationsproblems ist daher zugleich 
ein algebraischer Commentar zu den allgemeinen Untersuchungen, durch 
welche Herr Jordan auf die Theorie dieser Classe von Gleichungen 
ein ganz neues Licht geworfen hat; sie ist nichts anderes, als die Be- 
handlung der Modulargleichungen, auf welche die Dreitheilung der 
erwihnten Functionen fiihrt. 

Ich erlaube mir im Folgenden den Gang und die Resultate meiner 
algebraischen Untersuchung kurz mitzutheilen. Die ausfiihrliche Dar- 
stellung ist in den Schriften der kéniglichen Gesellschaft der Wissen- 
schaften in Gottingen erschienen. 


Denken wir uns, es sei eine Lésung u, v des vorgelegten Pro- 
blemes gefunden. Die Aufgabe, die anderen Lésungen zu finden, 
Mathematische Annalen IT, 13 
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kommt das auf das Transformationsproblem zuriick, welches in der 
Gleichung 
(1) u — yp? = uw — vy? 
ausgesprochen ist. Man sieht sofort, dass dieses Problem auf zwei 
Classen von Lésungen fiihrt, welche vollig verschiedenen Charakter 
haben. Denn in Folge der Gleichung (1) sind entweder zwei der 
Factoren 

u—wu, u—ew, u— &u, 
in den beiden Factoren , 

v—v, v+v 

ganz enthalten, oder jeder der drei ersten hat mit jedem der beiden 
letzten einen linearen Factor gemein. Im ersten Falle nenne ich die 
Lésung wu’, v' eine Lisung erster Classe in Bezug auf u,v, im anderen 
Falle eine Lisung zweiter Classe. 

Es giebt, wie eine nihere Untersuchung lehrt, 27 Lésungen erster 
Classe, 12 Lésungen zweiter Classe in Bezug auf eine gegebene Lésung 
u, v. Das urspriingliche Problem hat daher 40 Lésungen, und man 
hat den Satz: 

Eine gegebene bindre Form sechster Ordnung f liisst sich auf vier- 

zig Arten in die Gestalt u® — v* bringen. 

Aber es ist bemerkenswerth, dass wenn eine dieser 40 Lisungen ge- 
geben ist, die andern 39 stimmtlich durch Wurzelausziehen gefunden 
werden kinmnen. Dass die Gleichung 39. Grades, von welcher sie ab- 
hingen, sich in eine Gleichung 27. und in eine Gleichung 12. Grades 
spaltet, folgt schon aus dem Obigen. Diese Gleichungen 27. und 12. 
Grades haben folgende weitere Eigenschaften. 

Die 27 Lésungen erster Classe bilden 9 TZripel, welche vermége 
einer Gleichung 9. Grades und darauf folgender reiner cubischer Glei- 
chungen gefunden werden. In der That erhilt man fiir w’, «’ folgende 
Ausdriicke : 

(2) cme--f—— 7 

2u = e(e — 1) {(E 4+ 2y)u— (E+) (P+ En +7)}, 
in welchen ¢ eine imaginiire dritte Wurzel der Einheit ist, die linearen 
Functionen §, 7 aber aus dem Transformationsproblem 
(3) 2v = 3ug — 8 + 9 
gefunden werden. Die Gleichungen (2) geben die Lésungen eines Tri- 
pels, wenn man fiir 7 die drei Cubikwurzeln aus 7° setzt, auf welche 
die Gleichung (3) fiihrt. Das Problem (3) aber fiihrt auf folgenden Satz: 

Sind.u, v zwei gegebene binire Formen zweiter und dritter Ord- 

nung, so giebt es 9 lineare Functionen &, fiir welche der Ausdruck 
y 2v — Bug + 8 
ein vollstiindiger Cubus wird. 








i 
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Die Gleichung 9'" Grades, auf welche das Problem (3) fiihrt, ist 
eine Hesse’sche. Hierdurch ist einerseits bewiesen, dass die 27 Lé- 
sungen erster Classe durch Wurzelausziehen gefunden werden, Aber 
die Untersuchung des Problems (3) ist an und fiir sich von Interesse. 
Man kann in dem vorliegenden Falle Alles vollstiindig aufstellen; 
erstens die Gleichung 9'" Grades selbst; zweitens das Problem 12' 
Grades, von welchem die Lisung der Gleichung 9'" Grades abhiingt; 
endlich die biquadratische und die cubischen Gleichungen, durch welche 
die Lésung beider Probleme erfolgt. Jede Lésung &, 4 des Problems 
(3) ist dabei analog einem Wendepunkte einer Curve dritter Ordnung; 
drei Lésungen, welche den Punkten einer Geraden entsprechen, will 
ich conjugivt nennen. Drei conjugirte Lésungen sind dann in den 
Formeln enthalten: 

3 2 2 
(4) :. * no dan "=m ee 
in welchen ¢, w, v lineare Functionen, m eine Constante ist. Und 
die zwoélf conjugirten Systeme findet man durch das folgende Trans- 
formationsproblem : 


(6) (1— m) u = uv — mM? 

vd . © , 9 4q 

, 2 (1 — m®)? v = m3 (1 — 2m) 3 + Bnd tuy — ws — v, 
Sucht man nun die Gleichung 12'" Grades, welche entsteht, wenn 


man das Product der 12 linearen Functionen ¢ gleich Null setzt, so 
findet man: 


(6) 0 {3pu—(6,+ $4) v }- {3 pu—(6, + § A)v} 
_ + {3 pu— (6, +44) of {3 pu—(6, + 3 A) ov}, 


wo p die erste lineare Covariante von w und v ist, wo 6,, 6,, 6,, 6, 
die Wurzeln der biquadratischen Gleichung 
(7) 0=o'+6(2B—} A) 0 

+4(5 AB—2C—4D-+4 A®)o —3 (2B—4 A’), 
und A, B, C, D die simultanen Invarianten von w und v sind. Die 
biquadratische Gleichung (7) hat die besondere Eigenschaft, dass ihre 
erste Invariante verschwindct. Die Loésung des Problems (3) erfolgt, 
indem man zuerst diese Gleichung, und sodann zwei der cubischen 
Gleichungen (6) lést, welche den Gleichungen fiir die Wendepunkts- 
dreiecke einer Curve dritter Ordnung durchaus analog sind. 

Das Verhalten der Lisungen zweiter Classe wird am besten dadurch 
charakterisivt, dass sie in der obigen Vorstellungsweise den Ecken der 
Wendepunktsdreiecke entsprechen. In der That liefert jedes conjugirte 
System, welches durch m, uw, v, ¢ bestimmt ist, folgende zwei Lésun- 
gen zweiter Classe, die sich nur durch Vertauschung von « und v 
unterscheiden : 


13* 
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w= — 7", (Ww — v0) 
v=, aa {v3 — (1 — 2m’) w? + m3 & — 3m3 wrt } 
(8) ental 
oe ne — m3 (v — ut) 
vm, a — {u3 — (1 — 2m’) v3 + m3 t3 — 3m w vt }- 
Jede dieser Lésungen kommt aber noch bei einem andern conju- 
girten System vor; und zwar fiihren immer zwei solche conjugirte 
Systeme auf eine gemeinschaftliche Lésung zweiter Classe, welche den 
Seiten eines und desselben Wendepunktsdreiecks entsprechen. Die be- 
hauptete Analogie dieser Lésungen mit den Ecken dieser Dreiecke 
ist dadurch gerechtfertigt. Auch sieht man, wie in Folge dieser Ver- 
haltnisse die Lésungen zweiter Classe auf keine neuen Gleichungen 
fiihren, welche zu lésen sind, sondern durch die Resolventen der 





. Hesse’schen Gleichung mitgelést werden. 


Dieses sind die wesentlichsten Eigenschaften, welche 39 Lésun- 
gen des vorgelegten Problems der 40'" gegeniiber besitzen. Es ent- 
steht nun die Frage, welche Wandlungen mit diesen Eigenschaften 
vor sich gehen, wenn man statt der Lisung u, v eine andere, w’, v, 
zu Grunde legt, und dieser gegeniiber die 39 anderen Lisungen grup- 
pirt. Man erhilt hierbei folgende Siitze: 

1) Ist wu’, v' erster Classe in Bezug auf u, v, so ist auch u,v 
erster Classe fiir w’, v’. 

2) Aus jedem friihern Tripel geht eine Lisung in die zweite 
tiber, so dass im Ganzen acht friihere Lisungen erster Classe jetzt 
zweiter Classe werden und umgekehrt. 

3) Das friiher wu’, v' enthaltende Tripel wird nun in sofern geén- 
dert, dass u, v an Stelle von w’, v' in denselben eintritt. 

4) Aus zwei friiher mit diesem conjugirten Tripeln entstehen zwei 
neue, welche dem neuen nach (3) entstandenen conjugirt sind; in je- 
des dersélben tritt eine Lisung zweiter Classe ein; die zuriickbleiben- 
den Liésungen erster Classe ordnen sich in den neuen Tripeln so, dass 
die friiher in einem Tripel vereinigten nicht mehr vereinigt bleiben. 

5) Die in zwei solche Tripel (4) eintretenden Lisungen zweiter 
Classe entsprechen Ecken eines Wendepunktsdreiecks, deren Verbin- 
dungslinie dem conjugirten System entspricht, welchem die beiden 
alten Tripel angehiren. 

6) Vier Lésungen zweiter Classe bleiben zweiter Classe; sie ent- 
sprechen solchen Ecken von Wendepunktsdreiecken, welche in einer 
geraden Linie und den vier Wendepunktslinien gegeniiber liegen, die 
den wu’, v' enthaltenden conjugirten Systemen entsprechen. 
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7) Die Wurzeln der neuen biquadratischen Gleichung (7) sind 
mit denen der friiheren durch eine lineare Substitution mit rationa- 
len Coefficienten verbunden. 

Es zeigt sich hierbei, dass gewisse Verbindungen der Lésungen 
zu vier sich durch besondere Higenschaft auszeichnen. Ich nenne sie 
Quadrupel. Kin solches Quadrupel besteht aus irgend einer Lésung 
und drei anderen, welche in Bezug auf diese ein Tripel erster Classe 
bilden. Die Anzahl aller Quadrupel ist 90. Sie besitzen die Eigen- 
schaft, dass wenn man irgend eine Liésung eines Quadrupels zu Grunde 
legt, die tibrigen in Bezug auf diese ein Tripel erster Classe bilden. 
Und zu gleicher Zeit giebt es dann immer vier Lésungen, welche bei 
allen diesen Anordnungen zweiter Classe bleiben (6). Diese vier Lé- 
sungen bilden ebenfalls ein Quadrupel; beide Quadrupel sind einander 
reciprok zugeordnet und bilden ein Quadrupelpaar. 

Es gicbt 45 Quadrupelpaare; man findet daher die Quadrupel durch 
Lésung einer Gleichung 45'" Grades, und darauf folgende Lésung 
quadratischer Gleichungen. 

Aber endlich bemerkt man, dass die 40 Lésungen des urspriing- 
lichen Problems sich auf mannigfache Weise in fiinf Quadrupelpaare zer- 
legen lassen. Wenn man ein bestimmtes Quadrupelpaar herausgegriffen , 
so lassen sich aus den iibrigen 32 Lésungen noch auf drei verschiedene 
Arten in vier Quadrupelpaare ordnen. Die Zahl aller solcher Anord- 


45-3 


nungen ist daher = 27; und man findet also die Zerlegungen 


der 40 Lisungen in fiinf Quadrupelpaare durch eine Gleichung 27» 
Grades. Kennt man eine Wurzel derselben, so kann man die ent- 
sprechenden fiinf Quadrupelpaare durch Lésung einer Gleichung 5' 
Grades erhalten, und die Bestimmung der Lésungen des ,gegebenen 
Problems kommt iibrigens auf Wurzelausziehungen zuriick. 

Diese Reduction der Gleichung 40'" Grades auf eine des 27'" 
Grades stimmt genau mit derjenigen.iiberein, welche Herr C. Jordan 
beztiglich der Dreitheilung der hyperelliptischen Functionen kennen 
gelehrt hat. 


Gottingen, den 5. Juni 1869. 








Zur Theorie der Liniencomplexe des ersten und zweiten 
Grades *), 


Von Fenix Kiem in Gorrincen. 


Als Coordinaten der geraden Linie im Raume betrachtet man die 
relativen Werthe der aus den Coordinaten zweier Punkte oder zweier 
Ebenen gebildeten sechs zweigliederigen Determinanten. Zwischen 
denselben besteht identisch eine Relation zweiten Grades: 

R = 0. 

Indem sechs pbeliebig ausgewiihlte Gréssen, welche diese Gleichung 
befriedigen, als Coordinaten einer geraden Linie angesehen werden 
kénnen, ist es gestattet, von der Entstehungsweise der Liniencoordi- 
naten aus den Coordinaten zweier Punkte oder Ebenen abzusehen, 
und die Liniencoordinaten als selbststiindige homogene Veriinderliche 
zu betrachten, welche einer Gleichung zweiten Grades zu geniigen 
haben. 

Kine weitere Gleichung zweiten Grades zwischen denselben: 

Q=0 
bestimmt einen Liniencomplex des zweiten Grades. 

Es liegt nahe, die beiden Gleichungen R und Q durch eine lineare 
Substitution in soleche zwei zu verwandeln, welche nur noch die Qua- 
drate der Veriinderlichen enthalten. Eine derartige Umformung ist 
bekanntlich immer und in einziger Weise méglich, vorausgesetzt, dass 
die Wurzelwerthe, welche die gleich Null gesetzte Determinante der 
Form Q + AP fiir 4 ergiebt, siimmtlich von einander verschieden 
sind**), Im Folgenden soll der geometrische Sinn ‘dieser Transforma- 


*) Im Auszuge bereits mitgetheilt in den Gétt. Nachrichten, 1869, p. 258. 

**) In meiner Inaugural- Dissertation: Ueber die Transformation der allgemei- 
nen Gleichung zweiten Grades zwischen Liniencoordinaten auf eine canonische 
Form. Bonn, 1868; habe ich die algebraische Durchfiihrung dieser Transforma- 
tion behandelt. Ich habe dort zugleich die im Texte ausgeschlossenen Fille von 
Complexen zweiten Grades mit in Betracht gezogen und die ihnen entsprechen- 
den canonischen Gleichungsformen aufgestellt. 
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Liniencomplexe ersten und zweiten Grades. 


tion erdrtert werden. Indem wir solche Complexe zweiten Grades, 
bei welchen die in Rede stehende Umformung nicht méglich ist, von 
der Betrachtung ausschliessen, denken wir uns die beiden Formen 
R und Q von vornheein in der vereinfachten Gestalt gegeben. 

Es sei gleich hervorgehoben, dass diese Gleichungsform nicht nur 
fiir die Complexe zweiten Grades als solche, sondern auch fiir die mit 
diesen Complexen in enger Beziehung stehenden Fldchen vierter Ord- 
nung und vierter Classe mit 16 Doppelebenen und 16 Doppelpunkten 
von Wichtigkeit ist. 

Die statt der urspriinglichen Liniencoordinaten eingefiihrten neuen 
Veriinderlichen stéllen, gleich Null gesetzt, lineare Complexe dar, 
welche in ausgezeichneter Weise zu einander gruppirt sind. In Bezug 
auf dieselben ordnen sich die geraden Linien des Raumes zu Syste- 
men von 32, die Ebenen und Punkte desselben zu Systemen von 16 
Ebenen und 16 Punkten zusammen. Die Beziehung der 16 Ebenen 
und 16 Punkte eines solehen Systems zu einander ist dieselbe, wie die 
der 16 Doppelebenen und 16 Doppelpunkte jener Flichen vierter Ord- 
nung und vierter Classe. 

Die fundamentale Bedeutung dieser linearen Complexe fiir den 
Complex zweiten Grades ist die, dass fiir alle Elemente, welche ein- 
ander durch die linearen Complexe zugeordnet werden, die Beziehung 
zu dem Complexe zweiten Grades dieselbe ist. Ein Gleiches, wie fiir 
den Complex zweiten Grades, gilt fiir die durch denselben bestimmte 
Fliche der vierten Ordnung und vierten Classe. Es folgt hieraus 
eine Reihe von Theoremen sowohl fiir jene Complexe als fiir diese 
Flichen. 

Die algebraische Darstellung der bei diesen geometrischen Be- 
trachtungen auftretenden Gebilde gestaltet sich sehr einfach. Inshe- 
sondere stellt sich die Schaar von Complexen zweiten Grades, welche 
zu derselben Flaiche vierter Ordnung und vierter Classe gehéren, auf 
dieselbe Art durch einen willkiirlichen Parameter dar, wie ein System 
confocaler Curven oder Fliichen zweiten Grades. 

Es sei noch bemerkt, dass wir von zwei einander reciprok ent- 
gegengesetzten Sitzen meistens nur den einen aufgenommen haben, 
ohne ausdriicklich auf den anderen hinzuweisen. 


1. 
Vorbereitende Betrachtungen. 


1. Die Coordinaten zweier Punkte einer geraden Linie seien durch: 
U , Ly , Hy , MH, 
Yi» Y2> Ys» Yar 
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die Coordinaten zweier Ebenen derselben geraden Linie durch: 

, > Me Hy» &; 

V1 » Vz > Ug» Uyy 
bezeichnet. Als Coordinaten der geraden Linie sind dann die Deter- 
minanten : 

‘ : Pik = Li Ye — Yi XR, 
oder die Determinanten : 
Qik = Uz VE — VEU 

zu betrachten. Dabei ist: 


Px + Pu = O ? Gik + i = (Q. 

Nach Pliicker nennt man die Coordinaten py Strahlencoordina- 
ten, die Coordinaten qj; Axencoordinaten. 

Unter «, B, y, 0 die Zahlen 1, 2,3, 4 in beliebiger Reihenfolge 
verstanden, hat man die folgenden Identititen: 

P = Pap Pys + Pay Pop + Pad Psy = 9; 

Q = dep dys + Yay Gp + Gad Ixy = 9, 
die gemeinsam durch das Symbol: 

R=0 
bezeichnet sein moégen. 
In dieser Bezeichnung ist: 
ePa = a dz == Q —) 
: Odin . Pix 

wo g einen Proportionalitiitsfactor bedeutet. 

Eine gerade Linie, deren Coordinaten pi , ae sind, werde im 
Folgenden durch (r) bezeichnet. Statt pf, q werde in solchen 
Fallen, in welchen die Unterscheidung zwischen Strahlen- und Axen- 
coordinaten unnéthig ist, x? geschrieben. 

2. Diese Bezeichnungsweise vorausgesetzt, schreibt sich die Be- 
dingung dafiir, dass zwei gerade Linien (r),(r’) sich schneiden, unter 
den folgenden Formen: 


ie ee —— a 
~ pir OP’ x = 0 ? Zp x Pa = (), 
2 dix tS = 0 ? Zi ie = 0, / 


Z px Tx = 0 ; 2px Te =O. 

Drei gerade Linien (7), (r’), (r”), die sich gegenseitig schneiden, 
haben entweder einen Punkt oder eine Ebene gemeinsam. Je nach- 
dem das Eine oder das Andere stattfindet, verschwindet der erste oder 
der zweite Factor der vier Producte: 

Z+ Pap Poy Pas * 2 + pys pip Voy, 
die sich auch unter einer der folgenden Formen darstellen lassen: 








Z + pap Pay Pas ** 
Z + Gs Gs Uy 
z+ dys 4p Uy 
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Z + Gap Yay Vad » 
2 + Yap day dad 5 
= + Pys Pip Ppy- 


Sind (r), (7), (7”) gerade Linien, welche innerhalb derselben 
Ebene durch einen Punkt hindurchgehen, so verschwinden simmtliche 
aus den Coordinaten derselben gebildete dreigliederige Determinanten, 
und man kann setzen: 

Ye = Arh + Ui. 

Es seien (r’), (7), (r°”) gerade Linien, welche in einer Ebene 
liegen oder durch einen Punkt hindurchgehen. Dann sind die Coor- 
dinaten einer beliebigen geraden Linie (7), welche in derselben Ebene 
liegt, beziiglich durch denselben Punkt hindurchgeht, darstellbar durch 

Vin = Arn + wrk + vriz. 

3. Wenn in den Ausdruck Ff an Stelle der Coordinaten einer ge- 
raden Linie die in die Gleichung eines Complexes ersten Grades ein- 
gehenden Constanten gesetzt werden, entsteht ein im Allgemeinen 
nicht verschwindender Ausdruck, welcher dic Invariante des Complexes 
genannt werden mag. Das Verschwinden derselben sagt aus, dass der 
Complex die Gesammtheit aller gerader Linien umfasst, welche eine 
feste gerade Linie schneiden, deren Coordinaten die Constanten des 
Complexes sind, dass der Complex ein sogenannter specieller Com- 
f plex ist. 

Als sinultane Invariante zweier linearer Complexe sei der Aus- 
druck bezeichnet, welcher entsteht, wenn man in den bilinear ge- 
schriebenen Ausdruck /? die Constanten zweier linearer Complexe ein- 
triigt. _ ; 

Das Verschwinden der simultanen Invariante zweier Complexe 
driickt eine Beziehung zwischen denselben aus, welche als Involution 
bezeichnet werden mag. 

Sind beide lineare Complexe specielle, so ist das Verschwinden 
der simultanen Invariante die Bedingung dafiir, dass sich die durch 
dieselben dargestellten geraden Linien schneiden. Ist nur einer der 
beiden Complexe ein specieller, so sagt das Verschwinden der simul- 
tanen Invariante aus, dass die durch denselben dargestellte gerade 
‘ Linie dem anderen Complexe angehort. 

, In dem Folgenden sei angenommen, dass keiner der zu betrach- 
tenden Complexe ein specieller sei. 

Alle geraden Linien, welche zwei linearen Complexen gemein- 
schaftlich angehéren, schneiden zwei feste gerade Linien, die Directri- 
cen der durch die beiden Complexe bestimmten Congruenz. Liegen die 
beiden Complexe in Involution, so sind diejenigen beiden Punkte, 
welche in ihnen einer beliebigen Ebene entsprechen, harmonisch zu 
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denjenigen beiden Punkten, in welchen die Ebene von den beiden 
Directricen geschnitten wird. Liisst man sich eine Ebene um eine 
beiden Complexen gemeinsame gerade Linie drehen, so sind die Punk- 
tenpaare, welche der Ebene in ihren verschiedenen Lagen entsprechen, 
auf dieser geraden Linie in Involution. Einem jeden der beiden Punkte, 
welche durch die beiden Complexe in einer beliebigen Ebene bestimmt 
werden, entspricht in denselben noch eine zweite Ebene. Diese Ebene 
ist fiir beide Punkte dieselbe. 

Die Ebenen und Punkte des Raumes ordnen sich mit Bezug auf 
zwei lineare Complexe, welche in Involution liegen, in Gruppen von 
zwei Ebenen und zwei auf der Durchschnittslinie derselben liegenden 
Punkten. 

Mit Bezug auf drei gegenseitig in Involution liegende lineare Com- 

plexe ordnen sich die Ebenen und Punkte des Rawmes zu Tetraedern 
zusammen, welche sich in Bezug auf die durch die drei linearen Com- 
plexe bestimmte Fiche zweiten Grades conjugirt sind. Die drei Punkte, 
welche einer Seitenfliche eines solchen Tetraeders in den drei Complexen 
entsprechen, sind die drei in derselben liegenden Eckpunkte des Tetrae- 
ders; umgekehrt sind die drei Ebenen, welche einem Eckpunkte entspre- 
chen, die drei durch denselben hindurchgehenden Seitenflichen. 
[ 4. Die Liniencoordinaten rj, stellen die mit gewissen (nicht voll- 
stindig willkiirlichen) Constanten multiplicirten Momente der zu _ be- 
stimmenden geraden Linie mit Bezug auf die sechs Kanten des Coor- 
dinatentetraeders dar. Wir fragen nach der Bedeutung einer allgemei- 
nen linearen Transformation der Liniencoordinaten. 

Werden in die Gleichung eines linearen Complexes die Coordina- 
ten eimer gegebenen geraden Linie eingesetzt, so ist der resultirende 
Ausdruck dem Momente der gegebenen geraden Linie in Bezug auf 
diejenige gerade Linie, welche derselben in dem linearen Complexe 
conjugirt ist, proportional. 

Die FEinfiihrung linearer Functionen der Liniencoordinaten an 
Stelle dieser Coordinaten kommt darauf hinaus, als Bestimmungsstiicke 
der geraden Linie die mit willkiirlichen Constanten multiplicirten Mo- 
mente derselben in Bezug auf die ihr in sechs gegebenen linearen Com- 
plexen conjugirten geraden Linien zu betrachten. _| 

Wenn man die durch eine lineare Substitution eingefiihrten neuen 
Veranderlichen in die zwischen den urspriinglichen Liniencoordinaten 
bestehende Identitat einfiihrt, erhilt man einen Ausdruck des zweiten 
Grades in diesen Veriinderlichen, der wieder mit R bezeichnet sein 
mag, dessen Verschwinden die nothwendige und hinreichende Bedin- 
gung dafiir ist, dass sechs, sonst beliebig gegebene Werthe der Ver- 
anderlichen auf eine gerade Linie bezogen werden kénnen. 

Dieser Ausdruck R hat ganz dieselbe Bedeutung, wie der aus den 


>) 
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friiheren Coordinaten gebildete. So wie sich friiher Strahlen- und 
Axencoordinaten entsprachen, entsprechen sich jetzt die neuen Coor- 
dinaten und die nach denselben genommenen partiellen Differential- 
quotienten von R. 

Die Form von FR giebt sofort Aufschluss iiber die Art und die 
gegenseitige Lage der fiir die Coordinatenbestimmung zu Grunde ge- 
legten Complexe. 

Insbesondere ist klar, dass, wenn R, wie es bei den urspriing- 
lichen Coordinaten der Fall war, nur drei Glieder enthilt, die neuen 
Veriinderlichen wiederum die Momente der zu bestimmenden geraden 
Linie in Bezug auf die Kanten eines Tetraeders sind. 


I. 
Das System der sechs Fundamentalcomplexe. 


5. Die eingehends erwiihnte Normal-Gleichungsform fiir Complexe 
des zweiten Grades fiihrt zur Untersuchung solcher linearer Funce- 
tionen der Liniencoordinaten, in welchen sich die Bedingungsglei- 
chung = O als Summe der mit passenden Constanten multiplicirten 
Quadrate schreibt. Gleich Null gesetzt, stellen dieselbe sechs lineare 
Complexe dar, welche die sechs F'undamentalcomplexe genannt werden 
sollen. 

Dieselben seien durch: 
%=0,%,=0,%,=—0,4%,=—0,27,=0,4%,=—0 
bezeichnet und die Symbole ~ gleich mit solchen Constanten multi- 
plicirt gedacht, dass sich die Bedingungsgleichung unter der folgen- 

den Form schreibt: 
(1) a? + m? + x? + 22 + 4? + 2? = 0. 
Das System dieser Veriinderlichen hiingt von 15 Constanten ab. 

Die Invariante eines linearen Complexes: 

Gy Xf At fess + au =O 
ist in demselben dargestellt durch: 
a,? + a? + +--+ + a,’, 
und die simultane Invariante zweier lineare Complexe: 
a,% + a,% +--+: +a,%—90, 
ba + ba, +--+ + uy =O, 


a,b, + a,b, + +--+ + ag dg. 


Ks folgt hieraus zuniichst, dass die Multipla der x so gewihlt 


durch: 
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sind, dass die Invarianten simmtlicher Fundamentalcomplexe der posi- 
tiven Einheit gleich werden. Ferner folgt, dass die simultane Inva- 
riante zweier beliebiger Fundamentalcomplexe verschwindet. 

Je zwei der sechs Fundamentalcomplexe liegen in Involution. 

Die Bedingungsgleichung : 

R=0, 

wie sie zwischen den urspriinglichen Liniencoordinaten stattfand, 
umfasste die drei Producte von jedesmal zwei der paarweise gruppir- 
ten sechs Veriinderlichen. Wenn dieselbe also durch eine reelle lineare 
Substitution in der Art transformirt wird, dass sie nur die Quadrate 
der Variabeln enthilt, so miissen sich unter diesen Quadraten gleich 
viele positive und negative finden. Indem ferner die Summe der Qua- 
drate zweier conjugirt imaginiirer Ausdriicke gleichwerthig ist der 
Summe eines pesitiven und eines negativén reellen Quadrates, ergiebt 
sich das Folgende: 

Es kann eine beliebige (gerade) Anzahl der sechs Fundamental- 
complexe imaginir sein. 

Die Symbole x, welche reellen Fundamentalcomplexen entsprechen, 
sind so gewihlt, dass die Hiilfte von ihnen reelle, die andere Hiilfte 
rein imagindre Coéfficienten enthilt. 

Und hieraus: 

Die reellen Fundamentalcomplexe sondern sich in zwei gleich zahl- 
reiche Gruppen. Die Complexe der einen Gruppe sind rechts-, die der 
anderen sind linksgewunden*). 

Die sechs Fundamentalcomplexe mégen im Folgenden einfach 
durch die Zahlen 1, 2, ..., 6 bezeichnet sein, und es bleibe unbe- 
riicksichtigt, ob sich unter denselben imaginire finden oder nicht. 

6. Die Directricen der Congruenz der beiden Fundamentalcom- 
plexe (1, 2) haben offenbar als Coordinaten: 

er, = 1, er, = +7, ox, = 0, or, = 0 , ex, = 0 , cu, = 0. 

Die Directricen der Congruenz zweier Fundamentaleomplexe gehi- 
ren den iibrigen vier Fundamentalcomplexen an. 

Die Gesammtheit der geraden Linien, welche eine der beiden 
Directricen schneiden, ist dargestellt durch: 

x,? +} ay? = 0, 
oder, was dasselbe ist, durch: 
ay? + 2? + a? + 2? = 0. 

Die sechs Fundamentalcomplexe bestimmen ss = 15 lineare Con- 

gruenzen, deren 30 Directricen in ausgezeichneter Weise gruppirt sind. 


*) Pliicker. Neue Geometrie n. 47, . 
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Indem die Directricen der Congruenz (1, 2) den Complexen 3, 4, 5, 6 


Pe : : . 4.8 ‘ 
angehéren, werden sie von den 12 Directricen der = = 6 durch die- 


selben bestimmten Congruenzen geschnitten. 
Je zwei zusammengehirige der 30 Directricen werden von 12 der 
tibrigen geschnitten. 
Von den Directricen einer der drei Congruenzen (1 , 2), (3, 4), 
(5 , 6) schneidet jede die Directricen der anderen beiden Congruenzen. 
Die Directricen solcher drei Congruenzen, welche zusammen von 
stimmtlichen sechs Fundamentaleomplexen abhiingen, bilden die Kanten 
eines Tetraeders. 
Hiermit in Uebereinstimmung schreibt sich die Bedingungsglei- 
chung: 
R=0 
in den folgenden’ Verinderlichen: 
Y= 4% + tt, » Yy = Ue + iy , Ys = Hy + 1%, 
Ye = % — thy » Yy = Hy — Wy » Yo = X, — Hy, 


o 


welche, gleich Null gesetzt, die betreffenden Directricen darstellen, 
in der fiir die Kanten eines Tetraeders charakteristischen Form: 


WY. + Ys%s + YsYe = Y. 
Die Gesammtheit der geraden Linien, welche in einer Seitenfliche 
des Tetraeders liegen oder durch einen Eckpunkt desselben gehen, ist 
dargestellt durch: 


ne? + 2,2 = 0, 
a? + #° = 0, 
ax; + x, = 0. 


Indem sich sechs Elemente auf 15 verschiedene Weisen in drei 
Gruppen von zwei theilen lassen, bilden die 30 Directricen die Kan- 
ten von 15 Tetraedern. Diese Tetraeder mégen dic Fundamental- 
tetraeder heissen. Die Eckpunkte und Seitenfliichen dieser Tetraeder 
sind simmtlich verschieden. 

Je zwei zusammengehdorige Directricen gehéren als gegentiber- 
stehende Kanten dreien der Fundamentaltetraeder an. Die zwélf Di- 
rectricen, welche die angenommenen beiden schneiden, sind die noch 
iibrigen 3.4 Kanten dieser Tetrader. Die drei Tetraeder bestimmen 
auf jeder der beiden Directricen sechs paarweise zusammengehdrige 
Punkte. Indem die Fundamentalcomplexe gegenseitig in Involution 
liegen, sind zwei beliebige der drei Paare gegen einander harmonisch. 
Kin Gleiches gilt fiir die sechs Seitenflichen der Tetraeder, die sich 
nach einer beliebigen der beiden Directricen schneiden*). 


*) Es geht hieraus hervor, dass die drei Tetraeder, welche zwei gegeniiber- 
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Mit Bezug auf ein beliebiges der fiinfzehn Fundamentaltetraeder 
theilen sich die vierzehn iibrigen in zwei Gruppen von 6 und 8. Die 
Tetraeder der ersten Gruppe haben mit dem gegebenen zwei gegen- 
tiberstehende Kanten gemein, die der zweiten Gruppe nicht. 


7. Die sechs Directricen (1,2), (3 , 4), (5, 6), welche ein Te- 


traeder bilden, haben die folgenden Coordinaten : 


Ly % & Ly 2, Le 
cg: | gue ee iene aaa 
a 
Wire 6 oe rae 


Welche von drei sich schneidenden dieser Directricen einen Punkt, 
welche eine Ebene gemeinschaftlich haben, kann nur dann entschie- 
den werden, wenn der explicite Ausdruck der Veriinderlichen z,, ...., , 
in den urspriinglichen Liniencoordinaten gegeben ist. Es migen I, 
Ill, V durch einen Eckpunkt des Tetraeders gehen, dann liegen II, 
IV, VI in der gegeniiberstehenden Seitenfliiche. Ob drei sich gegen- 
seitig schneidende gerade Linien (x, 2, 2”) einen Punkt oder eine 
Ebene gemeinschaftlich haben, bestimmt sich dann, gemiiss dem Obi- 
gen, danach, ob der erste oder der zweite der folgenden beiden Aus- 
driicke verschwindet: 


“, + ix, Hy + tay x, + t%, 
ay + ia,’ wy + 1x, dy + t0g , 
ay” + tx," ty" + ia,” a5" + ta," 


a - tH, oN - UX, vs, - UX, 
me 2 , , of. oe oe Por 2 me 
x, — ty Xs UX, x; tL, 
” © ” an ” ; a “ 7” ” ae a » ” 
x — thy V — ty xs, 1X 


Es ist dabei gestattet, das Vorzeichen von 7 in zwei beliebigen Ver- 
ticalreihen gleichzeitig zu iindern. 


stehende Kanten gemein haben, nie zugleich reell sein kinnen. Beziiglich der 
Realitét der hier vorkommenden Gebilde ist iiberhaupt das Folgende zu jWemer- 
ken. Die sechs Fundamentalcomplexe sind entweder alle reell, oder es sind zwei, 
oder vier, oder alle imaginiir. Diesen Annahmen entsprechend sind 
18,10,6,6 
der 30 Directricen und 
a oe 
der 15 Fundamentaltetraeder reell. 
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Aehnliche Kriterien erhilt man in Bezug auf jedes der vierzehn 
iibrigen lundamentaltetraeder. 

8. Durch einen jeden der 60 Eckpunkte der 15 Fundamental- 
tetraeder gehen‘ ausser den drei zugehérigen noch weitere 12 der 60 
Seitenfliichen, die in drei Gruppen von je vier gesondert sind, welche 
sich beziiglich nach einer der drei durch den Eckpunkt hindurchgehen- 
den Directricen schneiden. Eine jede derselben schneidet eine beliebige 
der drei zu dem Eckpunkte zugehorigen Seitenfliichen in einer neuen 
geraden Linie. Der Punkt, in welchem dieselbe der dritten in dieser 
Seitenfliiche liegenden Directrix begegnet, ist einer der 59 weiteren 
Eckpunkte. 

Eine derartige Linie ist die folgende: 


ea Vy vs ed vs, X% 
0 0 1 i 1 t 


Dieselbe ist die Verbindungslinie der beiden Eckpunkte: 
(%, + i#, , #3 + it, , 4 + 1%), 
(4% — 1%, , e+ ik, » % + 1%), 
und die Durchschnittslinie der beiden Seitenebenen: 
(%, — it, , + it, , % + im), 
(a, + tx, 5 Ly + ite , 2% + 1%). 
Solcher geraden Linien gehen durch den angenommenen Eckpunkt 12. 


Es giebt ihrer im Ganzen 
12 - 60 on 
- == 360. 

Die 12 Seitenfliichen, welche ausser den drei zugehérigen durch 
einen Eckpunkt hindurchgehen und die in drei Biischel von vier ver- 
theilt sind, schneiden sich zu je drei nach 16 weiteren Linien, deren 
jede ausser dem angenommenen Eckpunkte zwei weitere enthalt. In 
der That, die gerade Linie: 

Ly oH & & &, Ls 
1 i 1 t 1 t 
enthilt die drei Eckpunkte: 


(% + 1%, , % + tty , dy + t%%) 

(% + ¢%, » 3+ te , + t2Q) 

(@, + iv , +t, , & + tay), 
und liegt in den drei Seitenfliichen: 

(@ + t% 5 % + tHe , % + ta), 

(a + tty , pit, » + tx6), 

(a, + it, , % tia, , 4 + ta). 


tS 


ee ° 16 - 60 
Solcher gerader Linien giebt es —+—- = 3 
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In den vorstehenden Betrachtungen kénnen iiberall die Worte 
Eckpunkt und Seitenfliche vertauscht werden. 

Die 30 Directricen der 15 durch die 6 Fundamentalcomplexe be- 
stimmten Congruenzen sind die Kanten von 15 (Fuvidamental-) Tetrae- 
dern. 

Durch jeden der 60 Eckpunkte der Fundamentaltetraeder gehen 15 
Seitenfliichen; in jeder der 60 Seitenflichen liegen 15 Eckpunkte. 

Es giebt 360 gerade Linien, welche je zwei der 60 Eckpunkte der 
Fundamentaltetraeder enthalten. Dieselben geraden Linien bilden den 
Durchschnitt von je zwei der 60 Seitenflichen. 

Es giebt 320 gerade Linien, auf welchen je drei der 60 Eckpunkte 
der Fundamentaltetraeder liegen. Nach denselben geraden Linien schnei- 
den sich je drei der 60 Seitenflichen. 

Die 30 Directricen der 15 durch die sechs Fundamentalcomplexe 
bestimmten Congruenzen enthalten je sechs der 60 Eckpunkte und sind 
der Durchschnitt von je sechs der 60 Seitenfliichen. 

Die sechs Eckpunkte, sowie die sechs Seitenfliichen gehiren paar- 
weise zusammen. Je zwei Paare sind zu einander harmonisch. 


9. Je drei der Fundamentalcomplexe, beispielsweise 1, 2, 3, be- 

stimmen eine Fliche des zweiten Grades vermége der Linien ihrer 
einen Erzeugung. Die Directricen der Congruenzen (2, 3), (3, 1) 
(1, 2) sind Linien zweiter Erzeugung. Indem diese Directricen den 
Complexen 4, 5, 6 angehdren, ist klar, dass die Complexe 4, 5, 6 
dieselbe Fliiche zweiten Grades vermége der Linien ihrer anderen Er- 
zeugung bestimmen. 
6:5:4'. 1 = 10fache Weise 
in zwei Gruppen von drei theilen. Je zwei zusammengehirige Grup- 
pen bestimmen dieselbe Fliche des zweiten Grades vermige ihrer ver- 
schiedenen Erzeugungen. 

Die zehn so definirten Fliichen mégen die zehn F'undamental- 
fléchen heissen. 

Je zwei zusammengehidrige der 30 Directricen gehéren vier der 
Fundamentalfliichen als Erzeugende an. So liegt das Directricenpaar 
(1,2) auf den Fliaichen (1, 2,3), (1, 2,4), (1,2, 5), (1, 2,6). In 
Bezug auf die iibrigen sechs Fundamentalfliichen sind die Directricen 
(1, 2) einander conjugirte Polaren. 

In Bezug auf eins der Fundamentaltetraeder theilen sich die Fun- 
damentalflichen in zwei Gruppen. Die sechs Flichen der einen Gruppe 
enthalten je vier der sechs Tetraederkanten, in Bezug auf die Flichen 
der anderen Gruppe ist das Tetraeder sich selbst conjugirt. 

Um eine der Fundamentalfliichen, etwa (1, 2, 3) = (4, 5, 6), 
darzustellen, diene die Bedingung, welche ausspricht, dass eine gerade 


Die sechs Complexe lassen sich auf 
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Linie die Fliche beriihrt, mit anderen Worten, die Complexgleichung 
der Flaiche*). Dieselbe wird: 
a? + x, + 2? = 0, 
oder, was offenbar dasselbe ist: 
7 a? + &,? + 4 = 0. 

10. In Bezug auf die sechs Fundamentalcomplexe gruppiren sich 
die geraden Linien des Raumes und die Ebenen und Punkte desselben 
zu in sich geschlossenen Systemen, thnlich wie dies mit den Ebenen 
und Punkten bei zwei oder drei in Involution liegenden Complexen 
der Fall war. 

Sei zuniichst eine gerade Linie gegeben, deren Coordinaten sind: 


So ist: 


Indem diese Relation bei willktirlicher Annahme der Vorzeichen der 
Coordinaten erfiillt bleibt, erhilt man einer jeden der 25—32 Zeichen- 
combinationen : 


+ @, » + Gy, -. ey HG 


entsprechend eine gerade Linie. Die Beziehung der 32 geraden Linien 
zu einander ist offenbar eine gegenseitige. 

Mit Bezug auf die sechs Fundamentalcomplexe gruppiren sich die 
geraden Linien des Raumes zu 32 zusammen. 

Tudem man sich aus dem Schema: 


Ly Ty ky tye | 
[+ a, + a, + a, + a, + a, + a, | 
die aweigliedrigen Determinanten gebildet und dieselben gleich Null 
gesetzt denkt, iibersieht man sofort, dass von den 32 Linien 
2-15mal 16 einem Complexe, 
4-20mal 8 einer Congruenz, 
8-15mal 4 einer Fliche zweiten Grades 
angéhéren , wo jede der 32 Linien auf 15 der Complexe, auf 20 der 
Congruenzen und auf 15 der Flachen zweiten Grades liegt. 


*) Sind f,, f, fs drei lineare Complexe, A,,, Ay., A;; ihre Invarianten, Aj, 
u. s, f. ihre simultanen Invarianten, so ist die Complexgleichung des durch sie 
bestimmten Hyperboloids: 


oo 8 ode. SS 
fh Ay Ars Ais 

fo Amn Ay Agg | ” 
fs As, Ags A; 


O= 
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Die 32 Linien theilen sich in zwei Gruppen von 16, je nachdem 
von ihren Coordinaten eine gerade oder eine ungerade Anzahl ein 
gleiches Zeichen besitzt. Wenn von einer geraden Linie einer der 
beiden Gruppen eine ebene Curve erzeugt wird, geschieht ein Gleiches 
von den iibrigen 15 Linien derselben Gruppe; die 16 Linien der ande- 
ren Gruppe erzeugen Kegelfliichen. 

Gegen eine beliebige Linie der einen Gruppe sondern sich die 
der anderen Gruppe in solche, welche ihre conjugirten Polaren in 
Bezug auf die sechs Fundamentalcomplexe , und in solche, welche ihre 
conjugirten Polaren in Bezug auf die zehn Fundamentalfliichen sind. 
Die Coordinaten der ersteren sechs unterscheiden sich von den Coor- 
dinaten der angenommenen geraden Linie durch einen Zeichenwech- 
sel; die der letzteren zehn durch drei. 

Die Gleichung des 32'" Grades, durch welche ein derartiges Sy- 
stem von geraden Linien, wie das hier betrachtete, bestimmt wird, 
verlangt, nachdem die sechs Fundamentalcomplexe durch eine Glei- 
chung des 6'" Grades gefunden worden sind, nur noch die Auflésung 
von Gleichungen des zweiten Grades. 


Das System der 32 zusammengehérigen geraden Linien verein- 
facht sich, sobald eine oder mehrere der Coordinaten a gleich Null 
sind. Insbesondere entsprechen sich diejenigen geraden Linien, welche 
zwei zusammengehorige der 30 Directricen schneiden, zu 8, diejeni- 
gen, welche Erzeugende einer der zehn Fundamentalflichen sind, zu 
4, endlich die 30 Directricen selbst zu 2. 

11. Sei die Gleichung der Projection des in einer beliebig ange- 
nommenen Ebene dem Complexe 

ay = 0 
entsprechenden Punktes auf eine der Coordinatenebenen: 
authkyv+aw = 0. 
Dann verschwindet, zufolge der Bedingungsgleichung: 


z,* + z,* oh . aakets 4. =," = 0 


Zz (qu + hv + Gw)? 
Riv 8 


identisch. Es verschwindet also auch die folgende Determinante: 


der Ausdruck 


2 2 2 , 
ay b, Cy b, &, Cy My a, b, 
a { « 86 S46 @& 


De % C5 MU Mtg 
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was aussagt, dass die sechs Punkte 1, 2, ..., 6 auf einem Kegel- 
schnitt liegen. 

Die sechs Punkte, welche einer beliebigen Ebene in den sechs Fun- 
damentalcomplexen entsprechen, liegen auf einer Curve der zweiten Ord- 
nung. 
Die sechs Ebenen, welche cinem beliebigen Punkte in den  sechs 
Fundamentaleomplexen entsprechen, umhiillen einen Kegel der gweiten 
Classe. 

Wenn die beliebig augenommene Ebene durch einen der 60 Eck- 
punkte der 15 Fundamentaltetraeder hindurchgeht, so wird das von 
den sechs, den Fundamentaleomplexen entsprechenden Punkten gebil- 
dete Sechseck ein Brianchon’sches. Der Tetraedereckpunkt wird der 
Brianchon’sche Punkt. Das Sechseck erhilt zwei, beziiglich drei 
in gerader Linie liegende Brianchon’sche Punkte, wenn die belie- 
big angenommene Ebene eine der 360, beziiglich der 320 zu dem Sy- 
stem der Fundamentaltetraeder gehérigen geraden Linien enthilt. Die 
Zahl der Brianechon’schen Punkte wird vier, wenn die Ebene durch 
eine der 360 geraden Linien und eine dieselbe schneidende der 320 
geraden Linien hindurchgelegt ist. 

Wenn die beliebig anzunehmende Ebene eine der zehn Funda- 
mentalfliichen beriihrt, so liegen die sechs den Fundamentalcomplexen 
entsprechenden Punkte zu drei auf zwei geraden Linien: den beiden 
Erzeugenden der Fundamentalfliiche, welche die Ebene enthilt. Ist 
die Ebene durch eipe der 50 Directricen hindurchgelegt, so riicken 
von den sechs Punkten vier auf die Directrix, die anderen zwei fal- 
len in den Durchschnittspunkt mit der. zugehérigen Directrix. Fiallt 
endlich die Ebene mit einer der Seitenfliichen der Fundamentaltetrae- 
der zusammen, so riicken die sechs Punkte paarweise in die drei zu- 
gehorigen 'Tetraedereckpunkte. 

12. Die sechs Punkte, welche einer gegebenen Ebene in den sechs 
Fundamentalcomplexen entsprechen, seien mit: 

1, 2, 3, 4, 5, 6 
bezeichnet. Einem jeden dieser Punkte entsprechen ausser der gege- 
benen fiinf weitere Ebenen. Es giebt das, insofern die Ebene, welche 
1 in 2, entspricht, mit der Ebene zusammenfillt, die zu 2 in a, ge- 
hért, im Ganzen 15 neue Ebenen, welche die gegebene nach den 15 
Verbindungglinien der sechs Punkte unter sich schneiden. Die drei 
Ebenen (2, 3), (3, 1), (1, 2) schneiden sich (vrgl. n. 3) in dem Pole der 
gegebenen Ebene mit Bezug auf die Fundamentalfliche (1,2, 3). In- 
dem diese Fliche mit der Fliche (4, 5, 6) identisch ist, schneiden 
sich die Ebenen (5, 6), (6, 4), (4, 5) in demselben Punkte. Die 
sechs Ebenen, welche diesem Punkte in den sechs Fundamentalcom- 


plexen 
14* 
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entsprechen, fallen mit den Ebenen: 

(2,3) , (8,1) , G, 2), 6,6) , G4), , 5) 
zusammen, welche in der That, wie dies aus der Betrachtung des 
Sechsecks 123456 hervorgeht, einen Kegel der zweiten Classe um- 
hiillen. 

Mit Bezug auf die Fundamentalcomplexe gruppiren sich die Ebe- 
nen und Punkte des Rawmes zu in sich geschlossenen Systemen von 16 
Ebenen und 16 Punkten. In jeder der 16 Ebenen liegen sechs der 16 
c ' Punkte, durch jeden der 16 Punkte gehen sechs der 16 Ebenen. Die 
! sechs Punkte in einer Ebene liegen auf einer Curve der zweiten Ord- 
nung, die sechs Ebenen durch einen Punkt umhiillen einen Kegel der 
zweiten Classe. 

Wenn eine der 16 Ebenen gegeben ist, findet man die 16 Punkte, 
indem man die ihr in den sechs Fundamentalcomplexen entsprechen- 
den Punkte und die ihr in Bezug auf die 10 Fundamentalflichen con- 
jugirten Pole construirt. ~ 

Von der hier betrachteten Art ist das System der 16 Doppelebenen 
und 16 Doppelpunkte der Flichen vierter Ordnung und vierter Classe, 
die Herr Kummer untersucht hat*). 

Wenn eine von 32 in Bezug auf die Fundamentalcomplexe zusam- 
mengehérigen geraden Linien in einer der 16 Ebenen eines solchen 
Systems liegt, so vertheilen sich die 15 Linien derselben Gruppe auf 
die 15 weiteren Ebenen und die 16 Linien der anderen Gruppe auf 
die 16 Punkte. Beriihrt insbesondere die angenommene gerade Linie 
den in der betreffenden Ebene liegenden Kegelschnitt, so findet das- 
selbe bei den 15 Linien derselben Gruppe statt, und die 16 Linien 
der anderen Gruppe sind Seiten der von den 16 Punkten ausgehenden 
Kegel. 

Die 32 zusammengehorigen Linien sind durch die Vorzeichen ihrer 
Coordinaten unterschieden. Es giebt diese Bemerkung unmittelbar die 
Bezeichnung derselben durch fiinf Indices, welche zwei verschiedene 
Werthe annehmen kénnen. Auf iihnliche Weise kénnen die 16 Ebe- 
nen und 16 Punkte des hier betrachteten Systems bezeichnet werden. 
Die 16 Ebenen entsprechen den geraden Linien der einen, die 16 
Punkte denen der anderen Gruppe. Es geht hieraus hervor, dass die 
Gleichung 16'" Grades, welche die 16 Ebenen bestimmt, Von der eben 
betrachteten Gleichung des 32'" Grades nur dadurch verschieden ist, 
dass bei ihr das Differenzenproduct jener als bekannt vorausgesetzt 
wird. 


*) Monatsberichte der Berliner Akad, 1864. 
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Wenn einer von den 16 Punkten des hier betrachteten Systems 
in einer der 16 Ebenen eines beliebigen ‘ihnlichen Systems liegt, findet 
ein Gleiches fiir die iibrigen 15 Punkte statt, und jede der 16 Ebe- 


nen enthilt einen der 16 Punkte des zweiten Systems. 


Die 16 Ebenen eines Systems schneiden sich nach = = 120 


geraden Linien, welche zugleich die Verbindungslinien der 16 Punkte 
sind. Dieselben sondern sich in 15 Gruppen von jedesmal 8. Die 
Linien einer Gruppe gehéren denselben beiden Fundamentalcomplexen 
an und haben also die beiden entsprechenden Directricen zu gemein- 
schaftlichen Transversalen. Es giebt dies das Mittel, aus dem Systeme 
der 16 Ebenen und 16 Punkte die 30 Directricen und die 15 Funda- 
mentaltetraeder zu construiren. 

Ausser in den 16 Punkten des Systems schneiden sich die 16 Ebe- 
nen desselben zu drei in 360 Punkten, welche zu sechs auf den 120 
Durchschnittslinien liegen. Ebenso giebt es 360 Ebenen, welche drei 
der 16 Punkte des Systems enthalten. Sie schneiden sich zu sechs 
uach denselben 120 geraden Linien. 

Wenn eine der 16 Ebenen des Systems gegen die sechs Funda- 
mentalcomplexe eine ausgezeichnete Lage hat, findet ein Gleiches fiir 
die iibrigen 15 Ebenen und die 16 Punkte statt. Besonders hervor- 
zuheben ist dasjenige System, welches entsteht, wenn eine der Ebe- 
nen einen der 60 Eckpunkte der Fundamentaltetraeder enthilt. Dann 
gehen die 16 Ebenen zu vier durch die Eckpunkte des fraglichen Te- 
traeders und die 16 Punkte liegen zu vier in den Seitenflichen dessel- 
ben. Es ist das System das Singularititensystem eines Tetraedroids*) 
geworden. Die Gleichung 16'" Grades, welche die Ebenen des Sy- 
stems bestimmt, ist hier algebraisch lésbar, indem dieselbe nur die 
Auflésung einer biquadratischen Gleichung und mehrerer quadratischer 
verlangt. 


Ii. 


Die Kummer’ sche Fliche und ihr Zusammenhang mit den 
Complexen zweiten Grades. 


13. Als Gleichung des zu untersuchenden Complexes zweiten Gra- 
des sei die folgende gegeben: 


(1) k, 2? a ko a + & oie oe + ke x," = O. 
Dabei ist: 
(2) Hy? + a freeees + z,? = 0, 


so dass der Complex unverindert bleibt, wenn statt /, allgemein ge- 


*) Cayley in Liouville’s Journal XI. 








914 ; Feurx Kier. 


schrieben wird k, -+ 4. Die-vier Constanten, welche hiernach noch 
in der Gleichung (2) enthalten sind, geben mit den 15 Constanten 
der Fundamentalecomplexe die 19 Constanten des Complexes zweiten 
Grades. 

Die Gleichungsform (2) sagt aus, dass der gegebene Complex und 
alle von demselben unmittelbar abhdngigen geometrischen Gebilde sich 
selbst mit Bezug auf das System der sechs Fundamentalcomplexe ent- 
sprechen*). 

Es gruppiren sich also die Linien des Complexes in Systeme von 
32. Jedesmal 16 Complexcurven und 16 Complexkegel gehéren zu- 
sammen u. s. f. 

Aus diesem Satze leiten sich, unter Zugrundelegung der von 
Pliicker entwickelten Kigenschaften der Complexe des zweiten Gra- 
des**), die im Folgenden aufgefiihrten Theoreme ab. 


14. Diejenigen Punkte, deren Complexkegel in ein Ebenenpaaf 
zerfallt, die sogenannten singuldren Punkte, bilden eine Fliche der 4‘ 
Ordnung und Classe, mit 16 Doppelpunkten und 16 Doppelebenen. Die- 
selbe Fliiche wird von den singuliéren Ebenen umhiillt, solchen Ebenen, 
deren Complexcurve sich in das System zweier Punkte aufgelést hat***). 

Eine derartige Fliche soll im Folgenden eine Kummer’sche 
Fléche genannt werden. In ihrer Beziehung zum Complexe heisse 
sie seine Singularititenfliche. 

Die niichstfolgenden Betrachtungen untersuchen die Kummer’- 
sche Fliiche als solche, abgesehen von ihrer Beziehung zu dem gege- 
benen Complexe. 

Eine Kummer’sche Fliche entspricht sich selbst mit Bezug auf’ ein 
System von sechs Fundamentalcomplexen. 

Die beziiglichen Fundamentalcomplexe +) seien jedesmal, nach wie 
vor, durch 2,, #7, ..., %, bezeichnet. 


*) Dieses gegenseitige Entsprechen kann statt als durch die sechs Fundamen- 
taleomplexe auch als durch die zehn Fundamentalfliichen vermittelt’ angesehen 
werden. 

**) Neue Geometrie des Raumes, gegriindet anf die Betrachtung der geraden 
Linie als Raumelement. Von Julius Pliicker. Leipzig. B. G. Teubner. 1868, 
1869. . 

***) Pliicker. Neue Geometrie. n. 311, 320. 
7) Fiir die Fresnel’sche Wellenfliiche, die sich aus dem Ellipsoid: 
Cr+ Pyrite ei 
(ableitet, sind die Fundamentalcomplexe die folgenden: 
(ys — y’2) + a V—1 («— 2’) = 0, (yz’ — yz) — a V1 (w@ —a2’) =0, 
(ex’ ~ 2’n) + bDV—1 (y—y') = 9, (za’ — ¢x) —b V—-1 (y—y') = 0 
(ay’— a'y) + eV—1 @—2z) =0, (ay’ —a'y) —-e V—1 (¢— 2’) =0. 
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Zur Bestimmung der Tangentialebenen, welche sich an eine gege- 

bene Kummer’sche Fliiche durch eine gerade Linie 
° tS REEE o 

legen lassen, dient eine Gleichung des vierten Grades. Dieselbe kann 
nur die Quadrate der Coordinaten a enthalten. Denn eine Verinde- 
rung von + a in — 2 liisst die Fliiche unveriindert. Es sind also 
die vier Tangentialebenen, welche durch eine beliebige der 32 gera- 
den Linien: 


+a,,+a,..-, + % 


hindurchgehen , alle durch dieselbe biquadratische Gleichung bestimmt. 

Den vier Tangentialebenen, welche sich durch die gegebene ge- 
rade Linie an die Fliche legen lassen, sind die vier Durchschnitts- 
punkte einer beliebigen der 16 Linien der anderen Gruppe mit der 
Fliche reciprok zugeordnet. Es folgt hieraus und aus dem Vorher- 
gehenden, dass dieselbe Gleichung die durch eine beliebige gerade 
Linie gehenden Tangentialebenen und die auf derselben liegenden 
Durchschnittspunkte bestimmt. 

Das anharmonisehe Verhiltniss der vier Tangentialebenen, welche 
sich durch eine gerade Linie an eine Kummer’ sche Fliiche legen las- 
sen, ist gleich dem anharmonischen Verhiiltnisse der vier Durchschnitts- 
punkte derselben Linie mit der Fiche. 


15. Es sei ein Punkt einer Kummer’schen Fliche gegeben. Aus 
demselben Jeitet sich vermége der sechs entsprechenden Fundamental- 
complexe ein System von 16 Punkten und 16 Ebenen ab. Die Punkte 
sind Punkte der Fliiche, die Ebenen Ebenen derselben. Ebenso ent- 
spricht der Tangentialebene in dem gegebenen Punkte ein System von 
16 Ebenen und 16 Punkten der Fliiche. Die beiden Systeme stehen 
in der gegenseitigen Beziehung, dass in jeder Ebene des einen ein 
Punkt des anderen liegt, welcher der zugehérige Beriihrungspunkt ist. 
Es folgt hieraus, dass die sechs geraden Linien, nach welchen eine 
Ebene des einen Systems von den sechs dem zugehérigen Bertihrungs- 
punkte in dem anderen Systeme entsprechenden Ebenen geschnitten 
wird, ausser in dem allen gemeinsamen Punkte jede noch in einem 
derjenigen sechs Punkte beriihren, welche der angenommenen Ebene 
in den Fundamentalcomplexen entsprechen. Es sind also diese Linien 
Doppeltangenten der Fliche. Somit ergeben sich die folgenden Sitze: 

Nachdem die einer Kummer’ schen Fliiche zugehirigen Funda- 
mentaleomplexe durch eine Gleichung des sechsten Grades bestimmt wor- 
den sind, leiten sich aus den Coordinaten eines Punktes (einer Ebene) 
der Fléche die Coordinaten von 32 Punkten, 32 Ebenen und 96 Dop- 
peltangenten derselben rational ab. 

Die sechs Tangenten, welche sich von dem Beriihrungspunkte einer 
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Ebene der Kummer’ schen Fliche an die in derselben liegende Durch- 
schnittscurve ziehen lassen, beriihren in den sechs auf einem Kegel- 
schnitt gelegenen Punkten, welche der angenommenen Ebene in den sechs 
Fundamentalcomplexen entsprechen. 

Die 28 Doppeltangenten einer beliebigen ebenen Durchschnittscurve 
einer Kummer’ schen Fliche theilen sich in ewe: Gruppen von 16 und 
12. Die Doppeltangenten der ersten Gruppe sind der Durchschnitt der 
Ebene der Curve mit den 16 Doppelebenen der Fliche. Die 12 Dop- 
peltangenten der zweiten Gruppe sondern sich in Gruppen von 2. Die 
sechs Punkte, in welchen sich beziiglich die Linien der verschiedenen 
Paare schneiden, sind die auf einem Kegelschnitt gelegenen sechs Punkte, 
welche der Ebene der Curve in den sechs Fundamentalcomplexen ent- 
sprechen. 

Die Doppeltangenten einer Kummer’ schen Fliche bilden sechs ver- 
schiedene Congruenzen der zweiten Ordnung und Classe, deren jede einem 
der sechs Fundamentalcomplexe angehirt*). 


16. Ausgezeichnet unter den in Bezug auf die sechs Fundamen- 
taleomplexe zusammengehérigen Systemen von 16 Punkten und 16 
Ebenen der Kummer’schen Fliche ist das System der 16 Doppel- 
pankte und 16 Doppelebenen derselben. An Stelle des zugehdrigen 
zweiten Systems tritt in diesem Falle das System der 16 Beriihrungs- 
kegel und der 16 Beriihrungscurven. Die 96 Doppeltangenten werden 
durch die 96 Biischel solcher gerader Linien ersetzt, welche beziiglich 
innerhalb einer der Doppelebenen durch einen der Doppelpunkte hin- 
durchgehen. 

Die Bestimmung der Singularititen einer Kummer’ schen Fliiche 
hiingt von der Auflisung einer Gleichung sechsten Grades und mehrerer 
quadratischer Gleichungen ab**). 

Um die Fundamentaltetraeder aus dem Singularititensystem einer 
Kummer’schen Fliche zu finden, hat man diejenigen 30 geraden 
Linien zu construiren, welche acht der 120 Durchschnittslinien der 16 
Doppelebenen schneiden. 

Wenn ausser den sechs Fundamentalcomplexen eine der Doppel- 
ebenen der Kummer’schen Fliche bekannt ist, lisst sich die Fliche 
construiren ***). Denn indem dann durch die Fundamentalcomplexe 
simmtliche 16 Doppelebenen und die Beriihrungscurven in ihnen ge- 


*) Vergl Kummer. Abhandl. der Berl. Akad, 1866. 

**) C, Jordan in Crelle’s Journal. LXX. 

***) Wenn man die Doppelebene durch eine derjenigen 320 geraden Linien 
hindurchlegt, welche drei der 60 Eckpunkte der 15 Fundamentaltetraeder enthal- 
ten, so erhilt man eine Fliche, die dem Modelle entspricht, dessen Herr Kum- 
mer (Monatsberichte der Berl. Akad. 1864) Erwaihnung thut. 
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geben sind, kennt man zur Construction einer beliebigen ebenen 
Durchschnittscurve der Fliche 16 Doppeltangenten und die Berih- 
rungspunkte auf denselben. 


Enthilt die gegebene Doppelebene einen der 60 Eckpunkte der 
Fundamentaltetraeder, so wird die zugehérige Kummer’sche Flache 
ein Tetraedroid. 

Ein Tetraedroid ist dadurch charakterisirt, dass die sechs in einer 
Doppelebene desselben liegenden Doppelpunkte ein Brianchon’sches 
Sechseck bilden. 

Die Singularititen eines Tetraedroids sind algebraisch bestimmbar. 


17. Wir wenden uns zur Betrachtung der Complexe zweiten 
Grades zuriick. 

Diejenigen geraden Linien, welche Durchschnittslinien zweier Ebe- 
nen sind, in welche sich ein Complexkegel aufgelést hat, oder, was 
auf dasselbe hinauskommt, diejenigen geraden Linien, welche Verbin- 
dungslinien zweier Punkte sind, in welche eine Complexcurve zerfal- 
len ist, sind die singuléren Linien des Complexes. Dieselben bilden 
eine Congruenz der vierten Ordnung und Classe. Die singuliren Li- 
nien beriihren die Singularititenfliiche des Complexes. Der Beriih- 
rungspunkt heisst der zugeordnete singulire Punkt, die Berihrungs- 
ebene die zugeordnete singulire Ebene. Der Complexkegel, dessen Mit- 
telpunkt der zugeordnete singulire Punkt ist, hat sich in die beiden 
Tangentialebenen der Singularitiitenfliche aufgelést, die ausser der 
doppelt zu zihlenden zugeordneten singuliiren Ebene durch die singu- 
lire Linie hindurchgehen. Entsprechend ist die Complexcurve in der 
zugeordneten singuliren Ebene in das System derjenigen beiden Punkte 
zerfallen, welche der singuliiren Linie neben dem doppelt zu zahlen- 
den zugeordneten singuliren Punkte mit der Singularititenfliche ge- 
mein sind*), 

Die Complexcurve, welche in einer beliebigen Ebene liegt, beriihrt 
die Durchschnittscurve vierter Ordnung der Ebene mit der Singulari- 
tatenfliche in vier Punkten. Gemeinschaftliche Tangenten beider Cur- 
ven in diesen Punkten sind die vier in der Ebene liegenden singula- 
ren Linien**). 

Welche: unter den Tangenten der Singularitiitenfliche in einem 
gegebenen Punkte derselben dem gegebenen Complexe als singulire 
Linie angehdrt, ist durch die Flaiche selbst noch nicht bestimmt. Es 
kann eine aus der einfach unendlichen Anzahl der Tangenten will- 
kiirlich als singuliire Linie angenommen werden; dann lisst sich ein 


*) Plicker, Neue Geometrie, n, 317. 
**) Pliicker, Neue Geometric. n. 318. 
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zugehériger Complex eindeutig bestimmen. Aus der zugeordneten sin- 
gulairen Ebene leitet sich vermége der sechs Fundamentalcomplexe ein 
System von 16 singuliren Ebenen ab. Sobald die beiden Punkte, in 
welche die Complexcurve fiir die eine singulire Ebene zerfallen ist, 
durch Auflésung einer quadratischen Gleichung bestimmt worden sind, 
sind die entsprechenden Punkte in den iibrigen Ebenen bekannt. 
Sechs unter denjenigen Complexlinien, welche durch einen der Schnitt- 
punkte von drei der 16 Ebenen hindurchgehen, sind also gegeben und 
desshalb die Complexkegel fiir diese Punkte linear construirbar. In- 
dem diese Schnittpunkte zu sechs auf einer jeden der 120 Durch- 
schnittslinien von zwei der 16 Ebenen liegen, kennt man die zu die- 
sen Linien gehérigen Complexfliichen. Zur Construction der in einer 
beliebigen Ebene liegenden Complexcurve kann man also iiber 240 
Tangenten verfiigen. 

Wenn eine Kummer’ sche Fliiche und eine dieselbe beriihrende 
gerade Linie gegeben ist, so kann man einen Complex zweiten Grades 
eindeutig construiren, welcher die Fliche zur Singularititenfliche wnd 
die gerade Linie zur singuliren Linie hat. 

Eine Kummer’ sche Fliiche ist die Singularitiitenfliche fiir eine 
einfach unendliche Schaar von Complexen zweiten Grades. 

Eine Kummer’ sche Fléche hiingt von 18 Constanten ab*). 

Wenn die gegebene gerade Linie eine Doppeltangente der Fliiche 
ist, so artet der zugehérige Complex in den doppelt zu zihlenden 
linearen Fundamentalecomplex aus, welechem die Doppeltangente an- 
gehort. 

Zu der Schaar von Complexen zweiten Grades, welche eine gegebene 
Kummer’ sche Fliche zur Singularititenfliiche haben, gehiren auch 
die doppelt zu ziihlenden sechs linearen Fundamentalcomplexe. Als sin- 
guldre Linien eines solchen Complexes sind die ihm angehirigen Dop- 
peltangenten der Fliiche anzusehen. 

18. Ausgezeichnet unter den singuliiren Linien des gegebenen 
Complexes sind diejenigen, welche die Singularitiitenfliche osculiren. 
Die Tangenten im Beriihrungspunkte gehéren siimmtlich dem gegebe- 
nen Complexe an. 

Wenn eine Kummer’ sche Fliche und eine dieselbe berithrende™ ge- 
rade Linie gegeben ist, giebl es ausser dem eben construirten noch zwei 
weitere Complexe, welche die Fliche zur Singularititenfliiche haben und 
die gerade Linie (aber nicht als singulire Linie) enthalten. Singuliire 
Linien in dem Beriihrungspunkte der gegebenen sind fiir diese Complexe 
die beiden Haupttangenten in diesem Punkte. 


*) Es stimmt das mit der von Herrn Kummer gegebenen Ziihlung iiberein, 
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Bei der Construction eines solchen Complexes sind zuniichst die 
beiden Haupttangenten im Beriihrungspunkte durch eine quadratische 
Gleichung zu bestimmen. Die beiden Punkte, in welche sich die Com- 
plexcurve innerhalb der zugeordneten singuliiren Ebene aufgelést hat, 
sind dann linear gegeben. 


Die Complexcurve in einer beliebigen Ebene hat mit der in der- 
selben Ebene liegenden Durchschnittscurve vierter Ordnung der Sin- 
gularititenfliche ausser den vier doppelt zu ziihlenden singuliiren Li- 
nien noch 2.4.3 —2.4— 16 Tangenten gemein. Die Beriihrungs- 
punkte derselben mit der Durchschnittscurve der Singularitiitenfliche 
sind diejenigen Punkte, in welchen die angenommene Ebene von der 
Curve solcher Punkte der Singularitiitenfliiche geschnitten wird, in 
welchen die zugehdérige singulire Linie mit einer Haupttangente zu- 
sammenfillt. 

Die Curve der singuliren Punkte, deren zugeordnete singuliire Li- 
nien die Singularititenfliche osculiren, ist von der 16. Ordnung. 

19. Sei eine Kummer’sche Fliche und eine beliebige gerade 
Linie gegeben. Durch die gerade Linie gehen vier Ebenen der Flache, 
und auf ihr liegen vier Punkte derselben. Die biquadratische Glei- 
chung zur Bestimmung der vier Ebenen ist dieselbe, wie die zur Be- 
stimmung der vier Punkte. Dementsprechend kann man die vier Ebe- 
nen den vier Punkten einzeln zuordnen, und zwar auf vierfache Weise. 
Nachdem iiber die Art der Zuordnung entschieden ist, ziehe man in 
einer der Kbenen durch den Beriihrungspunkt mit der Kummer’ schen 
Fliche und den zugeordneten Punkt eine gerade Linie. Derjenige Com- 
plex, welcher die gegebene Kummer’sche Fliiche zur Singularitiiten- 
fliche und die construirte gerade Linie zur singuliren Linie hat, ent- 
halt offenbar dio gegebene gerade Linie. 


Es lassen sich vier Complexe construiren, welche eine gegebene 
Kummer’ sche Fliche zur Singularititenfliiche haben und die ausser- 
dem eine gegebene gerade Linie enthalten. 


Die beiden auf der construirten singuliren Linie liegenden Punkte 
bestimmen sich linear, indem der eine als Durchschnittspunkt der 
gegebenen geraden Linie mit der Fliiche bekannt ist. 

Wenn die gegebene gerade Linie die Singularitiitenfliche beriihrt, 
fallen zwei von den yier vorstehend construirten Complexen in den- 
jenigen zusammen, der die gegebene Linie zur singuliiren hat. 

Die Tangenten der Singularititenfliche sind solche gerade Linien, 
fiir welche die biquadratische Gleichung, welche die vier einer gegebe- 
nen geraden Linie zugehirigen Complexe bestimmt, eine doppelte Wur- 
zel hat. 
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Die Complexgleichung der Singularititenfliiche hat die Form einer 
Discriminante. 

20. Die einfach unendliche Schaar der zu einer gegebenen Kum- 
mer’schen Fliche gehérigen Complexe zweiten Grades bestimmt in 
jeder Ebene des Raumes ein System von Kegelschnitten, welche die 
Durchschnittscurve vierter Ordnung der Kummer’schen Fliiche mit 
der Ebene viermal beriihren. Das System ist von der vierten Classe. 
Indem als Ausartungskegelschnitte die sechs den Fundamentaleom- 
plexen entsprechenden Punkte mit ihrem Doppeltangentenpaare anzu-_ 
sehen sind, ist das System von der Ordnung 2-4 — 6 = 2. 

Durch eine Kummer’ sche Fliche wird in jeder Ebene des Rau- 
mes ein Kegelschnittsystem der vierten Classe und zweiten Ordnung be- 
stimmt. 


21. Diejenigen Linien des Complexes, welche innerhalb einer 
Boppelebene der Singularitiitenfliche verlaufen, schneiden sich in einem 
Punkte der Beriihrungscurve. Sie sind siimmtlich singulire Linien. 
Es kann dieser Punkt beliebig auf der Beriihrungscurve angenommen 
werden; dann ist ein zugehdriger Complex linear bestimmt. Lisst 
man den Punkt in einen der sechs auf der Beriihrungscurve liegenden 
Doppelpunkte riicken, so artet der Complex in denjenigen Fundamen- 
taleomplex aus, welchem das durch den Doppelpunkt in der angenom- 
menen Ebene gehende Biischel gerader Linien angehért. Auf ahn- 
liche Weise entspricht jedem Doppelpunite der Fliche eine Ebene, 
welche den Tangentialkegel im Doppelpunkte beriihrt*). 

Die 16 Punkte und 16 Ebenen entsprechen einander in Bezug auf 
die sechs Fundamentalcomplexe. 

Im Allgemeinen sind die Linien des gegebenen Complexes keine 
Doppeltangenten der Singularitiitenfliiche. Es findet dies nur fiir die- 
jenigen 96 singuliren Linien statt, welche innerhalb einer Doppelebenc 
der Flache durch einen Doppelpunkt gehen. 

Diejenigen 16 singuliren Linien, welche in einer Doppelebene der 
Singularititenfliche liegen und die Beriihrungscurve der Doppelebene 
beriihren , sind die einzigen Complexlinien, welche die Singularitiiten- 
fliche vierpunktig beriihren. Die 16 entsprechenden singuliiren Linien, 
welche durch die Doppelpunkte der Singularititenfliche gehen, sind 
die einzigen Complexlinien, welche die dualistisch entgegengesetzte 
Kigenschaft besitzen. 


22. Kiner jeden geraden Linie entspricht in Bezug auf einen 
Complex zweiten Grades eine zweite gerade Linie als Polare. Die- 
selbe steht zu der ersten in der doppelten Beziehung, einmal, dass 


*) Pliicker. 
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sie der geometrische Ort ist fiir die Pole der ersten geraden Linie mit 
Bezug auf alle Curven, die in den durch sie hindurchgelegten Ebenen 
von Linien des Complexes umhiillt werden, dann, dass sie umhiillt 
wird von den Polarebenen der ersten geraden Linie mit Bezug auf 
alle Kegel, die in den Punkten derselben von Linien des Complexes 
gebildet werden. Diese Beziehung zwischen den beiden Linien ist 
indess keine gegenseitige. Abgesehen von den Linien des Complexes, 
deren jede sich selbst als Polare conjugirt ist, giebt es nur eine end- 
liche Anzahl solcher gerader Linien, die selbst wieder die Polaren 
ihrer Polaren sind*). 

Die Polaren der Diagonalen des von den vier in einer beliebigen 
Ebene liegenden singuliiren Linien gebildeten Vierseits schneiden sich 
in einem Punkte. Dieser Punkt wird der Pol der Ebene mit Bezug 
auf den Complex genannt. Derselbe fiallt zusammen mit dem Pol der 
Ebene in Bezug auf die Singularititenfliiche. — Auf itihnliche Weise 
entspricht jedem Punkte in Bezug auf den Complex eine Polarcbene. 

Der Pol einer singuliiren Ebene ist ihr Beriihrungspunkt mit der 
Singularitiitenfliche, die Polarebene dieses Punktes ist wiederum die 
gegebene singuliire Ebene. 

Aber im Allgemeinen ist die Beziehung zwischen Ebene und Pol, 
Punkt und Polarebene keine gegenseitige. Es tritt das — abgesehen 
von den singuliiren Ebenen und Punkten — nur bei einer endlichen 
Anzahl von Ebenen und Punkten ein**). 


23. Der gegebene Complex des zweiten Grades werde auf ein 
beliebiges der fiinfzehn Fundamentaltetraeder bezogen, Dann nimmt 
seine Gleichung die folgende Form an***): 


Sain vik + 2Aras ys + 2 Brey r5p + 2 Cras rey = 0, 


wo rx Strahlen- oder: Axencoordinaten bedeuten. 

Wird die Gleichung des gegebenen Complexes zweiten Grades in 
Bezug auf eins der 15 Fundamentaltetraeder als Coordinatentetraeder 
geschrieben, so treten in derselben ausser den Quadraten der Verdnder- 
lichen die Producte von nur solchen Verénderlichen auf, welche sich 
auf gegeniiberstehende Kanten des Tetraeders beziehen. 

Es ist leicht zu sehen, dass diese Gleichungsform fiir die Funda- 
mentaltetraeder charakteristisch ist. Man schliesst weiter: 

Wenn der gegebene Complex auf ein beliebiges Coordinatentetraeder 
hezogen wird und in der entsprechenden Gleichung zwei Verinderliche, 


*) Pliicker, Neue Geometrie. n. 299. 
**) Pliicker, Neue Geometrie. n. 328, 330, 337. 
**#) Vergl, n. 6. 
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die sich auf gegeniiberstehende Kanten des Coordinatentetraeders bezie- 
hen, ausser als Quadrate nur in gegenseitiger Verbindung auftreten, so 
sind die betreffenden Kanten zwei zusammengehirige aus dem System 
der Fundamentaltetraeder. 

Die vorstehende Gleichungsform zeigt, dass die gegeniiberstehen- 
den Kanten des zu Grunde gelegten Tetraeders einander gegenseitig 
entsprechende Polaren in Bezug auf den gegebenen Complex sind. 

Von den 30 Kanten der Fundamentaltetraeder entsprechen sich die 
zusammengehirigen in Bezug auf den Complex gegenseitig als Polaren. 

Die 30 Kanten der Fundamentaltetraeder sind, abgesehen von den 
Linien des Complexes 
schaft besitzen. 

Und hieraus schliesst man: 

Von den 60 Eckpunkten und 60 Scitenfliichen der Fundamental- 


» die eimzigen geraden Linien, welche diese Eigen- 


tetraeder entsprechen sich die zusammengehirigen gegenscitig in Bezug 
auf den Complex als Pol und Polarebene. 

Es giebt, abgesehen.von den singuliren Punkten und Ebenen, keine 
weiteren Punkte und Ebenen, die sich gegenseitig in Bezug auf den 
Complex zugeordnet sind. 

Insofern das Verhiltniss von Ebene und Pol, Punkt und Polar- 
ebene als durch die Singularititenfliche vermittelt angesehen werden 
kann, lassen sich die vorstehenden beiden Siitze auch als Eigenschaf- 
ten der Kummer’schen Fliche aussprechen. 


24. Aehnliche Untersuchungen, wie die vorstehenden, sind bereits 
in der Abhandlung iiber Complexe zweiten Grades von Herrn Bat- 
taglini*) enthalten. Nur sind die Voraussetzungen, welche er zu 
Grunde legt, nicht allgemein genug. Unter 7, Strahlen- oder Axen- 
coordinaten verstanden, giebt er dem Complexe zweiten Grades die 
folgende Gleichung: 

= ik 73. == 0, 
welche drei Glieder weniger besitzt, als die letzt-vorangehende, in 
welcher der Complex auf eins der Fundamentaltetraeder bezogen ist. 
In der That enthilt sie nur 17 Constanten, wiihrend der Complex von 
19 Constanten abhiingt. Dementsprechend verschwinden drei der simul- 
tanen Invarianten, welche sich aus ihr und der zwischen den Linien- 
coordinaten bestehenden Bedingungsgleichung ableiten lassen. 

Der Complex, welchen Herr Battaglini untersucht, ist dadurch 
particularisirt, dass fiir denselben die um eine passende Constante ver- 
mehrten Gréssen k,, k,, ..., k, eimander entgegengesetzt gleich wer- 
den. In Folge dessen ist eins der Fundamentaltetraeder, dasselbe, auf 


*) Atti della Reale Accademia di Napoli, III, so wie Giornale di Matemati- 
che, Napoli, Anno VI. 








Liniencomplexe ersten und zweiten Grades. 993 


welches der Complex in seiner vereinfachten Gleichung bezogen ist, 
vor den iibrigen ausgezeichnet, und die Singularitiitenflache wird ein 
Tetraedroid, welches zu diesem Tetraeder gehért. (n. 16.) 


IV. 
Algebraische Darstellung. 


25. Der gegebene Complex sei, wie oben, durch die Gleichung 
bestimmt: 


(1) ky 2? + kh, x,? + +--+ + hy a? = 0, 
wo: 
(2) a? +a? +---- +a? = 0. 


Vermige der Gleichung (1) ist es gestattet, die Gréssen / um eine 
beliebige Constante wachsen zu lassen, ohne dass der Complex geiin- 
dert wird. 

Die singuliiren Linien des Complexes sind alsdann dargestellt*) 
durch (1), (2) und die folgende Gleichung: 

(3) ka? + ka? +---- + hea? =O. 

Sei unter (a) eine beliebige singuliire Linie verstanden, so sind die 
Coordinaten (y) einer derjenigen geraden Linien, welche innerhalb der 
(x) gugeordneten singuliiren Ebene durch den zugehdrigen singuliiren 
Punkt gehen, von der folgenden Form: 

(4) oa = (ha + 6) te, 

wo @ einen Proportionalitiitsfactor, ¢ eine Constante bedeutet**). Die 
durch (4) dargestellten geraden Linien modgen die zugeordneten der 
singuliiren Lihie (#) heissen. Die Gesammtheit der zugeordneten Li- 
nien aller singuliren Linien fillt mit der Gesammtheit der Tangenten 
der Singularitiitenfliche zusammen. 

Wenn die singulire Linie (x) so bestimmt wird, dass die zugeord- 
neten Linien dem gegebenen Complexe (2) angehéren, so osculirt sie 
die Singularitiitenfliche. Man findet also zur Darstellung der osculi- 
renden singuliiren Linien ausser (1), (2), (3) die Gleichung: 


(5) ae Oe 2. RO ae B, 


Die von den osculirenden singuliiren Linien gebildete Linienfliiche ist 
von der 16. Ordnung und 16. Classe. 


*) Pliicker. Neue Geometrie. n, 300. 
**) Pliicker. Neue Geometrie, Ebenda, 
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Die 32 ausgezeichneten singuliiren Linien, welche beziiglich in 
einer der Doppelebenen der Singularitiitenfliiche liegen und die in der- 
selben enthaltene Beriihrungscurve beriihren, oder durch einen der 
Doppelpunkte der Singularititenfliche gehen und Erzeugende des Tan- 
gentialkegels in demselben sind, sind durch die Bedingung bestimmt, 
dass ihre zugeordneten singuliiren Linien selbst wieder singulire Linien 
sind. Ihre Coordinaten geniigen also ausser den Gleichungen (1), (2), 
(3), (5) auch noch der folgenden Gleichung: 


(6) k,' x,” + k,4 Ly" + po hee gp + k,* Xe = 0. 
Durch Auflésung findet man: 


5 j 2 a ee 5 A = 1 " Povey eT 

@ en = E-Hh-h) BH 
26. Wenn «,, 2, ..., %, und 6 willkiirliche Parameter bezeich- 
nen, welche den Gleichungen (1), (2), (3) Geniige leisten, so ist eine 


beliebige der Tangenten der Singularitdtenfliche durch die Gleichung 
(4) gegeben. Durch Elimination von z,, x, ..., 2, ergiebt sich: 


(8) oe + hw +: + BF =O, 
ye Ys" Ye 

(9) cna tf See tS +a eS 
y? Ys" ay 5 oe 

(10) tert Cte to Efe 0 


Die Gleichung (9) ist eine Gleichung vierten Grades zur Bestim- 
mung von 6. Die Gleichung (10) sagt aus, dass der nach 6 genom- 
mene Differentialquotient der Gleichung (9) verschwinde. 

Die Complexgleichung der Singularititenfliiche ist die nach 6 ge- 
nommene Discriminante der Gleichung (9). 

Wie das sein muss, wird diese Complexgleichung vam 12. Grade. 

Unter 6 eine willkiirliche Grosse verstanden, stellt die Gleichung 
(9) einen Complex des zweiten Grades dar. Derselbe hat mit dem 
gegebenen (2) die Singularitiitenfliiche gemein. Denn das System der 
Gleichungen (8), (9), (10) bleibt ungeiindert, wenn /;, allgemein durch 


1 . 
bas ersetzt wird. 


Die Gleichung (9) stellt das zu der Singularititenfliiche des gege- 
benen Complexes zugehirige System von Complexen zweiten Grades dar. 

Die Gleichung (9) ist durchaus analog den Gleichungen, welche 
bei der Bestimmung confocaler Curven oder Flichen zweiten Grades 
auftreten. 

Wenn (y) eine gegebene gerade Linie bedeutet, bestimmt die Glei- 
chung (9) vier zugehérige Werthe von 6. Von denselben werden zwei 
einander gleich, wenn (y) eine Tangente der Singularitiitenfliche ist. 





Vs fe 
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Die Haupttangenten der Singularitiitenfliche sind dadurch charak- 
terisirt, dass drei Wurzeln der Gleichung (9) gleich werden; sie sind 
also durch (8), (9), (10) und die folgende Gleichung gegeben: 


y y” Ye ce 
= (ki + 6)° + kaw T° TF wee 0. 


Endlich sind diejenigen geraden Linien, welche die Beriihrungscurven 
in den Doppelebenen der Singularitiitenfliiche umhiillen, beziiglich die 
Beriihrungskegel in den Doppelpunkten derselben erzeugen, durch (8), 
(9), (10), (11) und die folgende Gleichung bestimmt: 


12 yi? ye? Yor = 
(12) hte t&te to tea 


Sei irgend einem Werthe von o entsprechend das System der 
Gleichungen (8), (9), (10), (11), (12) aufgelést. Die in dem ent- 
sprechenden Complexe (9) den so bestimmten geraden Linien zugeord- 
neten Linien sind selbst wieder singulire Linien. Ihre zugeordneten 
Linien bilden die Gesammtheit der in den Doppelebenen der Singulari- 
tiitenfliiche liegenden und der durch die Doppelpunkte derselben hin- 
durchgehenden geraden Linien, Die Coordinaten einer solchen geraden 
Linie lassen sich also unter der Form schreiben: 


eile oe ” a v 
(15) — (4 4 kate + Get a) aie 


wo Yq eine Lésung der Gleichungen (8), (9), (10), (11), (12) ist. 
Diese Form bleibt unveriindert, welchen Werth man 6 ertheilen mag. 

Ks eriibrigt, die Doppeltangenten der Singularitiitenfliiche zu be- 
stimmen. Fiir die von denselben gebildeten sechs Congruenzen ergiebt 
sich aus~(9) und (10), indem o der Reihe nach = — k,, = — k, 
u. Ss. W. gesetzt wird: 


ye? ye 
| y, = 9, x PnP +; k = 0, 


hg 
(14) . 
a ae ee Yo - 
™ 0, k, — ke + + kz —khe 0. 
Auf dieselben Gleichungen kommt man aus (4), wenn man 6 = — k,, 


= — k, u.s. w. setzt und hierauf v, aus (1), (2), (8) eliminirt. 


Die bei den vorstehenden Betrachtungen vorausgesetzte Umfor- 
mung der Complexgleichung ist in vielen Fallen nicht méglich. Unter 
die hier ausgeschlossenen Complexe gehért auch der von Herrn Th. 
Reye betrachtete, dessen Linien der Durchschnitt entsprechender 


Mathematische Annalen II. 15 











296 ‘ Fenix Kier, 


Ebenen zweier collinearer riumlicher Systeme sind*). Derartige Com- 
plexe sind durch das Auftreten von Doppellinien, Ausnahmpunkten 
und Ausnahmebenen**) ausgezeichnet. Eine Uebersicht iiber die bei 
ihnen zu unterscheidenden Fille denke ich bei einer nichsten Gelegen- 
heit zu geben. 


*) Reye. Die Geometrie der Lage. Hannover, C, Riimpler. 1868. 
**) Pliicker, Neue Geometrie. n. 313. 


Gottingen, 14. Juni 1869. 




















Die simultanen Systeme binirer Formen. 


Von P. Gorpan in GIESSEN. ‘és 





In einer im 69'" Bande des Crelle’schen Journals verdétfentlichten 
Abhandlung habe ich fiir eine biniire Form n' Grades ein System 
von Covarianten und Invarianten aufgestellt, durch welche sich, wie 
ich bewies, alle Covarianten und Invarianten derselben ausdriicken 
liessen. Ich habe nun im Folgenden die dabei angewandten Metho- 
den vereinfacht und auf die simultanen Covarianten und Invarianten 
mehrerer Formen ausgedehnt. 

Ankniipfend an die von Herrn Clebsch (Crelles Journal Bd. 59.) 
gegebenen Siitze untersuche ich zuniichst die symbolischen Producte, 
da sich alle Covarianten und Invarianten einer Anzahl biniirer For- 
men durch Aggregate derselben ausdriicken lassen. Jede simultane 
Covariante kann als neue Form angesehen werden und giebt als solche 
zur Kinfiihrung neuer Symbole Anlass. Die diese neuen Symbole ent- 
haltenden symbolischen Producte sind Aggregate anderer symbolischer 
Producte, welche einfachere Symbole enthalten, und umgekehrt lisst 
sich jedes symbolische Product als Aggregat anderer ausdriicken, 
welche weniger aber verwickeltere Symbole enthalten. Hierhin gehért 
auch die Behandlung der schon anderwiirts untersuchten Uebereinan- 
derschiebungen. Indem ich sodann zu Formensystemen iibergehe, fiihre 
ich den Begriff des combinirten Systems ein, eines Systems von For- 
men, welche durch Uebereinanderschiebung von Formen gegebener 
Systeme entstehen und wende ihn auf eine wichtige Classe von Syste- 
men, die vollstiindigen Systeme an, d. h. auf solche, bei denen alle 
durch Uebereinanderschiebung entstehende Formen sich als ganze 
Functionen der urspriinglichen ausdriicken lassen. Hierbei zeigt sich, 
dass durch Combination vollstiindiger Systeme neue vollstiindige Sy- 
steme entstehen. 

Schliesslich werden die allgemeinen Siitze benutzt, um fiir For- 
men, deren einzelne Systeme man kennt, simultane Systeme aufzu- 
stellen und endlich zur Aufstellung der Systeme fiir einzelne Vormen. 

Als Beispiel fiige ich die einzelnen Systeme der Formen vom 1', 
15% 
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Qten ..., Gt" Grade und die simultanen Systeme der lormen vom 
2ten Stee und 4'" Grade hinzu. 


§ 1. 
Symbolische Producte. 


Die Aufgabe, welche ich hier behandeln will, ist die Untersuchung 
der simulfanen Formen (Covarianten und Invarianten) einer Anzahl 
gegebener biniirer Formen: 

og fhAshs fy py seers 
deren Grade n, , », , ... sein mdégen. 

Diese Formen sind ganze homogene Functionen von zwei Varia- 
beln 2, und z,, man kann fiir sie folgende symbolische Bezeichnung 
einfiihren: 


hi =3 (fia -+- fi2tz)™ one -=f*.= 
h _— . — — ak -r. 


fi = (fit + fi, sm)" =f, = rt, - — rn i 


Die Symbole f; , fi , fi’... pr simmtlich peered Form /{; 
dar; ich nenne sie die Symbole dieser Form. Nach einem, von dem 
Herrn Clebsch (Crelle’s Journal Bd. 59.) nachgewiesenen Satze kaun 
man alle simultanen Formen (Covarianten und Invarianten) der For- 
men f als Aggregate (lineare Functionen mit numerischen Coefficien- 
ten) symbolischer Producte darstellen, welche die Form haben: 


R= files ++ (hah) As fh) -- 
Ich will daher zuniichst diese symbolischen Producte untersuchen. 

Die symbolischen Factoren zerfallen in zwei Arten, deren erste 
wie fi,2 , f2,2 .--. die Variable x (a, und x,) enthiilt, wiihrend die- 
selbe bei den andern, wie (f,, f,) , (f,, f;) ... nicht auftritt. 

Die Anzahl der Factoren erster Art von R giebt den Grad von 
R in den Variabeln oder schlechthin den Grad an. Die Factoren 
zweiter Art, welche ich Klammerfactoren nennen will, bedeuten sym- 
bolische Determinanten; der Klammerfactor (/,, /,) z. B. die Deter- 
minante : 


if fie | 

hy hoe | 
und kénnen dadurch aus den Factoren erster Art wie fi,, abgeleitet 
werden, dass man z, in das Symbol f,, und 2, in — f,, tibergehen 


liisst. 
Der Grad von F in den Coefficienten der urspriinglichen Formen 
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f, » fy «+. nmenne ich seine Ordnung; es ist dies in unserer symboli- 
schen Darstellungsweise die Anzahl der verschiedenen in R auftreten- 
den Symbole. Jedes derselben kommt so oft in R vor, als der Grad 
der durch dasselbe dargestellten Form Kinheiten enthiilt ; das Symbol 
f, m,Male, das Symbol /, , Male u. s. f. 

Sind die in R auftretenden Symbole, abgesehen von den durch 
g sie dargestellten Formen, p, , p,, ..., dann will ich das symbolische 
ul Product R durch #(p, , p, , ...) oder kurz @(p) bezeichnen. 

Vereinigt man einige unter den Symbolen p zu einer Gruppe, 
dann kann man diese Symbole auf mannigfache Art in Gruppen ein- 
theilen; bei einer solchen Eintheilung werden im Allgemeinen die 
Symbole einer Gruppe in Factoren erster und zweiter Art auftreten, 
- in den Klammerfactoren, in denen sie vorkommen, werden entweder 
. beide Symbole derselben Gruppe angehéren, oder einer der einen 
Gruppe, der zweite einer andern. 

Bezeichnet man die Symbole zweier Symbolengruppen durch: 


ee ee, ee : 


dann nenne ich die Anzahl derjenigen Klammerfactoren, welche ausser 


i einem der Symbole s noch ein von s verschiedenes Symbol enthalten, 
" die Norm von FR in Bezug auf die Symbole s und bezeichne sie 
a durch (s), die Anzahl derjenigen Klammerfactoren (s; , %), welche 
sowohl ein Symbol s als auch ein Symbol ¢ enthalten, bezeichne ich 


r durch (s,¢), und die Anzahl derjenigen, welche nur Symbole s enthal- 
ten durch (s,s). Die Anzahl der Klammerfactoren, in denen ein Sym- 
bol s auftritt, ist dann: 

(s) “fb ($, 5 8). 


e Ist die Norm (s) gleich 0, dann geht das symbolische Product 
- R in das (wirkliche) Product zweier anderer symbolischer Producte 
iiber, von denen das erste nur Symbole s enthilt, wiihrend in dem 
n andern keines derselben auftritt. Besteht eine Symbolengruppe aus 
a einem einzigen Symbol s, dann ist die Norm (s) von F nicht grésser 
- als der Grad der durch dasselbe dargestellten Form. 

- Bezeichne ich das Product aller Klammerfactoren von R durch 
4 (R) und die Factoren erster Art (von denen auch mehrere einander 
gleich sein kénnen) durch: 


View ? V2 2 ’ ves 5 Vo,a) 
t dann nimmt # die Form an: 
1 R = Vi,x Ve,n +++ Voix A (kh), 


wo g den Grad von FR bedeutet. 
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§ 3 


Anordnung der symbolischen Producte nach den in ihnen 
auftretenden Symbolen. 


Jede Covariante m vom uw" Grade kann ebenso wie die urspriing- 
lichen Formen /; durch: 
el ed 
symbolisch dargestellt wurden, durch: 
= 9, 
symbolisch dargestellt werden und giebt hierdureh zur Bildung der 
neuen Symbole: m , wm’, ..... Veranlassung. 

Diese neuen Symbole kénnen ebenso wie die urspriinglichen Sym- 
bole f; in symbolischen Producten R auftreten und jedes derselben 
wird so oft in R vorkommen, als der Grad der dadurch dargestellten 
Form Einheiten enthilt. Bei der Bestimmung der Ordnung des sym- 
bolischen Productes Rt, welches die Symbole m , w , 7, ... enthalten 
mag, muss man fiir jedes dieser Symbole die Ordnung der dureh das- 
selbe dargestellten Form in Rechnung ziehn. Ein symbolisches Pro- 
duct z. B., welches nur die Symbole » und yw enthiilt, welche Cova- 
rianten p'* und q'* Ordnung darstellen, besitzt die Ordnung p + 4. 

Den Beitrag, welchen die Symbole der Formen: 


7 9 Pe ee 

zu der Ordnung des symbolischen Productes R liefern, nenne ich die 
Ordnung von f in den Symbolen der Formen g. Diejenigen symbo- 
lischen Producte, welche nur Symbole der Formen  enthalten und 
ihre Aggregate sollen durch C(q, , m, , ...) oder kurz C (gp) be- 
zeichnet werden, wihrend diejenigen, in denen mindestens eines der- 
selben vorkommt und ihre Aggregate durch P(g) bezeichnet werden 
moégen. Die letzteren sind ganze homogene Functionen der Coefficien- 
ten der Formen g und verschwinden, wenn diese verschwinden. 

Man kann nun diejenigen symbolischen Producte, bei denen Sym- 
bole verschiedener Arten von Formen auftreten, nach den Ordnungen 
classificiren, welche sie in den Symbolen der einzelnen Formen oder 
auch Formgruppen besitzen. 

Es mégen die Formen: 


Pir » Piz a ++> 
die erste Formengruppe bilden, die Formen: 


Pa» Porrs-s 
die zweite Formengruppe, die Formen endlich: 
Pri > Pp2s ++: 












\- 
n 
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die p'’; ich will dann symbolische Producte derselben Ordnung, in 
denen nur die Symbole der-Formen gj, auftreten, folgendermassen 
anordnen, 

Zuerst stehen diejenigen Formen, deren Ordnung in den Symbo- 
len der p'” Formengruppe am gréssten ist und es tritt in der ge 
sammten Anordnung eine Form um so friiher auf, je grésser ihre 
Ordnung in diesen Symbolen ist. , 

Diejenigen dieser symbolischen Producte P, welche in den Sym- 
bolen der p' Gruppe dieselbe Ordnung besitzen, ordne ich ebenso 
nach ihrer Ordnung in den Symbolen der (p — 1)'" Gruppe; diejeni- 
gen symbolischen Producte, welche sowohl in den Symbolen der p'™ 
als auch in den Symbolen der (py — 1)'" Gruppe dieselbe Ordnung 
besitzen, nach ihrer Ordnung in den Symbolen der (p — 2)" Gruppe 
u. s. f. 

Dieser Anordnung gemiiss sollen die Formen P in Classen einge- 
theilt werden und in einer héheren oder niederen Classe stehen, je 
nachdem sie spiiter oder friiher hierbei auftreten. 

Da die Formen 9, im Allgemeinen von einander abhiingen, so 
wird 6fters der Fall eintreten, dass ein symbolisches Product einer 
gewissen Classe zugleich ein Aggregat symbolischer Producte niederer 
Classe ist. 

Hierbei kann man zeigen, dass, wenn irgend welche Formen: 

VY, > Vey vere 
diese Eigenschaft besitzen, jede Form P (yw) sie gleichfalls hat. 


§ 3. 
Eintragung des Werthes fiir ein Symbol. 


Da jedes symbolische Product R, in welchem das Symbol einer 

Covariante 

afta ae iat S12 Sa.5°°° Sp x 4 (9) 

auftritt, zugleich eine simultane Form der Formen /; ist, so ist es nach 
dem oben citirten Satze von Herrn Clebsch ein Aggregat symboli- 
scher Producte, in denen nur die Symbole der Formen f; vorkommen. 
Es liegt daher die Aufgabe nahe, symbolische Producte z zu suchen, 
aus denen sich J? linear zusammensetzen liisst und welche statt des 
Symbols g die Symbole s enthalten. 

Ich bezeichne das Product aller das Symbol g nicht enthaltenden 
Factoren durch 7’ und diejenigen Symbole, welche mit dem Symbol 
in denselben Klammerfactoren auftreten, durch 7,, 7,, ..-, 73 die 
Zahl v ist dann die Norm (@) in Bezug auf das Symbol g. 

Das symbolische Product R nimmt dann die Form an: 
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§ 2. 
Anordnung der symbolischen Producte nach den in ihnen 
auftretenden Symbolen. 
Jede Covariante m vom uw" Grade kann ebenso wie die urspriing- 
lichen Formen f; durch: 
ed ed ee 


symbolisch dargestellt wurden, durch: 


— 

%, = 9, 
symbolisch dargestellt werden und giebt hierdurch zur Bildung der 
neuen Symbole: m , p’,..... Veranlassung. 


Diese neuen Symbole kénnen ebenso wie die urspriinglichen Sym- 
bole f; in symbolischen Producten R auftreten und jedes derselben 
wird so oft in R vorkommen, als der Grad der dadurch dargestellten 
Form Einheiten enthiilt. Bei der Bestimmung der Ordnung des sym- 
bolischen Productes R, welches die Symbole gm , w , x,... enthalten 
mag, muss man fiir jedes dieser Symbole die Ordnung der durch das- 
selbe dargestellten Form in Rechnung ziehn. Ein symbolisches Pro- 
duct z. B., welches nur die Symbole @ und wy enthiilt, welche Cova- 
rianten p'* und g'* Ordnung darstellen, besitzt die Ordnung p -+- ¢. 


Den Beitrag, welchen die Symbole der Formen: 


7. Fy Se 3 es 

zu der Ordnung des symbolischen Productes R liefern, nenne ich die 
Ordnung von F& in den Symbolen der Formen g. Diejenigen symbo- 
lischen Producte, welche nur Symbole der Formen @ enthalten und 
ihre Aggregate sollen durch C(g, , py, ,...) oder kurz C(p) be- 
zeichnet werden, wiihrend diejenigen, in denen mindestens eines der- 
selben vorkommt und ihre Aggregate durch P(g) bezeichnet werden 
moégen. Die letzteren sind ganze homogene Functionen der Coefficien- 
ten der Formen und verschwinden, wenn diese verschwinden. 

Man kann nun diejenigen symbolischen Producte, bei denen Sym- 
bole verschiedener Arten von Formen auftreten, nach den Ordnungen 
classificiren, welche sie in den Symbolen der einzelnen Formen oder 
auch Formgruppen besitzen. 

Es mégen die Formen: 


Pir» Piz a -> 
die erste Formengruppe bilden, die Formen: 


Pra» Porr--- 
die zweite Formengruppe, die Formen endlich: 


Pri > Pp2s--- 
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die p'*; ich will dann symbolische Producte derselben Ordnung, in 
denen nur die Symbole der-Formen g, auftreten, folgendermassen 
anordnen., 

Zuerst stehen diejenigen Formen, deren Ordnung in den Symbo- 
len der p'** Formengruppe am gréssten ist und es tritt in der ge 
sammten Anordnung eine Form um so friiher auf, je grésser ihre 
Ordnung in diesen Symbolen ist. , 

Diejenigen dieser symbolischen Producte P, welche in den Sym- 
bolen der p'" Gruppe dieselbe Ordnung besitzen, ordne ich ebenso 
nach ihrer Ordnung in den Symbolen der (py — 1)'*" Gruppe; diejeni- 
gen symbolischen Producte, welche sowohl in den Symbolen der p' 
als auch in den Symbolen der (py — 1)" Gruppe dieselbe Ordnung 
besitzen, nach ihrer Ordnung in den Symbolen der (p — 2)" Gruppe 
u. s. f. 

Dieser Anordnung gemiiss sollen die Formen P in Classen einge- 
theilt werden und in einer héheren oder niederen Classe stehen, je 
nachdem sie spiiter oder friiher hierbei auftreten. 

Da die Formen px im Allgemeinen von einander abhingen, so 
wird 6fters der Fall eintreten, dass ein symbolisches Product einer 
gewissen Classe zugleich ein Aggregat symbolischer Producte niederer 
Classe ist. 

Hierbei kann man zeigen, dass, wenn irgend welche Formen: 

% » th > 
diese Eigenschaft besitzen, jede Form P (w) sie gleichfalls hat. 


§ 3. 
~Eintragung des Werthes fiir ein Symbol. 


Da jedes symbolische Product R, in welchem das Symbol einer 

Covariante 

» eros a ‘age 51 2 53 2 a ae Sp vx A (9) 

auftritt, zugleich eine simultane Form der Formen /; ist, so ist es nach 
dem oben citirten Satze von Herrn Clebsch ein Aggregat symboli- 
scher Producte, in denen nur die Symbole der Formen f; vorkommen. 
Es liegt daher die Aufgabe nahe, symbolische Producte z zy suchen, 
aus denen sich J linear zusammensetzen lisst und welche statt des 
Symbols » die Symbole s enthalten. 

Ich bezeichne das Product aller das Symbol g nicht enthaltenden 
Factoren durch 7’ und diejenigen Symbole, welche mit dem Symbol » 
in denselben Klammerfactoren auftreten, durch 7,, 7,, ..-, 73 die 
Zahl v ist dann die Norm (@) in Bezug auf das Symbol o. 

Das symbolische Product R nimmt dann die Form an: 
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R = Toe (gr,) (ors) » «+ (Pre). 


Um es zu transformiren, bilde ich eine Hiilfsformel, indem ich die 
Identitat 


G2 = Six S22 +--+ Spx & (p) 


der Reihe nach v Mal nach den Variabeln 2 (x, und x) differentiire 
und die Incremente der x jedesmal durch ein Paar neuer Variabeln 


Yi (Yi2» —Yr) 5 Yo (Yo2» —Yar) «+ + Yi (Yay —Ya) «++ Yr (Yr2» —Yr) 
ersetze. Man see? — zu der Identitiit : 


=o PP” (Gyr) (Py2) --- (PYr) 


= 2 (Sa ,Y1) (Sa, »Y2) +++ (Sa, > Yr) Sayyy,2 Saye ++++ Sa,,2 A(Q), 
worin man fiir die Zahlen a, , a ,... a, alle méglichen Combinationen 
von v Zahlen in allen méglichen Reihenfolgen aus den Zahlen 1,2,...p 


setzen und dann die Summation iiber alle diese rc oe Combinationen 
ausdehnen muss. Ersetzt man in dieser Hiilfsformel die Variabeln y; 
durch die Symbole 7; und multiplicirt man mit 7, so gelangt man 


zu der Gleichung: 
R = + 2 TA (9) (Se, ? r,) (Su, ? r,) 


o++ (Se, » ry) Sayiy.t Saygg.2 ees Sa,,x 


t+ 
v2. ~ Z;, 


worin h die Zahl = yy! bedeutet. 

Die Aufgabe ist somit gelést; die symbolischen Producte Z be- 
sitzen den Factor 7’ und alle Symbole, welche in R auftreten, ausser 
dem Symbol g; statt des letzteren enthalten sie die Symbole s. Diese 
symbolischen Producte Z sollen Eintragungsglieder genannt werden. 


Ist m eine Form P(w), dann kommt das Symbol w unter den s 
vor, steht also auch in den Ausdriicken Z. Dieselben sind mithin 
Formen P (w) und daher auch R. Auf dieselbe Weise kann man zei- 
gen, dass, wenn die Formen 


GP, » Pao ; 


Formen P(y, , ¥ , .-.) sind, jede Form P(g,, g, , ...) gleich- 
falls eine Form P (y, , ¥.,..-) oder kurz eine Form P (y) ist. 


Alle Eintragungsglieder Z haben die Factoren A (gq) und 7’; sie ent- 
halten dieselben Symbole und haben in Bezug auf die Symbole s dieselbe 
Norm v. Fiir jedes andere Symbol y von R ist die Differenz (wy) — (p,) 
fiir R ebenso gross als die Differenz (W) — (s , w) fiir ein Z; da diese 
Zahl nur von den Klammerfactoren des Factors 7’ herriihrt. 
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§ 4. 
Differenzen der Eintragungsglieder, die symbolischen 
Producte L. 


Zwei Kintragungsglieder, etwa Z und Z’ sollen benachbart heissen, 
wenn sie alle ausser zwei Factoren gemeinsam haben; die beiden nicht 
gemeinsamen Factoren kénnen entweder beide Klammerfactoren sein 
oder einer derselben ein Klammerfactor und der andere ein Factor 
erster Art. Bezeichnet man das Product der gemeinsamen Factoren 
von Z und Z, durch Q, dann ist im ersten Falle: 

Z = Q(rs) (1's'); Z’ = Q(rs’) (7’s) also: Z— Z’ = Q (r7’) (ss’) 
und im zweiten Falle: 

Z = Qsz (rs’) 5 Z =Qsz(rs) also: Z—Z’ = Qr, (ss’). 

Die symbolischen Producte: 

Z—Z = Q(rr’) (ss’) oder Qrz (ss’), 
sowie ihre Aggregate will ich Formen Z nennen; in ihnen treten die- 
selben Symbole wie in den Formen Z auf, sie besitzen ebenso wie 
diese die Factoren 7’ und A(q) und fiir sie besitzt die Zahl (~) — (pp) 
denselben Werth wie fiir die Formen Z, da diese Zahl ja nur von 
den in 7' enthaltenen Klammerfactoren herriihrt. 

Hingegen ist fiir die symbolischen Producte LZ die Norm (s) und 
daher auch die Zahl (s) + (wv) — (sw) kleiner, die Zahl (s , s) jedoch 
grésser als fiir die Eintragungsglieder Z. 

Sind Z; und Z irgend zwei Eintragungsglieder, dann kann man 
eine Anzahl anderer Glieder: 

Zit } Liz pees Zit 

der Art angeben, dass in der Reihe: 

Z:, ha » Zz eres! « , 2 
je zwei auf einander folgende Glieder im obigen Sinne benachbart sind. 
Die Differenzen Z;— Z sind daher auch Formen ZL und so mit nach 
der Formel: 
Bei iignns+1RG@-8 

v 1 v 1 
auch die Differenz R — Z. 


§ 5. 
Darstellung symbolischer Producte durch andere, in denen 
weniger Symbole auftreten. 


Umgekehrt kann man aus jedem Kintragungsgliede: 
Z=T.A(G) (Se, » 1) (Sa, 5 12) (Se, 5 1s) +++ (Say » Mr) Say gy 2 Saypg a oo Say. 
die Formen @ und £& ableiten. 
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Erselzt man niimlich in Z nach Weglassung des Factors T die 
Klammerfactoren (sq,,7;) durch sq,,2, dann entsteht die Form: 
@ = A(Q) 81,2 S2,2 +++ Sp,z- 
Ersetzt man hingegen nach Weglassung des Factors A (q) die Facto- 
ren (Sq,, 7) und sq,,z durch (p,7;) und gz, dann gelangt man zu 
der Form: 


R = Ter (pri) (pre) -- + (Hr). 

Man kann zeigen, dass jedes symbolische Product #(p, , p, , - . -) 
(vgl.§1.)auf viele Arten als Eintragungsglied dargestellt werden kann; zu 
dem Ende sondere man irgend eine Anzahl der darin enthaltenen Sym- 
hole, eine Symbolgruppe, ab, und fiihre hierbei folgende Bezeichnung 
ein. Das Product derjenigen (symbolischen) Factoren, welche kein 
Symbol der abgesonderten Gruppe enthalten, bezeichne man durch 7, 
das Product derjenigen Klammerfactoren, welche nur Symbole der 
(iruppe enthalten, durch A (q); die tibrigen Symbole der Gruppe, sei 
es, dass sie in Factoren erster Art, sei es, dass sie mit andern Sym- 
bolen zusammen in Klammerfactoren auftreten durch s, , s,,...., 
jene anderen Symbole endlich, welche mit den s zusammen in Klam- 
merfactoren stehen, durch 7; 7, .... 7+. 

In dieser Bezeichnung nimmt #(p) die Form an: 


& (p) = TA () (61511) (824 72) «+ + (S05 1s) Sette Sette s+ Spey 

welche es als Kintragungsglied charakterisiren. 
Da nun jedes Kintragungsglied Z, wie im vorigen Paragraph ge- 
zeigt wurde, in die Form: 
Z=h+ 2L 

gebracht werden kann, worin fiir die L die Norm (s) kleiner als v 
war, so kann ein Gleiches mit dem symbolischen Producte #(p) ge- 
schehen. 

Das Eintragungsglied Z kann nun auch in die Form: 
Z=Rh-+ Leh’ 

gebracht werden, worin die Ft’ ihnliche symbolische Producte wie die 
R bedeuten. Sie haben nimlich mit MR den symbolischen Factor 7 
gemein, und es treten in ihnen alle Symbole von / ausser @ aut. 
Statt des letzteren enthilt jedes der symbolischen Producte Rt’ das 
Symbol never Formen g’, pm”... und hat in Bezug auf dasselbe eine 
Norm (gy), welche kleiner als (s) ist. Diese Formen g® sind sym- 
~bolische Producte, welche den symbolischen Factor A (gp) besitzen und 
in denen dieselben Symbole wie in g vorkommen. Um nun zu bewei- 
sen, dass das Kintragungsglied Z in die obige Form gebracht werden 
kann, mache man die Annahme, dieser Satz sei fiir alle symbolischen 
Producte #(p) bewiesen, bei denen die Norm (s) < v ist. 











L 


Se 
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Nach dieser Annahme gilt derselbe fiir die symbolischen Producte 
L, so dass man: 


L = Zc R’ 


setven darf. Da nun nach § 4. die Differenz Z— R ein Agyregat 


solcher Producte Z ist, so hat man: 


Z=h-+ 2R., 


§ 6. 
Unvollstiindige symbolische Producte. 


Kin Product von (symbolischen) Klammerfactoren, welches nicht 
jedes darin vorkommende Symbol so oft enthilt, als der Grad der 
durch dasselbe dargestellten Form Einheiten enthiilt, nenne ich ein 
unvollstiindiges symbolisches Product und diejenigen (vollstiindigen) 
symbolischen Producte, welche es als Factor enthalten und in denen 
nur die Symbole desselben auftreten, die zu ihm gehérigen Formen. 

Bezeichnet man nun die zu einem unvollstiindigen symbolischen 
Producte A gehérigen Formen durch 


Pi >» Pro» Paneeres 
dann ist jedes den Factor A enthaltende symbolische Product P als 
Form P(g) darstellbar. ‘ 
Ich theile, um dies nachzuweisen, die in P vorkommenden Sym- 
bole in zwei Gruppen, je nachdem sie in A stehen oder nicht, und 
stelle sodann P in der im vorigen Paragraph angegebenen Weise 
als Eintragungsglied dar, so dass es die Form: 
P=Kh-+ =cR’ 
annehmen kann. Die hier auftretenden Ausdriicke 2 sind symbolische 
Producte, von denen jedes statt der Symbole der ersten Gruppe je ein 
Symbol enthilt, welches eine der Formen  darstellt; sie sind also 
Formen P (9). 
: § 7. 
Eintragung der Werthe fiir mehrere Symbole. . 


» 


In derselben Weise, wie im § 3. fiir em Symbol gm in das sym- 
bolische Product R sein Werth eingetragen warde, kann man in einem 
Kintragungsgliede Z; fiir ein zweites in R also auch in Z; vorkom- 
mendes Symbol ~, welches eine Form: 

® = A(P) tis baz ... bas 
darstellen mége, seinen Werth eintragen. 
Die hierdurch entstehenden Kintragungsglieder 
Za 5 Za , Bw ses, 
treten auch bei R auf, wenn man darin zu gleicher Zeit fiir die 
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Symbole » und w ihre Werthe eintrigt. Auch in die symbolischen 
Producte LZ (§ 4.) kann man fiir das Symbol y seinen Werth eintra- 
gen; man erhilt dann fiir ZL ein Aggregat symbolischer Producte L’, 
in welchen dieselben Symbole wie in den Z, vorkommen. 

Fiir die Formen Z, haben die Zahlen (s), (¢) und (st) dieselben 
Werthe wie die Zahlen (s), (w) und (sw) fiir Z; und die Zahlen (gq), 
(wv) und (py) fiir KR. 

Fiir die Formen L' haben. die Zahlen (s), (¢) und (st) dieselben 
Werthe wie die Zahlen (s), (w) und (sw) fir die Formen L; fiir diese 
letzteren ist nun aber nach § 4. die Zahl (s) + (w) — (sw) kleiner 
als die Zahl (gp) + (w¥) — (py) fiir 2, welche ich durch @ bezeich- 
nen will, mithin ist auch die Zahl (s) + (#) — (st) fiir die Formen 
Zx gleich @ und fiir die Formen L’ kleiner als 9. 

Ebenso wie (§ 4.) die Differenz zweier benachbarten Eintragungs- 
glieder Z und Z ein symbolisches Product LZ war, worin dieselben 
Symbole wie in den Z vorkommen und wofiir die Norm (s) kleiner 
als fiir die Z war, so ist auch hier die Differenz zweier benachbarten 
Kintragungsglieder Z;, und Z, ein symbolisches Product L”, welches 
dieselben Symbole, wie Z;, und Z; enthilt, fiir das jedoch die Norm 
(¢) einen kleineren Werth besitzt, die Zahl (s) — (st) aber denselben 
Werth hat als fiir die Formen Z,. Fiir die symbolischen Producte 
L” ist daher die Zah) (s) + (¢) — (st) < @. 

Die Differenz R— Z;, welche nach § 4. ein Aggregat symboli- 
scher Producte L war, ist, da diese wieder Aggregate der Formen L’ 
sind, ein Aggregat der L’; ebenso ist die Differenz Z7,;—Z, ein Aggre- 
gat symbolischer Producte L”. 

Mithin ist die Differenz 2} — Z, ein Aggregat symbolischer Pro- 
ducte L’ und L”, fiir welche die Zahl (s) + (¢) — (st) < @ ist. 


§ 8. 


Die Uebereinanderschiebungen. 


Unter den symbolischen Producten, in denen die Symbole m und 
y gleichzeitig auftreten, sind diejenigen von besonderer Wichtigkeit, 
welche nur diese Symbole enthalten, also die Formen: 

R= of’ oF” (99)’; 
sie sind schon anderwiirts ausfithrlich behandelt worden. 

Die Operation, durch welche Jt aus den Covarianten gm und »w 
entsteht, nenne ich Uebereinanderschiebung; desgleichen will ich die 
Form F selbst Uebereinanderschiebung nennen und durch (pw)’ be- 
zeichnen. 

Die Zahl-v nenne ich den Grad der Uebereinanderschiebung; sie 
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ist gleich den Normen (gy) und (w¥) und den Zahlen (mw) und 
(y) + (¥) — (ov) 


und nicht grésser als der Grad einer der Formen » und y. Wird 
v =O, dann geht F in das Product der Covarianten g und yw iiber. 

Triigt man in Ff fiir die Symbole m und w ihre Werthe ein (vgl. 
§ 3. und § 7.), dann erhalt man fiir R einen Ausdruck, welcher, abge- 


sehen vom Factor 
(p—v)! (q—v)! 
p! q! 
die Gestalt besitzt: 


ZX A(W)A(P) (Se, » ta) (Sa, 5 tp) +++ (Sery » ey) Say 4 8c 4 9,0 +++ Sp tes alee ante, 
also: Raw PO Bhs - 
p- q: 

Die Glieder dieser Summe, die symbolischen Producte 7, nenne 
ich die Glieder der Uebereinanderschiebung fF, fiir dieselben haben 
die Zahlen (s), (4) (st) und (s) + (4 — (st) den Werth v. 

Nach dem vorigen Paragraphen ist die Differenz R —- Z,, sowie 
die Differenz 2, — Z;, em Aggregat symbolischer Producte # (s,t) 
(vgl. § 1.), deren Norm (s) = (¢) = (st) = (s) + (#) — (st) kleiner 
als » ist. 

§ 9. 
Darstellung symbolischer Producte als Glieder von Ueber- 
einanderschiebungen. 


In iihnlicher Weise, wie im § 5. die Formen FR und g aus den 
symbolischen Producten Z; abgeleitet wurden, kann man auch hier die 
Formen g, ~ und Ff erzeugen, wenn ein Uebereinanderschiebungs- 
glied: > 


Li = A(p) Ay) (Se, ’ ty) (Se, ¢ ? B,J + - (Se, ts, )s ype Spx tease vile 


gegeben ist. Ersetzt man niimlich in dem symbolischen Producte Z;, 
nach Weglassung der Factoren A (w) und ¢,, die Factoren (s; , t) durch 
Sic, dann erhiilt man die Form gm. Ebenso ergiebt sich die Form y, 
wenn man nach Weglassung der Factoren A(y) und s;,. die Factoren 
(s;, %) durch &,. ersetat. 

Man kann nun zeigen (vgl. § 5.), dass jedes symbolische Product 
P sich auf viele Weisen als Uebereinanderschiebungsglied darstellen 
liisst. — Theilt man die in P vorkommenden Symbole in irgend zwei 
Gruppen, dann kann man folgende Bezeichnung einfiihren. Das Pro- 
duct derjenigen Klammerfactoren, welche nur Symbole der ersten 
Gruppe enthalten, bezeichne ich durch A(@), das Product derjenigen, 
in denen nur Symbole der zweiten auftreten, durch A (w); die iibrigen 
Symbole der ersten Gruppe, sei es, dass sie in Factoren erster oder 
zweiter Art stehen, durch s, ,s,,... s,3 die entsprechenden Symbole 
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der zweiten Gruppe durch 


er ee F 





Durch diese Bezeichnungsweise erhilt man fiir das symbolische Pro- 
duct P den Ausdruck: 


P=A (p) A (w) (8,,¢,) (Sot) eee (Sy, ty) Soave Sy+o2,a eee Sp, x tytie ty42,2 e+ box, 
welcher es als Glied der v' Uebereinanderschiebung der beiben Cova- 
rianten : 

= A () Stipa SQ,¢ ++ + Spiex 

Y= AW) tie bye... tye 
characterisirt. Der Grad vy ist die Norm des symbolischen Productes 
P sowohl in Bezug auf die Symbole der ersten Gruppe, als auch in 
Bezug auf diejenigen der zweiten. 


§ 10. 
Formensysteme. 


Nachdem ich die einzelnen simultanen Formen (Covarianten und 
Invarianten) fiir die vorliegende Untersuchung geniigend beschrie- 
ben habe, will ich nunmehr Formensysteme untersuchen. Eine Anzahl 
von irgend welchen Covarianten und Invarianten: 

as wes Se 5 ee 
will ich unter dem Namen. Formensystem zusammenfassen und ihre 
Grade entsprechend durch: 

hae Wg oes sc * 
bezeichnen. 

Die Formen P (A) (vgl. § 2.) sind dann Aggregate symbolischer 
Producte, in deren jedem mindestens ein Symbol A vorkommt und 
die Formen C (A) symbolische Producte, in denen nur Symbole A auf- 
treten. Die wirklichen Producte der Formen A bezeichne ich durch: 

S(A) = AN AD... A . 

Die Anzahl der Factoren A; von S (A) ist 

e 

Qj a; 3 
der Grad von S (A) 

x, A; a. 

1 
Ebenso mégen die Formen: 


oer art a 
ein zweites System bilden, ihre Grade bezeichne ich durch: 


b, , by «2. 4 Ue 


ee ins Be 


1 


und ihre Producte: 


durch S (B): 









a— tf. «a 8 feat 
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§ 11. 


Die Uebereinanderschiebungen 1 und 2 Art der Form: 
[S (A), S(B)p. 


Von grossem Interesse bei der Untersuchung der lormensysteme 

sind Uebereinanderschiebungen wie: 
[S(A) , S(B)/. 

Bei denselben unterscheide ich zwei Arten, je nachdem ein Glied der- 
selben existirt, das in Factoren zerfallt oder nicht (vgl. § 8.). Ich 
behaupte nun, dass die Uebereinanderschiebung [|S (A) , S (B)]” in 
folgenden Fiillen, und zwar nur in denselben der ersten Art ange- 
hore. 


Erster Fall. 


Wenn eines der Producte S (A) oder S (B) eine Invariante zum 
Factor hat; die Uebereinanderschiebung [S (A) , S (B)]’ besitzt dann 
gleichfalls diesen Factor. 


Zweiter Fall. 
Wenn eines der iibereinandergeschobenen Producte, etwa S (A), 
einen Factor K besitzt, dessen Grad g nicht kleiner als y ist. 


Beweis. Setzt man S(A) = K.L und bezeichnet man irgend 
ein Glied der Uebereinanderschiebung [K , S (B)|” durch Z, dann ist 
das Product Z.L ein Glied der Uebereinanderschiebung [S (A) , S (B)]’. 


Dritter Fall. 


Wenn man die beiden Producte S(A) und S (B) in solche Fac- 
toren : 
S(A) = K,.K, S(B) = L,.L, 
zerlegen kann, dass die Grade g, , g,, h, und h, der Formen K, , K,, 
L, und L, den Ungleichungen geniigen: 


h<g und yok +m. 
Beweis. Da fiir v < h, der vorige Fall eintritt und fiir 
y>h +h 


unsere Uebereinanderschiebung verschwindet, so will ich mich auf den 
Fall beschriinken, wo: 

0<cv—-h<h, 
ist. Bezeichne ich dann irgend welche Glieder der Uebereinander- 
schiebungen (K, , Z,)* und (K, , Z,)’-" durch Z, und Z,, dann ist 
das Product 7, . Z, ein Glied der Uebereinanderschiebung 


[S(A) , S(B). 
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Vierter Fall. 


Wenn eines der iibereinandergeschobenen Producte, etwa S (A) 
einen Factor K besitzt, dessen Grad g nicht kleiner ist als der Grad 
des andern Productes S (B). 

Beweis. Hs sind hier zwei Unterfiille zu unterscheiden, je nach- 
dem v grdésser als der Grad des Productes S(B) ist oder nicht. Im 
ersteren verschwindet unsere Uebereinanderschiebung, im letzteren ist 
auch » <g und es tritt der zweite Fall ein. 


Finfter Fall. 
Wenn ein Factor K des Productes S(A) und ein Factor L des 
Productes S(B) denselben Grad g haben. 
Beweis. Man unterscheide wieder zwei Unterfille, je nachdem 
v<g oder v >g ist. Im ersten Unterfalle tritt der zweite Fall ein, 
im letzteren setze man 


§(4) = K.K, , S(D—L.L, 


und bezeichne irgend welche Glieder der Uebereinanderschiebungen | 


(K , Lj und (K,, L,)-” durch Z, und Z,. Dann ist das Produet 
Z,.Z, ein Glied der Uebereinanderschiebung |S (A) , S (B)|’. 


Sechster Fall. 


Wenn man die Producte S(A) und S(B) in solche Factoren: 
S(A) = K.K, ; S(B=—L.L, 
zerlegen kann, dass die Grade g,g,, h und h, der Formen XK, K,, 
L und L, den Ungleichungen geniigen: 
g>h und 9, > h,. 

Beweis. Man unterscheide zwei Unterfiille, je nachdem v grisser 
ist als h + h, oder nicht. Im ersteren verschwindet unsere Ueberein- 
anderschiebung, im letzteren ist v < h + g, und es tritt der dritte 
Fall ein. 

Siebenter Fall. 

Wenn die Anzahl der Factoren A; des Productes S(A) der Un- 

gleichung geniigt: 

iy ¢ 

2; a; > Q 2; b; 

1 1 
(oder die Anzahl der Factoren B; des Productes S (B) der Ungleichung 

o 

" 2; Bi > 6 3; Aj 

1 1 


geniigt). 


Beweis. Schreibt man die Ungleichung in der Form: 


os ) a; a Dy} a 0, 













Ss 


orn 
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dann sieht man, dass mindestens einer der Summanden 


o 
a; — dS by 
etwa . 
(1) a, — 3b, >0 
sein muss. : 


Man unterscheide nun drei Unterfille, je nachdem: 
1)v> x, b; B; oder 2) v < a, (@,—1) oder 3) 3; b:pi>v > a, (a,—1). 
1 1 


Im ersten Unterfalle verschwindet die Uebereinanderschiebung 
(S(A) , S(BD))”; im zweiten ist v nicht grésser als der Grad a, (@ —1) 
des Factors A,*-' des Productes S(A) und es tritt der zweite Fall 
ein; im dritten Unterfalle endlich ist: 


E, b: Bi > a, (a —1) > a, Bd, (vgl. F.1) 
1 1 
und daher: 
2; b; (B; — a1) = 0. 
1 


Diese Ungleichung kann nur dann bestehen, wenn mindestens 
eine der Differenzen 6; — a, etwa 
(11) B, —a, >0 
ist. 

Aus den Formeln (I) und (II) geht hervor, dass die Potenzen 
A® und B Factoren der Producte S (A) und S (B) sind. Da die 
Grade dieser Potenzen iibereinstimmen, so tritt hier der fiinfte Fall ein. 


§ 12. 


Die Uebereinanderschiebungen erster und zweiter Art der Form 
(S (A) ? ge)’: 


Von besonderer Wichtigkeit ist der Fall, wo das System der B 
nur aus einer einzigen Form besteht; ich will dieselbe durch g und 
ihren Grad durch n bezeichnen. 

Die zu untersuchenden Uebereinanderschiebungen haben dann die 
Form: 


(S(A) , 2)’, 
man unterscheide bei denselben zwei Fille, je nachdem S (A) eine ein- 


zelne Form A; oder ein Product mehrerer solcher Formen ist. 
Die Uebereinanderschiebung : 


(A; ? gy y" 


Mathematische Annalen. II. 
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gehért der ersten Art an, wenn der Grad n(@—1) der Potenz ge—! 
entweder nicht kleiner als a; oder nicht kleiner als vy ist (vgl. § 11. 
Fall 2. und 4.), also dann der zweiten Art, wenn » (g@ — 1) sowohl 
kleiner als a; als auch kleiner als vr ist. 

Ich gehe nunmehr zu dem zweiten Falle iiber, wo S (A) ein Pro- 
duct mehrerer Formen A etwa: 

S(A) = A,.A,.... Ay 
ist, unter denen auch mehrere iibereinstimmen kénnen. Man kann 
dann das Product S(A) auf mannigfache Art in zwei Factoren P und 
Q zerlegen. 

S(A) = PQ. 


Von den Factoren P und Q will ich sagen, sie entsprechen ein- 
ander und ihre Grade durch p und q bezeichnen. 

Den Grad p + q des Productes S(A) bezeichne ich durch g und 
die Reste, welche man erhilt, wenn man die Zahlen p und q durch 
m dividirt, durch r und r’. 

Man kann dann beweisen, dass die Uebereinanderschiebung: 


(S(A) , @)' = (P.Q, ge)’ 


in folgenden Fallen der ersten Art angehdrt: 


Erster Fall. 


Wenn 
nocntyg—(r+r) 
ist. 
Beweis. Man unterscheide vier Unterfille, je nachdem: 
l. no<p 
2. n(@—2)>9—(r+7’) 
3. p< ne <g—(r+n) 
4. ne =y+2n—(r+7,). 
Im ersten Unterfalle hat der Factor P des Productes S (A) einen Grad, 
der nicht kleiner ist als der Grad von ?@ (vgl. § 11. Fall IV.); im 
zweiten Unterfalle hat der Factor g¢-' der Potenz g¢ einen Grad, der 
nicht kleiner als der Grad g des Productes S (A) ist (vgl. § 11. Fall IV.); 
im dritten Unterfalle zerfiallt die Potenz m¢ in die Factoren 
, Eom g~ == 
CS. Re Fs 
deren Grade nicht grésser als die Grade p und q sind (vgl. § 11. 
Fall VI.) 
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p+n—r 
Im vierten Unterfalle zerfallt die Potenz g¢ in die Factoren pm * 
qn 
und m ” , deren Grade grésser als die Grade p und q sind. (Vgl. 


§ 11. Fall VI. ). 
Zweiter Fall. 
Wenn no = 9g + 2 — (ry +”) und p durch vn theilbar, also r = 0 


P 
ist. — In diesem Falle hat der Factor m" der Potenz g¢ denselben 
Grad p als der Factor P von S(A). (Vgl. § 11. Fall V.). 


Dritter Fall. 


Wenn no=—g+n— (r+) und v<g —r ist. 
Beweis. Ich bezeichne irgend welche Glieder der Uebereinander- 


schiebungen : 
( =~" ( aes Sait 
P,y” und \Q, » * 


durch Z, und Z,; das Product Z,.Z, ist dann ein Glied der Ueber- 


einanderschiebung 





(P.Q, ge). 


Diese drei Fille sind die einzigen, in denen die Uebereinander- 


schiebung 

(S(A), 9)" 
der ersten Art angehért; sie gehért mithin der zweiten Art an, wenn 
folgende Bedingungen gleichzeitig erfiillt werden. 

Erste Bedingung. Fiir keine Zerlegung darf der Rest r verschwin- 
den (vgl. zweiten Fall). 

Zweite Bedingung. Fiir jede Sie muss 

ne=gt+n—(r+7) 
sein (vgl. ersten Fall). 

Dritte Bedingung. Fir jede Zerlegung muss vy > y — r sein (vel. 
dritten Fall). 

Aus diesen Bedingungen lassen sich die folgenden ableiten, welche 
die Aufstellung siimmtlicher Uebereinanderschiebungen zweiter Art, er- 
leichtern. 

Vierte Bedingung. Die Summe + + 7’ muss fiir alle Zerlegungen 
denselben Werth haben (vgl. zweite Bedingung). 

Fiinfte Bedingung. Bezeichnet man den kleinsten Werth, welchen 
der Rest r fiir eine Zerlegung annimmt, durch r,, dann muss v > g — 1, 
sein. 

Diese Bedingung folgt aus der dritten und ersetzt dieselbe. Den 
dem Rest *, bei einer Zerlegung entsprechenden Rest bezeichne ich 


durch 1,’ 
16* 
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Sechste Bedingung. Die Anzahl uw der Factoren A von S(A) darf 
nicht grésser als » sein. 

Beweis. Wire w > n, dann giibe es in der Reihe der Formen: 
A,; A,.4,; A,.4,.4,3...-4,.4,...4, 
mindestens zwei, deren Grade durch » dividirt, denselben Rest giiben. 

Wiiren dieselben: 
A, 4,...4; wm A, A,...4; 
dann wire ihr Quotient, das Product 
Ajas ° Ajrs ere A; 

ein Factor von S(A), dessen Grad durch » theilbar wiire (vgl. Be- 
dingung 1). 

Die Reste r, 7’, 7), 7%, welche hierbei auftreten, kann man in der 
folgenden Weise berechnen. Man bezeichne durch: 

ee 

diejenigen Reste, welche entstehen, wenn man die Grade der einzel- 
nen Factoren A von S(A) durch x dividirt. Theilt man sie auf alle 
mdglichen Weisen in zwei Gruppen 


i. Bens und S,, Si, +++ Ss 
“ hy , hy 


und dividirt man dann die Summen: 
Si, + si, + 5,..- Si, und sy, +8... Sk, 
1 fey 


durch , dann erhilt man die Reste y und +’, welche den verschiede- 
nen Zerlegungen des Productes S(A) entsprechen. Den Rest r’ kann 
man dadurch aus r berechnen, dass man die Differenz 3, $8; — r durch 
n dividirt. ; 

Da die Kenntniss des Systemes der Reste s zur Bestimmung der 
Zahl w und der Restepaare r und 7’ also auch des Restepaars 7, und 
ry ausreicht, so ergeben die Bedingungen 1, 4 und 6 nur Eigenschaf- 
ten dieses Restsystems; ich will diejenigen Restsysteme, welche sie 
besitzen, speciell nennen. 

Die Bedingungen, unter denen die Uebereinanderschiebung 
(S(A) , pe)” der zweiten Art angehért, lassen sich denn folgender 
Massen aussprechen. 


I. 
Ist S(A) eine einzelne Form A;, dann muss gleichzeitig: 
n(@o—1)<v und n(e—1) <a; 


sein. 


Il. 


Ist S(A) ein Product mehrerer Formen A, dann muss gleichzeitig 
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das dem Producte S(A) entsprechende Restsystem speciell , 
I—neo=H+%—2n, 

g—ven, 

vy <a und vy < no sein. 


no — 


~ 


Diese Bedingungen geniigen zur Aufstellung séimmilicher Ueber- 
einanderschiebungen zweiter Art der Form (S(A), g?)". Diejenigen 
unter ihnen, bei denen S(A) eine einzelne Form A; ist, findet man, 
indem man fiir g alle ganzen Zahlen setzt, welche der Ungleichung 
n(@ — 1) <a; geniigen, und dann fiir v alle Zahlen, die zwischen 
n(@ — 1) und ne liegen, diejenigen ausgenommen, welche grdésser 
als a; sind. 

Um diejenigen Uebereinanderschiebungen, bei denen S(A) ein 
Product mehrerer A ist, zu finden, bilde man zuerst alle zu der Zahl 
n gehorigen Kestsysteme, berechne alsdann fiir jedes derselben die ent- 
‘ sprechenden Producte S(A) und schliesslich nach der zweiten, dritten 
und vierten Bedingung die Zahlen @ und »v. 

Als Beispiel will ich fiir » = 1, 2, 3 und 4 die speciellen Rest- 
systeme aufstellen und fiir jedes derselben die Reste r, und 1, sowie 
die Zahl r, + 7,’ —- » berechnen. 

Fir n = 1 existirt kein specielles Restsystem. 

Fiir n = 2 ist (1, 1) das einzige specielle Restsystem; fiir das- 
selbe ist: 7, = 13; 7% =1; 7+” —n=O0. 

Fiir n =3 gicbt es die speciellen Restsysteme: 

(1,1); (1,2); (2,2); (,1,0; @,2,2). 


Fiir das Restsystem (1, 1) ist: »»=1; roy =1; ry +7—n—1, 
we a 7 (1, 2) ist: m= 1; ro = 23 — +7 —n=—0), 
”» » ” (2, 2) ist: ry = 2; ry = 2; rr + —n—I1, 
= > ” (1,1, 1) ist: r=; ry = 2; m+ % — n=Q, 
ae ” (2,2, 2) ist! p=1; ro =2; +7 —n=0. 


Fiir n = 4 existiren die speciellen Restsysteme : 
(1,1); (,2)3 (1,3)5 (2,2)5 (2,3)3 G3); G1,1)5 01,2); 2,3,3); 33,3); 
(1,1,1,1); (@,3,3,3). 


Fiir das Restsystem (1, 1) ist: 7) = 1; rp = 1; ry +7 —n = — 2, 
” ” (1 , 2) ist: % = 1; >= 2; m+n—n=—1, 
”» 0” % (1 , 3) ist: % = 1; 4 =3; », +7,—n=0, 

” ” (2 , 2) ist: = 2; 1, = 2; 7, +7,>—n =), 
ae ” (2 , 3) ist: 7, =2; r= 3; ry +7/—n =—1, 
? ” (3 , 3) ist: 75 = 3; 7) = 3; ry + r—n = 2, 


”? ” ”? G,t,3 ist: rp = 1; 19 =2; mtr —n=—1, 
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Fiir das Restsystem (1, 1 , 2) ist: 7» =1; 7) =3; ry +7, —n=0, 
”» 9 ” (2 , 3, 3) ist: 7 =1; m= 1; ~ +7 —n=— 2, 
”» » ” (3, 3, 3) ist: = 2; ry = 3; m+ —n—1, 
> ” (1,1,1,1) ist: =1; ry = 3; ry+rm—n=0, 
wr? 's ” (3,3,3,3) ist: ry =1; ry = 3; ry +7—n=0. 


§ 13. 
Jombinirte Formensysteme. 


Gehért die Uebereinanderschiebung (S(A) , S(J?))” der zweiten Art 
an, dann ist nach § 11. zweiter Fall die Anzahl der Factoren A des 


a 
Productes S(A) nicht grésser als @ 2; b; und die Anzahl der Factoren 
1 


‘ g : 
B des Productes S(B) nicht grésser als 6 2; a;. Hieraus folgt, dass 


1 
die Anzahl dieser Uebereinanderschiebungen endlich ist. Bezeichnet 
man dieselhben sowie die Formen A und B selbst, durch: 


[AB],, [AB),.. 


dann bilden die Formen [AB] ein neues endliches Formensystem. Ich 
nenne dasselbe das aus den Systemen A und B combinirte System. 

In derselben Weise kann man eine beliebige Anzahl p von Formen- 
systemen combiniren. Ich bezeichne die Formen des ersten Systemes 
durch A,,, A,...-, die des zweiten durch A,,, A,,..., allgemein die 
Formen des ersten Systems durch A; , Ay... und combinire vorerst 
die beiden ersten Systeme zu dem Systeme [A;,, Ag,|. Dieses System 
combinire ich mit dem dritten Systeme zu dem Systeme [[4:,, Asx], Ase, 
welche Formen ich kurz durch [A;,, Ag, Asz| bezeichne. 

In dieser Weise fahre ich fort und combinire dieses System mit 
dem vierten Systeme zu dem Systeme [A;,, Asx, Asx, Asx] u. s. w. 
bis ich schliesslich zu dem Systeme [A,, A, ...A,] gelange, welches 
ich das aus den so gegebenen Systemen combinirte System nenne. 
Ich setze stets diese gegebenen Systeme als endlich voraus und erhalte 
daher durch Combination nur endliche Systeme. 


§ 14. 
Vollstiindige Systeme. 


Besonders wichtig fiir unsere Betrachtung sind die vollstiindigen 
‘ ° ‘ 
Systeme. — Ist eim System 





— eel ll a 


Ae e 
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so beschaffen, dass jedes symbolische Product C(A) (welches nach § 2. 

nur Symbole von Formen A enthilt) eine ganze Function der A 
C(A) = Ze S(A) 

ist, dann soll das System der A vollstandig heissen. 

Es kommen hierbei 6fter Formen A vor, welche sich durch andere 
A ausdriicken lassen; man kann diese Formen im Systeme weglassen, 
ohne dass es aufhért vollstiindig zu sein, ich nenne sie daher iiber- 
fliissig. Das System der iibrigbleibenden (nothwendigen) Formen nenne 
ich das reducirte System der A. 

Aehnlich diesen Systemen sind die folgenden, welche relativ voll- 
stiindig heissen sollen. 

Stehen die Formen: 

A,, A,...Ay 
mit den Formen : 

B,, BB... 
in der Beziehung, das jedes symbolische Product C(A) (vgl. § 3) in 
die Form: . 
CA) = Xe S(A) + P(B) 
gebracht werden kann, dann nenne ich das System 

A, 3 A, eee 

in Bezug auf die Formen BP vollstindig. 

Hierbei unterscheide man zwei Fille, je nachdem die symbolischen 
Producte, deren Aggregat P(B) ist, nur Symbole A und B enthiilt 
oder nicht. Im ersteren nenne ich das System A in Bezug auf die B 
eigentlich, im letzteren wneigentlich vollstiindig. 

Der erstere Fall tritt dann immer ein, wenn das System A simmt- 
liche Originalformen /,, /, ... enthiilt. 

Ist das System A in Bezug auf die B vollstiindig und sind simmt- 
liche Formen B Formen 

P(H,, Po, P3+--) = Ply) (vgl. § 2.), 
dann ist es auch in Bezug auf die  vollstindig. 

Auch bei relativ vollstindigen Systemen treten oft iiberfliissige 
Formen auf. Diejenigen Formen A,. welche sich in die Form: 


A= Ye S(A)+ P(B) 
bringen lassen, in welcher die Producte S(A) nur die iibrigen, noth- 
wendigen, enthalten diirfen, sind im Systeme A iiberfliissig. Das so 
reducirte System A ist, wie das urspriingliche, in Bezug auf die B 
vollstindig. 
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§ 15. 


Kriterien fiir die Vollstiindigkeit eines Systemes. 


Um zu sehen, ob ein gegebenes System 
A,, A,...Ae 
(absolut oder relativ) vollstiindig sei, braucht man keineswegs alle nur 
denkbaren Formen C(A) zu untersuchen. Es geniigt, zu zeigen, dass 
die Uebereinanderschiebungen irgend zweier derselben (A, A’)” die ver- 
langte Form 2c S(A) oder Yc S(A) + P(B) annehmen kénnen. 

Ist dies fiir alle Uebereinanderschiebungen der Form (A, A’)’ der 
Fall, dann ist das System vollstiindig resp. in Bezug auf die B voll- 
stiindig. 

Beweis. Bei dem Beweise dieses Satzes will ich mich auf die rela- 
tiv vollstiindigen Systeme beschrinken, da das dabei angewandte Ver- 
fahren die absolut vollstindigen mit umfasst. Ich mache die Annahme, 
dass die Uebereinanderschiebungen (A, A’)” sich in die Form: 

(A, Ay = Ye S(A) + PB) 
bringen lassen und behaupte, dass jedes symbolische Product C(A) 
gleichfalls in dieselbe gebracht werden kénne. 

Man bezeichne die Ordnung von C(A) durch m und die Norm von 
C(A) in Bezug auf dasjenige Symbol A;, in Bezug auf welches sie am 
kleinsten ist, durch (A;) =v, und mache die Annahme, dass unser 
Satz fiir alle Formen C(A) Geltung habe, deren Ordnung kleiner als 
m ist und fiir diejenigen Formen der m'" Ordnung, deren Norm in 
Bezug auf irgend ein Symbol A, kleiner als vy ist. 

Unser symbolisches Product C(A) enthiilt nach Annahme das Sym- 
bol A; und in Bezug auf dasselbe die Norm v; nach § 9 ist es ein 
Glied einer Uebereinanderschiebung (C’(A), A;)’. 

Die Ordnung des symbolischen Productes C(A) ist hier kleiner 
als m, mann kann es nach Annahme in die Form: 

C(A) = Ze SA) + PB) 
bringen. Man erhalt dann fiir C(A) den Ausdruck: 
C(A) = (C(A) — (C(A), Ai”) + Ze (S(A), Ai)” + (PUB), Ai)”. 

Von den Gliedern auf der rechten Seite lassen sich das erste und 
dritte in die verlangte Form bringen; das erste, weil es nach § 8. ein 
Aggregat symbolischer Producte ist, deren Norm (A;) kleiner als v 
ist, das letztere, weil es eine Form P(B) ist. Es bleiben daher nur 
noch die Uebereinanderschiebungen (S(A), A;)” zu untersuchen. Ich 
bezeichne irgend einen Factor A von S(A) durch A;,, setze S(A) = 
A, S‘(A) und unterscheide zwei Fille, je nachdem der Grad a, von A, 
kleiner als v ist oder nicht. 
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Im ersteren Fall ist (S(A), A,)” ein Aggregat symbolischer Pro- 
ducte, deren Norm (A;) kleiner als vy ist, im letzteren Falle ist 
das Product: S’(A) .(A;, Ax)” ein Glied der Uebereinanderschiebung 
(S(A), Aj)”. . 

In dem Ausdrucke: 

((S(A), A)” — (SA) . (A; An)” + S'(A) . (Ae, Ad)’, 
ist dann das letzte Glied nach Annahme von der verlangten Form, 
wiihrend das erste Glied nach § %. ein Aggregat symbolische Producte 
ist, deren Norm (A,;) kleiner als v ist. 


§ 16. 
Abgeleitete vollstiindige Systeme. 


Man kann aus einem (absolut oder relativ) vollstiindigen Systeme 
leicht andere solche Systeme ableiten. 


I. 
Ist das System A,, A,... Ag vollstindig, dann ist das aus einer 
beliebigen Anzahl Formen, etwa: 
, were © 
bestehende System in Bezug auf die iibrigen vollstindig. 


Il. 


Ist das System A,, A,...A, in Bezug auf die Formen B,, B,...Bs 
(eigentlich oder uneigentlich) vollstiindig, daun ist das aus einer be- 
liebigen Anzahl der Formen A etwa A,, A,...A, bestehende System 
in Bezng auf die Formen A,41, A,i2... Ag, B,, B, ... Bo voll- 
stiindig. 

IIT. 

Ist das System A,, A,...Ag in Bezug auf die Formen B,, B,...Bg 
eigentlich vollstiindig und sind diese letzteren simmtlich Invarianten, 
dann ist das aus den Formen A,, A,... Ag, B,, B,... Bo bestehende 
System vollstiindig. 


§ 17. 
Ueber die Vollstiindigkeit combinirter Systeme. 


Ich gehe jetzt zu der Untersuchung combinirter Systeme (vgl. § 13.) 
iiber und stelle fiir dieselben die folgenden Sitze auf: 


Erster Satz. 
Sind die Systeme A,, A,... A, und B,, A,... Bz vollstindig, 
dann ist es auch das System der Formen [AB]. 
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Zweiter Satz. 
Ist das System A in Bezug auf die Formen B eigentlich voll- 
stindig, und das aus denselben bestehende System B vollstiindig, dann 
ist das System der [AB] vollstiindig. 


Dritter Satz. 
Ist das System: 


A,, A,...Ag 
in Bezug auf die Formen: 
iste ttc, Ge GH. .i:G 
eigentlich vollstindig, und das System B,, B,...B, in Bezug auf 
die C vollstiindig, dann ist das aus den |AB| bestehende System in 
Bezug auf die C vollstiindig. ‘ 

Beweis. Ich will mich auf den Beweis des dritten Satzes be- 
schriinken, da das dabei angewandte Verfahren die iibrigen Sitze mit 
umfasst. Unter den gegebenen Voraussetzungen will ich nachweisen, 
dass jedes symbolische Product der Form C(A, B) in die Form: 

(D C(A, B) = 2c S[A, B| + PC) 

gebracht werden kann. Hierbei mache ich die Annahme, dass dieser 
Satz bereits fiir alle Formen C’(AB) gelte, deren Ordnung oder Classe 
(vgl. § 2.) oder Norm (A) kleiner als fiir C(A, B) ist. Das symbo- 
lische Product C(A, B) ist nach § 9. ein Glied einer Uebereinander- 


schiebung (C’(A), C(B))", welche, da man n. V. 
C"(A) = Ze S(A) + PCB, C) und C(B) = Le S(B) + P(C) 
setzen darf, die Form annehmen kann: 
(C(A), CLB))" = Zc (S(A), S(B))” + (PLB, C), C(B)) + PCC). 


Beziiglich der Uebereinanderschiebung (S(.A), S(B))” unterscheide 
ich zwei Fille, je nachdem sie der ersten oder zweiten Art angehdrt. 
Im ersten besitzt sie ein Glied, das in Factoren zerfillt, ich will es 
durch Z, . Z, bezeichnen, im zweiten Falle ist (S(A), S(B))” eine Form 
|AB]. Ich setze nun fiir das symbolische Product C(A, B) den Aus- 
druck : 
CA, By — {C4 B) — (A), OB)) + Ze (SA), SB) — 4% Zs) 
iy \+ Zed, B]) + Le Z,.Z, + (PCB, C), CB) + PC) 

Keines der Glieder auf der rechten Seite iibertrifft C(A, B) in Be- 
zug auf Ordnung, Klasse oder Norm, sie lassen sich siimmtlich und 
mithin auch C(A, B) in die verlangte Form (I) bringen. 

Die Glieder: 

O(4, B) — (C(A), C(B)Y und (S(A), S(B)Y— Z, . Z 
namlich sind nach § 9. Aggregate symbolischer Producte, deren Norm 
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(A) kleiner als y ist; das Glied (P(B, C), C(B))” gehirt einer niederen 
Classe (vergl. § 2.), die Formen Z, und Z, niederen Ordnungen als 
O(A, B) an, 


g§ 18. 


Die iiberfliissigen Formen des combinirten Systems. 


Formen |AB],; [AB], .... des combinirten Systems will ich nach 
ihrer Ordnung, ihrer Classe und ihrer Norm in Bezug auf die Symbole A 
ordnen und hierbei die Formen niederer Ordnung voranstellen. Bei 
Formen gleicher Ordnung stelle ich die von niederer Classe voran 
(vgl. § 2.) und bei Formen gleicher Ordnung und Classe die von niede- 
rer Norm (A). In dieser Anordnung will ich diejenigen als iiberfliissig 
ausscheiden, welche sich durch andere, ihnen nicht nachstehende For- 
men des Systems als ganze Functionen ausdriicken lassen. 

In diesem Sinne ist eine Form [AB] dann iiberfliissig, wenn fiir 
dieselbe ein Ausdruck der Form: 

[AB] = Yc |AB| + ZY C(A, B) 
existirt, worin die Formen [AB] der Form [AB] nicht nachstehen und 
die C(A, B) entweder eine niedere Ordnung, oder eine niedere Classe, 
oder eine niedere Norm besitzen als [AB], da nach dem vorigen Satze 
diese symbulischen Producte C(A, B) sich durch Formen des combi- 
nirten Systems ausdriicken lassen, welche [AB] nicht nachstehen. — 

Die Uebereinanderschiebung zweiter Art (S(A), S(B))” kann in 
zweierlei Art gebildet werden. Entweder kann man darin fiir jeden 
Factor A des Productes S(A) ein besonderes ihn darstellendes Symbol 
einfiihren, oder man kann fiir diejenigen Formen A, deren symbolische 
Ausdriicke nur Symbole von Formen B, C und (andern) Formen A 
enthalten, diese symbolischen Producte eintragen. In beiden Darstel- 
lungsweisen ist die Differenz der Uebereinanderschiebung (S(A), S(B))" 
und eines ihrer Glieder nach § 8. ein Aggregat symbolischer Producte 
mit niederer Norm (A). Diese Uebereinanderschiebung ist daher im 
combinirten Systeme durch eines ihrer Glieder oder ein Aggregat der- 
selben ersetzbar. Jedoch darf bei diesem Aggregat die Summe der 
numerischen Coefficienten nicht verschwinden. 

Es ist mir nicht gelungen, alle Falle zu ermitteln, in denen die 
Uebereinanderschiebung zweiter Art (S(A), S(B))” im combinirten 
System iiberfliissig ist; ich will mich hier auf die Angabe der fol- 
genden, besonders hiiufig vorkommenden iiberfliissigen Formen be- 
schrinken. 
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Erster Fall. 


Wenn eines ihrer Glieder durch Formen niederer Ordnung, Classe 
oder Norm (A) ausdriickbar ist. 


Zweiter Fall. 
Wenn ein Aggregat ihrer Glieder: 
¢4,+¢,Z,... 
in dieser Weise darstellbar ist, die Summe der numerischen Coeffi- 
cienten ¢ aber nicht verschwindet. 


; Dritter Fall. 
Wenn sich das Product S(A) in die Form: 
S(A) = Ze S(A) + PB, C) 
bringen lisst, worin die Ausdriicke S’(A) andere Producte der A be- 
deuten und P(B, C) ein Aggregat symbolischer Producte ist, in denen 
nur Symbole A, B und C vorkommen. 
Beweis. Yn dem Ausdrucke: 
(S(A), SUB)" = Ze (S(A), SCB))” + (PUB, C), S(B))’ 
hat kein Glied der rechten Seite eine héhere Ordnung, Classe oder 
Norm als (S(A), S(b))”. 

Die Uebereinanderschiebungen (S’(A), S(B))” gehéren entweder 
der ersten oder zweiten Art an. Im ersteren Falle lassen sie sich durch 
Formen niederer Ordnung und Norm (A) ausdriicken, im letzteren 
sind sie andere Formen [AB] des combinirten Systems. Die Ueber- 
einanderschiebung (P(B, C), S(B))” gehért einer niederen Classe an, 
als (S(.A), S(B))’. 

Vierter Fall. 


Wenn ein Glied Z der Uebereinanderschiebung ein unvollstiindiges 
symbolisches Product A zum Factor hat, fiir welches die zugehdrigen 
Formen 9,, 9... - sich auf Formen niederer Classe’ zuriickfiihren las- 
sen. In diesem Falle naimlich ist das Glied Z, durch welches man im 
combinirten Systeme die Uebereinanderschiebung (S(A), S(B))” ersetzen 
kann, nach § 2. eine Form P(¢), also ein Aggregat von Formen niede- 
rer Classe. 


§ 19. 
Das combinirte System wird durch ein anderes ersetzt. 


Das combinirte System kann durch ein anderes System 7’ ersetzt 
werden, welches zwar mehr iiberfliissige Formen enthiilt, dessen Auf- 
stellung jedoch nach einfacheren Regeln bewerkstelligt werden kann. 
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Man bildet dasselbe in der folgenden Weise. Zuerst combinirt man 
das System A,, A,...A, mit dem aus der Form B allein bestehen- 
den Systeme zu einem neuen Systeme U. In demselben bezeichne man 
diejenigen Formen, bei welchen das Symbol B, nur in Klammerfac- 
toren auftritt, die Formen A selbst inbegriffen durch: 
M's igh. dine ts 

und fiige sodann dem Systeme U alle Uebereinanderschiebungen zwei- 
ter Art der Form (S(A’), S(B,, B,...B,))” hinzu. 

Um zu zeigen, dass das aus den Formen [AB] bestehende System 
durch das System 7’ ersetzbar ist, unterscheide ich drei Fille fiir die 
Uebereinanderschiebungen zweiter Art der Form P = (S(A), S(B)), 
je nachdem das Product S(B) in einem der drei Ausdriicke: 

.. ies 

2. SB,, B,... Be); 

3. B,’ SB,...Be) 
enthalten ist. In den beiden ersten Fiillen gehért P dem Systeme 7 
an, in dem letzten ist P= (S(A), B,* S(B,... Ba))”. Da diese Ueber- 
einanderschiebung der zweiten Art angehdrt, so ist nach § 11. Fall IV 
der Grad des Products S(A) grésser als s.b,, ich will es in solche 
Factoren S'(A) und S”(A) zerlegen, dass der Grad des Productes S’(A) 
zwar nicht kleiner als b, s ist, dass aber die Grade aller Factoren von 
S’(A) kleiner als diese Zahl sind. Die Uebereinanderschiebung (S’(A), 
B,*)** ist dann entweder eine Form A’ oder eine ganze Function sel- 
cher Formen und daher die Uebereinanderschiebung : 

Q = (SA) . (S(A), By, S(By.. . Bay" 

eine Form des Systems 7’ oder durch solche Formen ausdriickbar. 

Man kann nun die Uebereinanderschiebung P in dem aus den 
Formen [ABj bestehenden Systeme durch die Form Q ersetzen, welche 
ein Aggregat ihrer Glieder ist. Mithin entspricht jeder Form |AB| 
mindestens eine Form des Systems 7’, durch welche sie ersetzbar ist 
und das System: 

[AB],, [AB],.... 


kann durch das System 7’ ersetzt werden. 


§ 20. 
Ueber die Vollstiindigkeit von Systemen, welche aus mehr als 
zwei Systemen combinirt sind. . 


Aehnliche Siitze gelten fiir Systeme, welche aus mehr als zwei 
Systemen combinirt sind. Besonders wichtig ist der folgende: 
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Stehen p Formensysteme in solcher Beziehung zu einander, dass 
jedes derselben in Bezug auf die Formen der folgenden eigentlich voll- 
stindig ist, dann ist das aus allen p Systemen im Sinne des § 13. 
combinirte System vollstiindig. 

Beweis. Das aus den beiden ersten Systemen combinirte System 
ist nach § 17. in Bezug auf die folgenden eigentlich vollstindig. Com- 
binirt man es mit dem dritten Systeme, dann erhalt man das aus den 
drei ersten Systemen combinirte System, dasselbe ist in Bezug auf die 
folgenden eigentlich vollstiindig. Ebenso kann man zeigen, dass das 
aus den vier ersten Systemen combinirte System in Bezug auf die 
folgenden eigentlich vollstiindig ist, ebenso das aus den fiinf ersten 
Systemen combinirte System u. s. w., endlich dass das aus den (p—1) 
ersten Systemen combinirte System in Bezug auf das p‘ vollstiindig 
ist, wodurch sich die Richtigkeit unserer Behauptung ergiebt. 


§ 21. 
Das simultane System der Formen / und die speciellen Formen. 


Diese Siitze setzen mich in den Stand, die Aufgabe zu lésen, 
welche ich mir gestellt habe, niimlich sowohl fiir eine einzelne Form 
f, als auch fiir eine Anzahl Formen f,, /, . . . Systeme von Covarianten 
und Invarianten aufzustellen, wodurch sich alle simultanen Covarianten 
und Invarianten dieser Formen als ganze Functionen ausdriicken las- 
sen. Solche Systeme nenne ich die simultanen Systeme der Formen 
fi, fp---- Man sieht nun unmittelbar, dass jedes vollstiindige System, 
welches die Formen /,, /, . . . selbst enthilt (und worin nur simultane 
Formen der f vorkommen) das simultane System derselben ist. Setzt 
man daher die einzelnen Systeme dieser Formen als bekannt voraus, 
dann erhilt man durch Combination derselben nach § 20. ein voll- 
stiindiges System, welches die Formen f selbst enthiilt und daher ihr 
simultanes System ist. Die noch zu lésende Aufgabe ist somit die 
Aufstellang des Systems einer gegebenen Form: 


n n n 
f=—=a,=—b,—c«.... 


Teh will mich hierbei im Allgemeinen auf die Untersuchung derjenigen 
Formen f beschriinken, deren Grad durch 4 theilbar ist, da die dabei 
angewandten Methoden die iibrigen Formen mit umfassen. Dieselben 
stimmen im Anfang mit denen iiberein, deren ich mich friiher (Crelles 
Journal Bd. 69. 8. 333) bediente, ich will die dahin einschlagenden 
Stellen hier wiederholen und wie dort die Annahme machen, dass die 
Systeme von Formen, deren Grad kleiner als ist, bereits aufgestellt 
seien. 
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Es sei die Form: 
f=a"'=b,""... 
eine beliebige Form des (n — 1)'*" Grades; man kann dann aus jedem 
symbolischen Producte C(f’), das nur die Symbole a’, bi, ¢ ... ent- 
hilt, ein analoges Product fiir die Form f dadurch herleiten, dass man 
erst die oberen Indices wegliisst und sodann mit dem Producte a,b,¢;... 
multiplicirt. 

Umgekehrt kann man aus jedem den Factor a, bz cz... enthal- 
tenden symbolischen Producte von f ein symbolisches Product fiir die 
Form f’ dadurch ableiten, dass man erstens diesen Factor wegliisst und 
sodann den Buchstaben abc... Indices anfiigt. — Nenne ich nun 
nun die Formen des zu /’ gehdérigen, als bekannt vorausgesetzten Sy- 
stems: 

Ay, By6 2 ws 
dann entsprechen diesen Formen in obiger Weise Covarianten von /, 
welche ich durch: 
Ay, By. he 
bezeichne und die speciellen Formen von f nenne. 

Da jede Covariante und Invariante von f’ eine ganze Function 
mit numerischen Coefficienten der Formen A’ ist, so ist auch jede den 
Factor a, b, ¢, ... enthaltende Form von f eine ganze Function der 
speciellen Formen. 


§ 22. 
Die Formen XK und x. 
Die zuniichst interessanten Covarianten und Invarianten sind die 


Formen zweiter Ordnung; ihr symbolischer Ausdruck ist: 


(f, f) =az ” bs” (ab)’. 
Diejenigen unter ihnen, fiir welche die Zahl v ungerade ist, haben 
den Werth 0; die iibrigen unterscheide ich je nachdem vy kleiner, gleich 


n - . . 
oder grésser als > ist. Die Covariante : 


(f, 1)” = az be (ab)*, 


tes . nm: . : —_— 
fiir welche also v = - ist, bezeichne ich durch K; die Formen: 


n ¥ 
6 


ot? et! St ’ 
“hy +;GY +-;6n 3. GM 
M5 X25 X35 yf 


durch: 


fiir sie ist »y > ; : 
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(Bei denjenigen Formen /, deren Grad nicht durch 4 theilbar ist, 
existirt keine Form XK.) 
In dieser Bezeichnungsweise gehéren im Sinne des § 6. zu dem 


unvollstiindigen Producte (ab)? die Formen K und y (und wenn » nicht 
durch 4 theilbar ist, die Formen x allein). Zu dem unvollstiindigen 


Producte (ab)? ~' gehdren die Formen 4. 
Jedes den Factor (ab)? enthaltende symbolische Product ist daher 


eine Form P(K, zy) und jedes den Factor (ab)? enthaltende symbo- 
lische Product eine Form P(x). 


§ 23. 
Die Formen W. 


Die Formen W will ich hier etwas anders definiren, als es in der 
im Crelle’schen Journal, 69. Band verdffentlichten Abhandlung ge- 
schehen ist. Diejenigen symbolischen Producte, bei denen jedes der 
darin vorkommenden Symbole 

ie wes: © bm 2-8 

mindestens durch einen Factor erster Art vertreten ist und bei denen 
ferner mindestens einer dieser Factoren etwa a, zu einer Potenz vor- 
kommt, deren Grad grésser als ; ist, mégen W heissen. Da W den 
Factor a,b,c, ... besitzt, so ist es als eine ganze Function der spe- 
ciellen Formen darstellbar (vgl. § 21.). Ich behaupte nun: Fiir jede 
Uebereinanderschiebung (W/)” existirt entweder ein Glied, welches als 
eine Form P(K, x) dargestellt werden kann, oder ein Glied, welches 
eine Form W ist. 

Beweis. Ist: 

; W=b2 Gs. ACW), 


dann ist fir »v > ™ + i das symbolische Product (vgl. § 8.): 


bw¢ ie a 
Z,=az (ab)” (ac) (ad)... A(W) 
fir »<™ + i das symbolische Product: 


yti-e 
Z, =a,” (ab)’ bz Gd; ...a&(W), 
ein Glied der Uebereinanderschiebung (W/)’. 
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Die Form Z, hat stets, Z, fiir » > = den Factor (ab)?; Z, ist 


also immer, Z, fiir v > = als Form P(K, x) darstellbar. Fir v < 
ist Z, eme Form W. — 

Zweiter Satz. Jedes symbolische Product R lisst sich in die Form; 

R=ZW+ PK, yx) 
bringen. 

Beweis. Man bezeichne dasjenige Symbol in R, fir welches R 
die kleinste Norm hat, durch a, diese Norm (a) durch v, und mache 
die Annahme, unser Satz gelte fiir alle Formen von niederer Ordnung 
als # und fiir diejenigen Formen derselben Ordnung, fiir welche die 
Norm in Bezug auf irgend ein Symbol kleiner als v ist. — 

Man bezeichue die Ordnung von R mit m und stelle diese Form 
nach § 9. als Glied einer Uebereinanderschiebung (R'/')” dar. Die 
Form F# ist von der (m — 1)'*" Ordnung, lisst sich also nach Annahme 
in die Form bringen: 

R=Z2W-+ P(K,}). 

Die Uebereinanderschiebungen (Wf)” besitzen nach dem ersten 
Satze Glieder Z, welche entweder Formen W oder P(K, x) sind. In 
dem Ausdrucke 

R= (R—(Rf)) + 2 (Wry — 2) + PK, y+ 22 
besitzen die Glieder P(K , y) und Z die verlangte Form, wihrend die 


Glieder : 

R—(h’,f) wd (Wf) —Z 
nach § 4. Aggregate symbolischer Producte sind, fiir welche eine Norm 
kleiner als v ist; welche sich also nach Annahme in der verlangten 
Form darstellen lassen. — 

Da nun alle Covarianten und Invarianten von f Aggregate sym- 
bolischer Producte R sind, so lassen sie sich in die Form W-- P(K ,x) 
bringen und da die W ganze Functionen der speciellen Formen A 
sind, in die Form: 

2cS(A)+ P(K, x). 

Hieraus folgt nach § 14., dass das System der speciellen Formen 
in Bezug auf die Formen K und x vollstindig ist. 

(Bei gformen /, deren Grad nicht durch 4 theilbar ist, ist das 
System der speciellen Formen in Bezug auf die Formen x vollstindig). 


§ 24. 
Das System der Covariante K. 
Die Covariante K = a2 b2 (ab)? ist wie {f vom n'" Grade, besitzt 


aiso ein System von Formen, welche den Covarianten und Invarianten 
Mathematische Annalen ITI, 17 
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von f entsprechen. Die speciellen Kormen im System von K will ich 
durch: 
Bin. Bens. Me 


bezeichnen, wiihrend ich die den Formen K und y; im System von / 


entsprechenden Formen (K,K)? und (K,K)?~~ durch L und 4; be- 
zeichnen will. Das aus den Formen B. bestehende System ist dann in 
Bezug auf die Formen Z und yw vollstiindig und man kann die sym- 
bolischen Producte: 

(1) C(B) = Se S(B) + PL, gv) 

setzen. Um dieser Gleichung eine einfachere Form zu geben, bedienen 
wir uns der folgenden Hiilfssiitze: 


Erster Satz. 
Die Uebereinanderschiebung (K,/)” ist eme Form P(K , x), wenn 


n : 
vy>-— und < n ist. 


Beweis. Die Uebereinanderschiebung : 


R=(K,f) = (03 b2 (ab), 2) 
besitzt folgende Glieder (vgl. § 8.): 


Z, = (ab)* (ac)? (be) *h 


n n n 
n—v—l n-v 


— -—1 v——-+1 
_Z,=(ab)’ (ac)* (bec) *) adhe 


n n 


Ce > 
$ = —2 v— . +2 n—w—2 n—v 
Z, = (ab)” (ac)” (be) a,b, . Ce 


? 


Die Differenzen benachbarter Glieder haben nach § 8. das unvoll- 


stiindige symbolische Product (ab)? ** gum Factor und sind daher nach 
§ 22. Formen P(z); demgemiiss sind auch die Differenzen von irgend 
zwei Gliedern sowie die Differenzen 2 — Z Formen P(z). Unsere Be- 
hauptung ist erwiesen, wenn man zeigi, dass eines der Glieder Z selbst 
oder ein Aggregat derselben verschwindet oder eine Form P(x) ist. 

Hierbei sind drei Fille zu unterscheiden, je nachdem gerstens v 
ungerade ist, zweitens den Werth » — 2 hat oder drittens gerade und 
<n— 4 ist. 

Im ersten Falle verschwindet das Glied Z,. 

Im zweiten Falle ist: 


n n n 
Z, = (ab)? (ac)? (be)? dg be C22. 
Vertauscht man in diesem symbolischen Producte die Buchstaben 
a, b, und e mit einander, dann erhalt man die Formel: 








4Z,: 


= (a 
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3Z, = (ab)* —* (ac)® * (be)? * da be Cx {e(ab)—be (ae) +-a(0e)\ =O. 


Im dritten Falle bedarf es einer etwas lingeren Rechnung. Es 

ist in demselben: 
= LAE am Sebeg a—v—1 n—v 
Z,=(ab)* (ac) (bec) *) apd Ce 

Durch Vertauschung der Symbole 6 und ¢ erhilt man die Glei- 

chung: 
he ——1 v— 44 n—v—1 n—v—1 

2Z,=(ab)* (ac)> (be) * aebz Ge {ee (ab) — b.(ac)} 


n 


—1 ae sna n—v—1 n—v—1 
=—/(ab)? (ac) (be) * abbz Ce ? 


und wenn man hierin die Symbole a und b vertauscht: 

* 1 y— = +42 1—— +8 n—v—1 n—v—3 n—v—3 
4Z,=(ab)" (ac) * (be) * debic, { (as(be)) -(b,(ae)) . ; 
Diese Formel geht, wenn man fiir a,(be) seinen Werth b,(ac) —c,(ab) 

eintrigt, in die folgende iiber: 
es n—1—3 n—v—3\ 
4Z,=(ab)* (ac) * (be) * arbece {(b,(ae) ~¢,(ab)) (b.(ae)) { 


= 


: —1 v—> +2 wae +2 223 n—v—1 n—y—3 2 oo ; n—¥--3—t ; 
=(ab)" (ac) (be) Ax be Ce 2; i J(—1)'(b.(ae)) (ex(ab)) 


n—v—3 (n—v—3 = 442 * 41 a a 
= 2; ( ‘ yey (ab)” (ac)* (bc) * azbz Ce : 
1 
Das erste Glied dieser Summe hat den Werth — (n ~ »—3) Z,; 
die iibrigen sind symbolische Producte, welche das unvollstiindige sym- 


bolische Product (ab) 2+? Sum Factor haben, also nach § 22. For- 
men P(x). 

Da das Aggregat 47, + (n — v—3)Z, eine Form P(x) ist, so 
ist es auch die Uebereinanderschiebung J. 


Zweiter Satz. 
Bezeichnet man die Invariante (f,K)" durch J, dann sind die For- 


men L=(K,K)? und y=(K Bee als Formen P(z, J) darstellbar. 


Beweis. Za dem unvollstiindigen Producte (aK)? gehiren die 
Formen: 
= = +1 n—1 n 
7,K)*, (KE)? ....G,KE) , (4) =d. 
Da sie nach dem vorigen Satze siimmtlich Formen P(x, J) sind, 


so ist auch jedes den symbolischen Factor (aK)? enthaltende symbo- 
17* 
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lische Product eine solche Form (vergl. § 6.), mithin auch das sym- 
bolische Product: 


Z = (aK)? (ab)? 0K) tb? K? 
Dasselbe ist eines der Eintragungsglieder, welche entstehen, wenn 
man in dem symbolischen Producte: 
Siig > By Sis 2 ae 
K: } (K’, K)’ = (K,K)* ? 


fiir das die Form K = a2 b2 (ab) * darstellende Symbol K’ seinen Werth 


eintrigt (vergl. § 3.). Die Differenz (K,K)?~ — Z ist nach § 4. ein 
Aggregat symbolischer Producte, welche das unvollstindige symbolische 


Product (ab)?~ als Factor enthalten, also von Formen P(,). 
Da die Ausdriicke Z und (K,K)? *'— Z Formen P(x, J) sind, so 


sind es auch die Formen (K ,K)? T° d. h. die Formen Z und y. 
Ebenso wie die Formen LZ und y ist jede Form P(L , w) eine Form 

P(z , J), so dass die Gleichung (I) 

O(B) = 2c S(B) + P(L, ¥) 
durch die Gleichung: 

C(B) = 2c S(B) + P(x, J) 
ersetzt werden kann, welche aussagt, dass das aus den Formen B be- 
stehende System in Bezug auf die Formen x und J vollstiindig ist. 


§ 25. 
Das System der Form /. 


Das aus den speciellen Formen A bestehende System ist in Bezug 
auf die Formen K und x, also auch in Bezug auf die Formen B und x, 
volistindig, das aus den B bestehende System im Bezug auf die For- 
men x und J, mithin ist nach § 17. das aus diesen beiden Systemen 
combinirte System der [AB] in Bezug auf die Formen x und J voll- 
stindig, und zwar eigentlich vollstindig, da es die Form / enthilt. 

Die Grade der Formen y; sind kleiner als »; ich mache die An- 
nahme, dass ihre Systeme aufgestellt seien. Combinirt man dieselben, 
dann erhilt man ein vollstiindiges System S (vergl. § 17.); dasselbe 
enthilt f, ist daher das System dieser Form. 

Es enthilt im Sinne des § 18. iiberfliissige Formen; am leichtesten 
kann man es dadurch reduciren, dass man die einzelnen bei seiner 
Bildung auftretenden Systeme (vergl. § 13.): 




















a Woes 
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A; B; [A,B]; (4, B, mul 5 (A,B, me, te) ---- 

jedes fiir sich reducirt. 

Von den Formen A sind diejenigen iiberfliissig, welche sich in 
der Form: 

2¢S (A) + P(K,7) 

ausdriicken lassen; eine Anzahl der dahin gehérigen Formen kann 
man sofort angeben. Bezeichnet man nimlich diejenigen Formen von 
f’, welche K und x entsprechen, durch K’ und x’ (vgl. § 21.), dann 
lassen sich einige Formen A’ als Formen P(K’, x) darstellen; man 
kann nun zeigen, dass diejenigen speciellen Formen, welche diesen 
Formen A’ entsprechen, Formen P (XK, x) sind. 

Diejenigen Formen B und {A B], welche in die Form: 


Ze S(B) + P(y, J) wd ZeS[AB] + Piz, J) 


gebracht werden kénnen, sind im System S iiberfliissig; von densel- 
ben erwiihne ich besonders diejenigen Formen B, welche iiberfliissigen 
Formen A entsprechen (vgl. § 24). 

In dem System der Formen y, und in dem aus diesem Systeme 
und dem Systeme der [4B] combinirten Systeme sind alle diejenigen 
Formen iiberfliissig, welche sich als ganze Functiongn anderer solcher 


Formen und Formen P (yz, , 73, . - - , J) ausdriicken lassen u. s. w. 


Lasst man alle diese Formen weg, dann erhilt man das reducirte 
System der Form /, dessen Formen Herr Cayley (Philosophical Trans- 
actions vul. i46) irreductibel genannt hat. Im Allgemeinen kenne ich 
keine Criterien, um die iiberfliissigen und nothwendigen Formen von 
einander zu unterscheiden; ich beschrinke mich in den folgenden Bei- 
spielen darauf, die als iiberfliissig erkannten wegzulassen. 


§ 26. 
Ueber die Form / = a,. 


Da die Form f = a, keine Covariante oder Invariante hat, so 
besteht ihr System aus ihr allein. 
Combinirt man dasselbe mit dem aus den beliebigen Formen: 
. a ee ree 
bestehenden Systeme S (vgl. § 12.), dann erhilt man ein System 7; 
welches ausser den Formen A und / diejenigen Uebereinanderschie- 
bungen der Form: 


(A; ? f y 
enthilt, fiir welche die Zahl v nicht grosser als der Grad a; der Form 
A; ist. 
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Das simultane System einer Anzahl linearer Formen: 


fis fayeees 


besteht aus diesen Formen und ihren Functionaldeterminanten. 


§ 27. 
Ueber die Form / = a,’. 


I. Die Form f’ = a’, (vgl. § 21.) ist hier linear; ihr System be- 
steht aus ihr allein und somit das System der speciellen Formen von 
f aus f allein. 

Die einzige Form x (vgl. § 22.) ist hier die Invariante 


(ab)? = (f,f, 
in Bezug auf dieselbe ist das aus der Ferm f allein bestehende System 
vollstiindig. 

Hieraus folgt, dass die Formen f und (f , /)* ein vollstindiges 
System, niimlich das der Form / bilden. 

II. Ich gehe nun zu der Aufgabe iiber, dieses System mit einem 
beliebigen Systeme S, welches aus den Formen: 

A, ; A, ; A, 3... 5 Ag 
hestehen mége, zi einem System zu combiniren. 

Demgemiiss combinire ich das System S mit dem aus der Form f 
allein bestehenden Systeme und fiige alsdann die Invariante (f , f)* 
hinzu. 

Das System 7 enthilt nach § 14. ausser den Formen f, (f, f)? 
und A die Uebereinanderschiebungen zweiter Art der Form: 


[S(A) , fey’. 

Dieselben zerfallen nach § 12. in zwei Gruppen, je nachdem S(A) 
eine einzelne Form A oder ein Product solcher Formen bedeutet. Die 
Uebereinanderschiebungen der ersten Gruppe haben entweder die Form: 

(A, , fe)e” 
oder die Form: 
(A; ? f e)re, 
wobei jedoch der Grad der Uebereinanderschiebung nicht grésser als 
derjenige der Form A; sein darf. 

Bei der Aufstellung der Uebereinanderschiebungen der zweiten 
Gruppe muss man solche Producte S (A) wiihlen, welche dem Rest- 
system (1, 1) (vgl. § 12.) entsprechen, also aus zwei Factoren A; und 
A, bestehen, deren Grade a; und a ungerade Zahlen sind. 

Fiir diese Uebereinanderschiebungen muss ausserdem: 

v=209>a+ % 
sein, sie sind Invarianten. 
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Ist das System S entweder absolut vollstiindig oder in Bezug auf 
die Form / eigentlich vollstindig, dann ist das System 7 ein voll- 
stiindiges System. In demselben kommen im Allgemeinen iiberfliissige 
Formen vor; ich will hier nur die folgenden erwaihnen, welche sehr 
hiufig auftreten. 

Ist niimlich die Form A die Functionaldeterminante zweier an- 
derer Formen A, welche ich durch gy = gy” und y = y bezeichnen 
will, ist also: 

A = oT" vr" (9), 
und findet ferner die Ungleichung statt: 

20<r+s—1, 
dann ist die -Uebereinanderschiebung: 


(A, feyre-! = (ps-! w-! (py) , a2 a? az... a2. pe 
im Systeme 7’ iiberfliissig. 


Beweis. Zerlegt man g in zwei Theile, welche der Ungleichung 
geniigen: 
r > 26 : s—1> 2r, 
dann ist das symbolische Product: 
OW, ( PA)" (HA,)? (Pegs) (VAg)? (Hey )®- (yy) "(HA)( PY) 
‘ein Glied unserer Uebereinanderschiebung. Da sich dasselbe mittelst 
der Identitit: 


2a, ¥, (94) (PY) = a, (PY)? + ¥ (ya)? — 97 (Ya)? 
auf Formen niederer Ordnung zuriickfiihren lisst, so ist unsere Ue- 
bereinanderschiebung iiberfliissig (§ 18. Fall I.). 

III. Besonderes Interesse bieten die simultanen Systeme mehrerer 
quadratischer Formen dar; fiir dieselben hat Herr Bessel in diesem 
Journal J. Bd. die Systeme der Invarianten bereits angegeben. 

Ich beginne mit der Aufstellung des Systems der beiden quadra- 
tischen Formen f, und f,; es entsteht durch Combination der einzel- 
nen Systeme dieser Formen. Da dieselben aus den Formen: 


fh», fy) und hs» hy? 
bestehen, so enthilt das simultane System ausser diesen Formen noch 
die Uebereinanderschiebungen: 


(fh » fr) und (fi » fh) 

IV. Combinirt man dieses System mit dem einer dritten quadra- 
tischen Form f;, dann ergiebt sich das simultane System der drei For- 
men f, , f, und f/,. } 

Dasselbe enthilt ausser den Formen: 


ae ee ee: ee ee 
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des simultanen Systems der Formen f, und f, und den Formen: 


f, und (f; , fs)? 


des Systems von f, die Uebereinanderschiebungen: 


(fi>fs) 3 Goofs) i (Ash), fe) i Goh)? s hf)? (Ah) fs). 
Von denselben ist nach dem obigen Satze die Uebereinanderschiebung 
(fi > fx) » fa) Uberflissig. 

Die Invariante ((/; , f2) ,f;)* ist die Determinante aus den Coeffi- 
cienten dieser drei Formen; ich will sie durch (f, , f, , f;) bezeichnen. 

V. Fahrt man in dieser Weise fort und combinirt man dieses 
System mit demjenigen der Form f,; zu dem simultanen Systeme der 
Formen f, , /2 , fs » £4; dieses System wieder mit dem der Form /; 
zu dem simultanen Systeme der Formen f, , f, ,..., f; u.s.f., so 
gelangt man endlich zu dem simultanen Systeme der » quadratischen 
Formen : 

fis fe a +++ o fhe 


Dasselbe besteht aus den Formen: 


§ 28. 
Ueber die Form f = a,’. 


I. Die Form f = a,’ (vgl. § 21.) ist quadratisch; ihr System 
besteht aus den Formen: 
a? und (a’ vy ? 
das System der speciellen Formen von f besteht daher aus den Formen: 
f und (f, f)? = az bz (ab)’. 
Die letztere Form bezeichne ich durch 1, sie ist die einzige Form 
z (vgl. § 22.) und im Systeme der speciellen Formen iiberfliissig. 
Nach Weglassung von t besteht nunmehr das System der speciel- 
len Formen aus / allein, es ist in Bezug auf rt eigentlich vollstiindig; 
combinirt man es mit dem System dieser Form, dann erhilt man das 
System der Form f. 
Dasselbe enthalt ausser den Formen: 
f, t und (t,t)? 
der zu combinirenden Systeme nach § 27. die Uebereinanderschiebun- 
gen zweiter Art der Form: 


(f, t¢)” und (f? , t%)’, 
also die Formen: 
f,t),7f,°,¢7, tr’)? Cf, 3)". 


Die drei letzten Formen sind im Systeme iiberfliissig. 
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Die Form: 
(fF, #)® = ay (at)? = ay (ad) (ac) (b¢)? 
nimlich verschwindet in Folge der Identitit: 
3 (ft)? = (ab) (ac) (be) {a2(be) — bs (ac) + cz (ab)} = 0; 
sie ist die einzige zu dem unvollsténdigen Producte (at)? gehdrige 
Form (§ 6.). 
Es verschwinden daher alle symbolischen Producte, welche den 


Factor (at)? enthalten; da zu denselben auch Glieder der Uebereinan- 
derschiebungen : 


(f, 2 md = (f?, 23)" 
gehéren, so sind diese letzteren ein System der Form f iiberfliissig. 
Die Formen, welche dieses System bilden, sind somit: 
fi; Ofr=t 3s F.) =p 3 (t,t) 

zwischen ihnen besteht die bekannte Beziehung: 
(1) 2p? + t+ f*.(t, 7)? = 0. 

II. Ich will nun das simultane System 7’ einer cubischen Form 
f und einer quadratischen Form f” aufstellen. Die in demselben auf- 
tretenden Invarianten hat bereits Herr Bessel angegeben. 

Das System 7’ entsteht durch Combination der Systeme von f und 
- {', welche aus den Formen: 


fc, p, (ey 
ao as |) 


bestehen, und enthiilt ausser denselben die Uebereinanderschiebungen 
zweiter Art der Form: 


und: 


(f cm pr , fey’, 
also nach § 27. (II) die Formen: 

C13 ¢,°% 3 05193 103 1)” 

(Pf)i (fst) ° 

(ff) 5 (fp, fy wf) 
Von denselben sind die Formen: 

(pf) und (p?, f)° 

im Systeme 7’ iiberfliissig; die erste nach § 27. (II), weil p eine 
Functionaldeterminante ist, die letztere nach § 18. Fall III, weil das 


Quadrat der Functionaldeterminante p mittelst Identitaét (I) durch an- 
dere Producte ausdriickbar ist. 

III. Ich gehe nun dazu iiber, das System der cubischen Form /, 
welches aus den Formen: 


f,p,t, (t,t 
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besteht, mit einem beliebigen andern Systeme S, welches aus den 
Formen: 
A, , 4, , A; , 
bestehen mége, zu combiniren. 
Durch diese Combination entsteht ein System, welches ausser den 
Formen der beiden Systeme die Uebereinanderschiebungen zweiter Art 


der Form: 
(S (A) , f* p ™) 
enthilt. : 
Da dieselbe der Coefficient von 4” in der Uebereinanderschiebung: 
(S(A) , + apy tn oy 
ist, so’ wird man alle Formen des gesuchten Systems dadurch erhal- 
ten, dass man zuerst die Uebereinanderschiebungen zweiter Art der 


Form: 
(S(A) , (f+ Ap)’ t*)” 
bildet, d. h. das System S mit dem System der Formen: 
f+ 4p3t3(t,7)? 
combinirt und alsdann die Coefficienten der Potenzen von 4 als ein- 
zelne Formen ansieht. 

Das so zu bildende System kann man nach § 19. durch ein an- 
deres System 7 ersetzen, welches in der folgenden Weise gebildet 
wird. 

Zuerst combinire man das System S mit dem aus der Form 

{f+ 4(fr), 
welche ich durch g bezeichnen will, allein bestehenden Systeme zu 
einem neuen Systeme U, bezeichne in demselben diejenigen Formen, 
in denen das Symbol gq nicht in Factoren erster Art auftritt, die For- 
men A mit inbegriffen, durch: 
BE ae ae, 

und fiige dann dem Systeme U die Formen r , (rt, t)’ und die Ueber- 
einanderschiebungen zweiter Art der Form: 

(S(A’) , 7)’ 
hinzu. 

Die Bildung des Systems U ist bereits im § 12. angegeben wor- 

den; es enthilt 1) die Uebereinanderschiebungen der Form 
(A; ? q°)” 
und 2) Uebereinanderschiebungen der Form: 
(S(A) , a)’, 
bei denen das Product S (A) einem der Restsysteme: 
(1, 1) ? (1 , 2) ? (2, 2) ? (1,1,1) ? (2,2, 2) 
entspricht. 
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IV. Als Anwendung dieser Methode will ich nunmehr das simul- 
tane System zweier cubischen Formen f und /’ aufstellen. 
Die einzelnen Systeme dieser Formen enthalten die Formen: 


f,¢,f=t,¢,t)=p,( , 2)? 
Cf," = t, (f , 7) =p, (cv , v). 
Setzt man die Ausdriicke: 
f+sp=4q ud * f +a p= 
nnd combinirt man das System: 


@,t 4 (t,t? 
mit dem Systeme: 


q,t , @,vy, 
dann erhilt man ein System Q2, aus dem das gesuchte simultane Sy- 
stem dadurch entsteht, dass man die Coefficienten der Potenzen von 
A und 4’ als einzelne Formen ansieht. 

Das System Q kann durch ein System 7 ersetzt werden (vgl. 
oben III.), welches in der folgenden Weise entsteht. Zuerst combinire 
man das System 

q,t , (t,t? 


. mit dem aus der Form q’ allein bestehenden Systeme zu éinem neuen 
Systeme U, bezeichne darin diejenigen Formen, bei denen das Sym- 
bol q’ nicht in Factoren erster Art auftritt, die Formen gq , t , (rt, 1)? 
inbegriffen durch 

A4 


und fiige sodann dem Systeme U die Formen 1’, (t’, 1’)? und die 
Uebereinanderschiebungen zweiter Art, der Form: 


[S(4’) , vey’ 


? 


hinzu. 

Das System U enthiilt ausser den Formen: 

q,t,(t,t),@ 
erstens die Uebereinanderschiebungen 
(q,a) und (7,9), 
und ferner Uebereinanderschiebungen der Form 
qr, q¢)" 
bei denen das Product g’t* einem der Restsysteme: 
(1, 1) ? (1, 2) ? (2, 2) ? (1,1, 1) ? (2,2, 2) 

entspricht (vgl. § 12.). 

Da die Grade der Formen q und rt durch den Grad 3 der Form 
q dividirt die Reste 0 und 3 lassen, so sind die einzigen Producte 
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dieser Art: t? und z*. Die ihnen entsprechenden Uebereinanderschie- 


bungen sind: 
, (?,q')> und (x, q’)’, 
Von denselben ist wegen der Identitat (I) (vgl. § 18. dritter Fall) die 
Invariante (t° , q?)° im Systeme U iiberfliissig, dasselbe besteht mit- 
hin aus den Formen: 
q3t 5 (tt) 3 75 (a.90)3 @ 9)? 5 @9)*5 (95 (0)?s (9). 
Von denselben sind die Formen: 
q37t3 (t,t) 5,9) 3 9) Formen A’, 
da bei den iibrigen das Symbol q’ in Factoren erster Art auftritt. 
Das System 7 enthilt ausser den Formen des Systems U und den 
Formen: 
vt’ und (r , 7)? 
die Uebereinanderschiebungen zweiter Art der Form: 
(q™ v ((t,9’)*)*, ve), 
also die Formen (vgl. § 27. II.): 
(957) 3 (@,0')?5 (7) 3 (t, 7)? 5 (?,9)*7) 5 (7, 0')*(,9)*, 7)? 
(q,t*) 5 (#9), ©) 5 (@*, 8?) 
Von denselben sind die vier Formen: 
(?,0)°,7) 5 (Pa) - (7,9), 7)? 5 (@-(*,0)*, 77) 5 G7)” 
iiberfliissig; die ersten drei Formen, weil sie sich von den Producten 
(t,7)?.(t,7) 3 (7). (eg?) 5 (t,7')?.(er')?-aa')’, 
welche mit ihnen in Symbolen und Norm iibereinstimmen, nur um 
Formen niederer Norm unterscheiden; die letzte Form nach § 18. 
Fall 3., weil sich die Potenz +’? nach Identitit (I) durch andere Pro- 
ducte ausdriicken lasst. 
Das in dieser Weise reducirte System Q besteht aus den Formen: 


93; 7%73 (@rP 35g 3 t 3 (,7Y, 
9)3@ayP 3 Qa)? 3 Gaia? 3s as 9 3s ays 
(7,9)? 5 (0) 3 (t,7). 

Setzt man in denselben fiir g und q’ ihre Werthe f+ Ap und. 
{ + Ap’, und betrachtet man sodann die Coefficienten der Potenzen 


von 4 und 4’ als besondere Formen, dann erhilt.man das simultane 
System der Formen f und f’. Es besteht aus den 34 Formen: 


fst3p3(e,tP? 33 t 5 p53 cy; (0) 3 (7); 

G1); Gv) 3 Foy) 3s Fp) 3 GF 3 Fv? 5 (of? 5 (op’ys 
ff) 3 fey 3 (ot) 5 ww’) 5 (Br) 5 (n7') 3 (Br)? 5 (ne? 5 (60); 
(p,t?)8 5 (ft) 5 (Fe 3 F0)* 5 (58)5 (90) 5 (oes 
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von welchen diejenigen Functionaldeterminanten iiberfliissig sind (§ 27.) 
(II), bei denen p oder p’ eine der iibereinanderzuschiebenden Formen 
ist, da sich dieselben durch Formen niederer Ordnung ausdriicken 
lassen. Es sind dies die fiinf Formen: 


(fp) .5 (wot) 5 (ap’) 5 (v7) 5 (tp). 


§ 29. 
Ueber die Form / = a,'.. 


I. Das System der Form f. Da der Grad der Form f durch 4 
theilbar ist, so existirt eine Covariante K (§ 22.); es ist die Form: 


(f,f)? = az b; (ab), 
ich will sie durch A bezeichnen. Die einzige Form x ist die Inva- 
riante (f,/)*. 

Das System der Form /’ = a} (vgl. § 21.) und nach § 28. (1) be- 

steht aus den Formen: 

PP fP =e 3,0) 5 oP. 
Der Form +t’ in demselben entspricht die Form A des Systems von f 
und daher entsprechen nach § 25. den das Symbol t’ enthaltenden For- 
men (f,t’) und (r’,r’)? Formen P (K, 4). 

Diese Formen sind im System der speciellen Formen iiberfliissig; 
nach ihrer Weglassung besteht dieses System aus der Form f allein, 
es ist nach § 23. in Bezug auf die Formen A und (/,/)! eigentlich 
vollstiindig. Das System der speciellen Formen von A besteht aus 
dieser Form allein; es ist in Bezug auf die Invarianten (f,f/)* und 
(f,4)* vollstiindig (§ 24.). 

Combinirt man die beiden Systeme specieller Formen, dann ent- 
steht ein System 7', welches in Bezug auf diese Invarianten eigent- . 
lich vollstindig ist. Es enthiilt ausser den Formen f und A die Ue- 
bereinanderschiebungen zweiter Art der Form: 


({” , dey’. 
Diese Uebereinanderschiebung gehért nun nach § 11. nur dann 
der zweiten Art an, wenn sowohl r als auch @ gleich 1 ist; wir er- 
halten somit nur die neuen Formen: 


(f,4) 5 (f,4)? 5 Ff, 4) 5 (f, 4). 
Die letzteren drei sind im System 7 iiberfliissig, da die Formen (/,A)? 
und (f,A)* nach § 24. als Formen P(x) darstellbar sind, also die In- 
variante (f,/)* zum Factor haben. 
Fiigt man zu dem so reducirten System 7’ die Invarianten (/,/)* 


und (f,A)* hinzu, dann erhilt man (§ 16. III.) ein vollstiindiges Sy- 
stem, niimlich das der Form A Es enthilt die Formen: 
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f; (ff)? =A; (f,4) =¢t; (f, f)* und (f, O), 
_zwischen denen die bekannte Beziehung stattfindet: 
(IT) 20 + A — 3 P4.(f,f) + $P-(fa) = 0. 

II. Das simultane System einer biquadratischen Form / und einer 
quadratischen Form f’ entsteht durch Combination der einzelnen Sy- 
steme dieser Formen. 

Diese Systeme bestehen aus den Formen: 


hf; 7," =4; (7,4) =+t; FP* 3 GA); 
f 3 (ff). 
Das gesuchte System enthilt daher nach § 27. ausser diesen Formen 
die Uebereinanderschiebungen zweiter Art der Form: 


(f, fey ; (A, f¢) } (¢, f°)’, 
also die Formen: 
C3103 FFP 3 Ps FF 5 6,703; GFP 5 6,5 
(4,773; @)3;@.7%3 6.73 @f)3 G7 5 60%) 
von denen nach § 27. (II) die drei Formen: 
(7); (¢, £7) ; (¢, f*)* 


iiberfliissig sind, da ¢ eine Functionaldeterminante ist. 
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III. Das simultane System einer biquadratischen Form / und einer 
cubischen Form /” kann dadurch gebildet werden, dass man die ein- 
zelnen Systeme dieser Formen: 

f;4= (7% 5t=(,4) 3 GP's 7,4); 
f3.fP=t; CF) =p; (,t)? 
mit eimander combinirt. 

Dieses Verfahren ist jedoch etwas weitliiufig; ich will mich daher 
lieber der § 19. gegebenen und § 28. II]. und IV. angewandten Me- 
thode bedienen. 

Die Ausdriicke f+ 4A und f’ + A’p bezeichne ich durch g und 
q und combinire sodann das System: 

9 5¢3 (f,f)* 5 (7,4) 
mit dem aus der Form gq allein bestehenden Systeme zu einem Sy- 
steme U. — 

Hierin bezeichne ich ferner diejenigen Formen, bei denen das 
Symbol q nicht in Factoren erster Art (q,) auftritt, die Formen 

95%5(f,1)* 5 6,4) 
inbegriffen, durch A,‘ , A,’ ... und fiige endlich dem Systeme U die 
Formen tr und (t,t)? und die Uebereinanderschiebungen zweiter Art 
der Form: 


(S(A’) , a)" 
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hinzu. Das in dieser Weise gebildete System bezeichne ich durch 7; 
betrachtet man in den Formen derselben, nachdem man fiir m und q 
ihre Werthe f+ 4A und f + A’p eingesetzt hat, die Coefficienten 
der Potenzen von 4 und 4’ als besondere Formen, dann erhilt man 
das simultane System. 
Das System U enthilt ausser den Formen 
P5tS ASF, Asa 

zweierlei Uebereinanderschiebungen; erstens die Uebereinanderschie- 
bungen zweiter Art der Form (§ 12.) 


(p, 9°) und (¢, a)’, 
also die Formen: 
(9) 3 (P,9?s (149) 5 Ya"), 
(@,a)3 9°50) 5 a) 5 La) 5 0) 
und zweitens die Uebereinanderschiebungen zweiter Art der Form 
(gr # , ge)’, 
bei denen das Product g” .¢ einem der Restsysteme entspricht: 
(1,1); (1,2); @,2); (1,1, 1) ; 2,2, 2). 

Da nun die Grade der Formen g und ¢ durch den Grad 3 der 

Form q dividirt die Reste 1 und 0 lassen, so entsprechen hier diesen 


* Restsystemen: nur die Producte g? und g? und demnach die Ueberein- 
anderschiebungen : 


(y*,@)° und = (y", g')™. 

Die Formen A’, diejenigen Formen des Systems U nimlich, bei 
denen das Symbol q nicht in Factoren erster Art auftritt, sind hier: 
9345; (6,13 C45 0%; 93 62s @, a)” 
und demgemiiss die Uebereinanderschiebungen zweiter Art der Form 
(S(A’) , te)" 

nach § 27. IL: 
(P57) 5 (52) 5 (9,7) 5 (7), 
(¢,t); @, t)° ; (¢, tr)” ; (t, 7°)" 5 (¢, 2°)’ (, 73)", 
((,9)*, 7) 5 ((¢,9)*, 7) 5 (Eg), 7) 5 (EC, 0)", s)’, 
((, 9)? (99), #)° 5 ((p, a). (E, a), 7)" 5 ((t, 9). (t9), 2°) 
Diese Uebereinanderschiebungen, die Formen des Systems U und die 
Formen t und (rt, 7)? bilden zusammen das System 7. 


Man kann nun leicht zeigen, dass in demselben die Uebereinan- 
derschiebungen : 


(¢,a 3 (, q) ; (@, q°)' ; (t,t); @, 7)? ; (, s*)’, 
(4,9), z) 3 (a), 2)” 5 (9)? , 9)®, 7)* 5 (Eg). (9%, 2°)" 
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iiberfliissig sind und dass sich die Uebereinanderschiebungen 
((Y,9)*, t) 5 ((¢,9)°, t) 5 (C9, 9)*- (59), 7)? 
durch die Uebereinanderschiebungen 
(p, 4-7) 5 %,9-)* 5 (9, 9g?) 
ersetzen lassen, welche dieselben Symbole und dieselbe Norm besitzen. 

Das in dieser Weise reducirte System 7’ enthalt die Formen: 

93t3 (ffs F, 454575 (,2), 

(9,953,939 G95 %,9) 3,0)"; 

(9,7); (9,73 @, 7)’ 3, 7)" 3 (9, qt): (g’, qt) ’ 
(¢,9)°; @, q’)” 5, q)’ 5 (t,t) ; ¢, ry i(t, 3)" 3 ¢, qt)” ‘ 
Tragt man in diesen Uebereinanderschiebungen fiir die Formen » und 
q ihre Werthe f+ 4A und /’ + 4p ein und betrachtet alsdann die 
Coefficienten der Potenzen von 4 und 4’ als besondere Formen, dann 
erhalt man das simultane System der Formen / und /’; es enthiilt 93 
Formen, von denen die folgenden als iiberfliissig weggelassen werden 

kénnen : : 

1) die Functionaldeterminante (gy,p), da sie sich durch Formen 
niederer Ordnung darstellen lisst; 

2) alle diejenigen Uebereinanderschiebungen, bei denen eine der 
iibereinander zu schiebenden Formen den Factor p? oder A®* besitzt, 
da sich diese Potenzen nach den Identitiiten (I) und (II) auf andere 
Producte zuriickfiihren lassen (vgl. § 18. Fall III.). 

IV. Um das System einer biquadratischen Form f mit einem be- 
liebigen Systeme S zu combiniren, dessen Forme ich durch 

ee” ES ae 
bezeichne, bediene man sich des § 19. angegebenen Verfahrens. 
Zuerst combinire man das System S mit dem aus der Form 
gp=f+i4h 
allein bestehenden Systeme, zu einem Systeme U, bezeichne darin 
alle diejenigen Formen, bei denen das Symbol g nicht in Factoren 
erster Art (g.) auftritt, durch A,’ , A,’ ,...., und fiige dann dem 
Systeme U die Formen ¢ ; (f,/f)* ; (f, 4)* und die Uebereinander- 
schiebungen zweiter Art der Form: 


(S(4)) , #)’ 


hinzu. 

Das in dieser Weise entstehende System bezeichne ich durch 7’; 
in seinen Formen ersetze ich m durch seinen Werth f+ 4A und be- 
trachte dann die Coefficienten der Potenzen von 4 als besondere For- 
men. Sie bilden das gesuchte System. 
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Das System U enthalt nach § 12. zweierlei Uebereinanderschie- 
bungen: 
Erstens die Uebereinanderschiebungen zweiter Art der Form: 


(A; ? pe)” 
und ferner Uebereinanderschiebungen zweiter Art der Form: 
(S (A) , oe)’, 
bei denen das Product S (A) einem der Restsysteme entspricht: 


(1,1) 5 (1,2) 5 (2,2) 3 (1,3) 5 (2,3) 5 (8,3) 5 (1,1,1) 5 (1,2,2) 5 (2,3,3) ; 
(3,3,3) 3 (1, 1,1,1) ; 8,3,3,3). 

Ist das System S absolut oder in Bezug auf f eigentlich vollstin- 
dig, dann ist 7’ ein vollstindiges System; in diesem Falle kann man 
darin alle diejenigen Uebereinanderschiebungen der Form: 

(S(A’) , #)” 
als tiberfliissig weglassen, bei denen g > 1 ist; da bei denselben ¢ 
nach Identitiit (II) durch andere Producte ausdriickbar ist (vgl. § 18. 
Fall 3.). Das System 7’ enthilt dann ausser den Formen des Sy- 
stems U und den Formen ¢ , (f, /)* und (f,4)! nur die Uebereinan- 
derschiebungen zweiter Art der Form: 

(S(A’), #)’. 

V. Um das simultane System zweier biquadratischen Formen [ 
und f° zu erhalten, combinire ich die einzelnen Systeme dieser Formen: 


f; OfF =4; F,4)=t; Ff 5 F,4); 
P53 PF fYH45F,4)=t; FFs 4) 
mit einander und wende hierbei die so eben angegebene Methode an. 


Die Aggregate f+ 4A und /’ + 4’A’ bezeichne ich durch g und 
g’, und combinire das System: 


gp; #3 FN 5 &, A) 
mit dem aus der Form g’ allein bestehenden Systeme zu dem Systeme 


U. In demselben bezeichne ich diejenigen Formen, bei denen das 
Symbol m’ nicht in Factoren erster Art (g/,) auftritt, die Formen: 


p 3 t 3 (ff 5 4) 
inbegriffen durch A, , A,’ ,... und fiige dem Systeme U die For- 
men ¢ ; (f,f)' ; (f, 4)! und die Uebereinanderschiebungen zweiter Art 
der Form: 

(S(A’) , te)’ 
hinzu. Das so entstehende System bezeichne ich durch 7. In den 
18 


Mathematische Annalen II. 
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Formen derselben betrachte ich die Coefficienten der Potenzen von A 
und 2’ als besondere Formen; sie bilden das simultane System. 
Das System U enthilt ausser den Formen: 


P5tS (FM's FAY 5 e 
zweierlei Uebereinanderschiebungen : 


Erstens die Uebereinanderschiebungen zweiter Art der Form: 


(p, 9%)” und (¢, 9)’, 
also die Formen: 


(9,9); (, 9’)? ; (9,9); (9, 9), 
(t,9');(, 9) 5,0) 5&9) 3, e%) 3 &, 2) 


und ferner Uebereinanderschiebungen zweiter Art der Form: 





(grt, ge)’, 
bei denen das Product g” ¢ einem der Restsysteme entspricht: 
. (1,1); (1,2); (1,3) 5 @, 2) ; (2,3); @, 3); 
(1,1, 1); (1,1,2) ; (2,8,3) ; (8,3,3) ; (1,1,1,1) 5 (8,3,3,3). 
Da die Grade der Formen » und ¢ durch den Grad 4 der Form 


g’ dividirt die Reste 0 und 2 lassen, so entspricht hier diesen Rest- 
systemen nur das Product ¢? und demnach die Uebereinanderschiebun- 


gen (§ 12.): 





(®@,9°%)" und (#, 3)”. 


Die Formen A’, bei denen das Symbol 9’ nicht in Factoren er- 
ster Art (,) auftritt, sind hier: 


95t5 F's 6,43 @,9)5 C95 C9)” 

Das System 7’ enthilt daher ausser den Formen des Systems U 
und den Formen ?¢ , (f , f’)* ; (f’ , A’)! die Uebereinanderschiebungen 
zweiter Art der Form: 

(pr t= (t, gp)", t)', 

also die Formen: 

(,9)3 C9) 5&9) 5 © ps C,H)? 5 ©, oY 

3) 5 CY 505 O's CO 5, O% 

(E,9)',t) 5 (E,9)*, #7) 5 (t,o) Godt? 3 (Ge) - Ee yey, 

(4,9) EO) EG) #5 EP) EP) EPL) 5 (p- Eee); | 
(p.(t,')1, t')°. 

In demselben sind die folgenden Formen iiberfliissig : 
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I. 


(t,9)*, t) 5 (EIS HY 5 (ER) Ee) 0) 5 (Ee). #) 
((,y')*.(t, g')*-(E,9')',t) 5 (Ep) Ep) - (Ep), HY; (o-@, pt); 
(p.(t,g')', t’)®, 
da diese Uebereinanderschiebungen mit den Producten: 
gy’. (t,¢’) 3 yp. (t,t’)® ; (¢,t’)® (t, 9’) ; (t,t’)% (t, 9)", 
(tt). ,9)" 5 GE. C9)" 5 GO. O-9) 3 b°-,9) 
in den Symbolen und der Norm iibereinstimmen, sich also nur um sym- 
bolische Producte von niederer Norm von denselben unterscheiden. 


II. 


(P, 9°)" und (#, @*)" 
weil @ nach Identitaét (II) durch andere Producte ausdriickbar ist (vgl. 
§ 18. Fall IIlI.). 
iil. 

(t,0) 5 (t, 9)? 5 (t, 9) 5 (t, 9%) 5 (t, pS 

9) 5 C93 C9 5 Ce) 5 (Hes 

@) 50 5@,0% 5 C50 3 CO 5 6.0% 
da sie sich mittelst symbolischer Rechnung auf Formen niederer Ord- 
* nung und Norm zuriickfiihren lassen. 


Liasst man diese iiberfliissigen Formen weg, dann enthilt das re- 
ducirte System 7 die Formen: 


P5ESFT MS EFAS S05 CL) SOA 

(P,9)5 (PP)? 5 (PH)? 5 (G9) 5 EM) 5 Hw): 
Sieht than in diesen Uebereinanderschiebungen, nachdem man fiir » 
und g’ ihre Werthe f + 4A und f’ + i’A’ eingesetzt hat, die Coef- 
ficienten der Potenzen von A und 4’ als besondere Formen an, dann 
gelangt man zu dem simultanen Systeme der Formen f und f’. Es 
besteht aus den 30 Formen: 


PrsOsts GPs GF Os fs M33 F,/)'3 0, Os 
G15 O75 O79 CFs 64)5 6,495 70,4995 64); 
(A,f°) 5 (A477)? 5 (O,7°)? 5 (A574 5 (0,89 5 (0,4°)? 5 (0,0°)%; (4,4°)'; 
@,7)°3 @,4)'3; N's ©, 4); 
§ 30. 
Das System der Form f/f = a,°. 


Die einzige Form x (§ 22.) ist hier die quadratische Covariante: 


; (f, f)' = dz bz (ab)', 


ich will sie durch 7 bezeichnen. 
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Da die Form f’ (vgl. § 21.) biquadratisch ist, so besteht ihr Sy- 
stem nach § 29. I. aus den Formen: . 
fea 5 fSYH=45(6,4)5 06,0) 5 FOF = aby @eyoey, 
und mithin das System der speciellen Formen aus den folgenden: 
C3 Ff =9 3 F,9)=t5 FP)" 5 Ge be Ce (ab)? (ae)? (be)’. 
Von denselben sind die beiden letzten nach § 25. iiberfliissig; die 
Form (f, f)', weil sie eine Form x ist, die Form 
dz by Cz (ab)? (ac)? (be)?, 
weil sie sich in die Form — (f, ¢)? bringen, also als Form P( ) dar- 
stellen lisst. 
Das reducirte System der speciellen Formen besteht somit aus den 
Formen 
£393 ¢; 
es ist nach § 24. in Bezug auf die Form ¢ eigentlich vollstindig; com- 
binirt man es mit dem System dieser Form, dann gelangt man zu 
dem System der Form f. Dasselbe enthalt ausser den Formen: 
F595 505, 0 
der zu combinirenden Systeme nach § 27. II. zweierlei Uebereinander- 
schiebungen : 
Erstens die Uebereinanderschiebungen zweiter Art der Form: 
i, (f,#)" 5 .p,#y 5 (, a)’; 
also die Formen: 
HIGH Ys CY 
(95, 5 (PY 5,7) 5 ,FY 5, 
(¢,4) 3,8) 5 &,) 5 E, #5 E,#) 5 85 E, 8; 
ated . ti) 5, 6)"; 
und zweitens die Uebereinanderschiebungen : 
(Pm) 5 f.6" 5 2,0". 
In diesem Systeme der Form / sind die Uebereinanderschiebungen: 
56,750,565 @, 0" 3 
iiberfliissig; die vier ersten nach § 27. iI., weil ¢ eine Functional- 
determinante ist; die letzte nach § 18. Fall III, weil sich das Quadrat 
der Functionaldeterminante ¢ durch andere Producte ausdriicken liisst. 


§ 31. 
Das System der Form / = a,°. 


Die Formen x (vgl. § 22.) sind hier die Covariante 
(f,f)* = az bz (ab) 
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und die Invariante (f, f)°; die erstere bezeichne ich durch k, die 
letztere durch A. 

Die Form /” = a,° (vgl. § 21.) ist vom 5" Grade; ihr System 
besteht aus den Formen: 


PsP =H PPS FP) SY SHH 
und Formen P (i’) (vgl. § 30.), denen im System der Form / die 


Formen : 
f;9=C,7"935 0,9) =t; FAN =k 


und Formen P (k, A) entsprechen (vgl. § 25.). Dieselben bilden das 
in Bezug auf die Formen & und A vollstiindige System der speciellen 
Formen. Da die Formen k und P (k , A) darin iiberfliissig sind, so 
kann man sie weglassen, das reducirte System der speciellen Formen 
besteht dann aus den Covarianten: 


f3; 93; und?é. 


Combinirt man es mit dem Systeme der Form k, dann entsteht ein 
in Bezug auf die Invariante A vollstiindiges System und durch Hin- 
zufiigung derselben das System der Form f. 

Dieses Verfahren ist jedoch mit grossen Weitliiufigkeiten ver- 
kniipft, da einerseits die Formen der zu combinirenden Systeme, an- 
dererseits die dabei auftretenden iiberfliissigen Formen in zu grosser 
Anzahl vorhanden sind. Ich will mich daher einer andern Methode 
bedienen. 

Ich bezeichne die quadratische Covariante (f , k)' durch 1 und ent- 
wickle in der Annali di Math. Ser. I. t. I. pag. 60. angegebenen 
Weise, die Beziehung: 


(1) (f, )? = 3% (k, kK? + 4 Ab. 


Sie lehrt, dass die Covariante (i , k)* eine Form P (/, A) ist und dass 
demuach das aus der Form k allein bestehende System, welches nach 
§ 29. I. in Bezug auf die Formen (k,k)* und (k,k)! vollstindig ist, 
auch in Bezug auf die Formen / , A und (k , k)' vollstiindig ist 
(vgl. § 14.). 

Combinirt man es mit dem Systeme der speciellen Formen, dann 
entsteht ein in Bezug auf die Formen /, A und (k , &)' ebenfalls voll- 
stiindiges System U. Dasselbe enthilt ausser den Formen: 


fs; 9; t3k 
der zu combinirenden Systeme, die Uebereinanderschiebungen zweiter 
Art der Form: 

(f" pm t , ke)’. 
Zu dem unvollstiindigen Producte (ak)* gehéren die Formen: 
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(fk) = a2 k, (ak)? und (f, kt = 1 = a} (ak). 


Da die erste derselben verschwindet, so ist (vgl. § 6.) jedes den 
symbolischen Factor (ak)* enthaltende symbolische Product eine Form 
P (I). 

Da nun bei denjenigen Uebereinanderschiebungen der Form 
(7% gp t , ke)’, 
fiir welche v > 2 ist, solche symbolische Producte als Glieder auftre- 
ten, so sind dieselben im System U ‘iberfliissig. 


Von den iibrigen Uebereinanderschiebungen, fiir welche v den 
Werth 1 oder 2 besitzt, nimlich den Formen: 
(f,) 5 (f,%) 5p, k) 5 (pm, k? 5s (Lk) 5 hy 
sind die drei letzten gleichfalls iiberflissig. 
Zu den unvollstiindigen symbolischen Producten (pk)? niimlich 
gehéren die Formen (§ 6.): 
(pk)? = pzke (pk) 5 (pk) = pik. (pk) 5 (pk) = gz (ph)'; 
sie lassen sich in die Form bringen: 
(pk = ql. f + Qk, 
(yk = c(f,), 
(pk) = & (f, 0)? + & Ak, 
also durch Formen niederer Classe ausdriicken. 
Da nun ein Glied der Uebereinanderschiebung 
(¢, hk)? = [az pi (ag) , kp, 
namlich das symbolische Product 
az x (pk) (ag) kz 


den Factor (pk)? besitzt, so ist dieselbe im System U iiberfliissig 
(§ 18. Fall IV.). 


Die Form (¢,k) ist tiberfliissig, weil ¢ eine Functionaldetermi- 
nante und (¢,%) daher auf Formen niederer Ordnung reducirbar ist 
(§ 27. II.). 


Das reducirte System U besteht aus den Formen: 
Pi95tsks (7,570, =v; @,h); 
es ist in Bezug auf die Formen /, A und (k, k)' vollstandig. 


Combinirt man es mit dem Systeme der Form /, dann entsteht 
ein in Bezug auf die Invarianten A und (k , k)‘ vollstandiges System 7’. 
Dasselbe enthialt nach § 27. II. ausser den Formen: 





— 
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P39sts ks, sp e515 0, 
der zu combinirenden Systeme die Uebereinanderschiebungen : 
(fF, Wye 5 p, kypers (,leypet ; Geet; (f,k), epee; 
(p, Wert 5 (ep, k), pe; 
(f, ye 5 (pm, le)re; (¢, eye 5 (h, ee; (f,k), We) 5 (p, ke; 
((p , k), le). 
Von -denselben sind die folgenden iiberfliissig: 


I. 
(p 1)? = gz (gy, 1)? und (p,l)? = pi (p,))?. 


Diese Uebereinanderschiebungen sind die einzigen zu den unvoll- 
stindigen symbolischen Producten (g, 1)? und (p, 1)? gehérigen For- 
men; sie lassen sich in die Form bringen: 


(p,D? =e kU + ef. (by kt +c, A.p, 
(yp, D2? =e l +e A(f,l? + o Ak+e,k.(k, kb: 


also auf Formen niederer Classe reduciren. 


Il. 
Dieienigen der Uebereinanderschiebungen : 
(p , le)” 5 (, le) 5 (vp, R)” 5 (pk) RY’, 


fiir welche v > 1 ist, da bei ihnen Glieder auftreten, welche einen 
der unvollstiindigen Producte (9,1)? und (p, 7)? zum Factor besitzen 
(§ 18. Fall IV.). 


III. 


Die Formen: 
505 (BD5 (FH, 8M, 


da bei ihnen eine der iibereinander zu schiebenden Formen eine Func- 
tionaldeterminante ist (vgl. § 27. II.). 


IV. 
Die Invariante (k , 2°); sie lisst sich in die Form bringen: 
(k,P)t =e, A.(1, 1)? + & A?. (kk) + ©, (hk, k)*. (hk, bt. 


Das reducirte System 7' besteht aus den Formen: 
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C395t3sk3 FE 5 p3@,) 51; 0,0; 
C5659 36. - C6. CPs 7, 
(yp, ; (kD; (yp, 3 (k&, 0? (k, PB; 

(P54) ,0 5 (6, H,P 5 4,0,P 3 (FE, 5 


es ist in Bezug auf die Invarianten A und (k,k)' vollstindig, fiigt 
man dieselben hinzu, dann entsteht das System der Form / (vgl. 
§ 16. IIT.). 


























Ueber eine geometrische Verwandtschaft fiinften Grades. 


Von H. Miuer in Freieure i. B. 


Im 62. Bande des Crelle’schen Journales hat O. Hesse folgende 
Aufgabe behandelt: 

Ks seien in zwei Ebenen EF und G zwei Gruppen p, p, py... pz 
und q qd 3-++@, von je 7 Punkten gegeben. Man soll diejenigen 
Paare von Punkten p und q finden, fiir welche die Bedingung: 


DP (Py Po Ds + ++ Pr) PPO}. Udi Ye Ws + + + Ia) 
erfiillt ist. 

Es existiren bekanntlich drei solcher Punktepaare. Setzt man 
zwischen zwei ebenen Systemen in H und G eine Verwandtschaft zwei- 
ten Grades fest, so dass die Punkte p, p,.... p,; in H den Punkten 
4 U2 + +++ im G der Reihe nach entsprechen, so sind je zwei 
Punkte p, q eines der genannten Punktepaare, zugeordnete Hauptpunkte 
der beiden Systeme. 

Die “Aufstellung der durch die Paare p, q,, Po qo - - « Py Gq ent- 
sprechenden Punkte bestimmten Verwandtschaft zweiten Grades zwi- 
schen J und G kann durch die Aufeinanderfolge von mehreren 
linearen Constructionen erreicht werden*). Darauf ergeben sich dann 
die Hauptpunkte in dem einen der beiden Systeme als gemeinsame 
Punkte zweier collinearer Systeme oder als Durchschnittspunkte zweier 
Kegelschnitte, von denen ein gemeinsamer Punkt bekannt ist. Hier- 
durch ist eine synthetische Lisung der oben genannten, von Hesse 
analytisch behandelten Aufgabe, gegeben. 

Man kann nun dieselbe Frage dadurch, dass man sie mit zwei 
andern in Zusammenhang bringt, direct, das heisst ohne Zuziehung 
der Verwandtschaft zweiten Grades, lésen. 

Die beiden Aufgaben, welche zur Lisung der urspriinglich gegebe- 
nen fiihren, sind die folgenden: 


*) Schroeter, Crelle’s J. Bd.62. Reye, Schloemilch’s Zeitschrift. Bd. X. 
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1) In den Ebenen F und G sind zwei Gruppen p, p, p, p, p, und 
41 UU UY vou je 5 Punkten gegeben. Jedem Punkte p in E ent- 
spricht bekanntlich im Allgemeinen ein einziger Punkt q in G, so dass: 

P(P1 Po + + Ps) Proj. WM Qo « + Gs): 

Durch diese entsprechenden Punkte p und q ist eine Verwandt- 
schaft zwischen den ebenen Systemen FE und G festgestellt, welche 
naiher untersucht werden soll. 

2) In E und G seien zwei Gruppen p, p.... pg und G, q--- % 
von je 6 Punkten gegeben. Welches ist der geometrische Ort der 
Punkte p und q, wenn dieselben der Bedingung: 

P(P; Do +++ Pe) PLO} UA G+ + + We) 
geniigen sollen. 

Diese Punkte sollen nun im Folgenden behandelt werden. Ausser- 
dem befindet sich in § 3. noch die Angabe einer besonders einfachen 
Construction der durch 9 Punkte bestimmten Curve dritter Ordnung 
und des durch 8 Grundpunkte eines Biischels solcher Curven bestimm- 
ten neunten Grundpunktes. 


‘4, 


Um die Aufgabe 1) zu behandeln, beziehen wir zuniichst zwei 
Punktsysteme s und s, in FE und G collinear aufeinander, so dass den 
Punkten p, p, ps p, in s die Punkte gq, q 4g; 4%, in s, entsprechen. 

Sodann beziehen wir in denselben Ebenen F und G zwei Systeme 
6 und 6, collinear auf einander, so dass die p, p, p, p, in 6 den Punk- 
ten q 43 4, 7; in 6, entsprechend sind. 

Soll nun zu einem beliebigen Punkte » in E der Punkt qg in G 
gesucht werden, so dass 


P(Py Po - + Ps) PTO}. (Hi Ge + + M5) 
so hat man zu bestimmen: 

1) Den Kegelschnitt H, welcher im Systeme s, dem als zu s ge- 
hdrig betrachteten Kegelschnitt p p, p) py p, entspricht. 

2) Dem Kegelschnitt J, welcher im Systeme 6, dem als zu 6 ge- 
hérig betrachteten Kegelschnitt p p, p, p, p, entspricht. 

R und L haben die drei Punkte q, qg, g, gemein. Ihr vierter 
Schnittpunkt ist der gesuchte Punkt q. 

Besondere Fille. Dem Punkte p, in FE entsprechen in G die Punkte 
eines Kegelschnitts L,, welcher durch q, q, q, q, geht, aber p, nicht 
enthalt. Z, kann mit Benutzung der collinearen Systeme 6 und 6, con- 
struirt werden oder auf andere bekannte Arten*). 


*) Cremona, ebene Curven Nr. 62. 
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Ebenso entsprechen den Punkten p, p, p,p, in FE beziiglich die 
Punkte von Kegelschnitten L,, L,, L,, L;, welche auch nur je 4 von 
den 5 Punkten q, q.. 4, enthalten. 

Ferner entsprechen den Punkten 4, g,..q;, in G, respective die 
Punkte von 5 Kegelschnitten R, R,.. R; in L. 

Allen Punkten des Kegelschnitts p, p, p, p, p, in EF entspricht in 
G ein einziger Punkt, welcher mit q,, bezeichnet werden soll. Der- 
selbe wird erhalten als vierter Durchschnittspunkt der beiden Kegel- 


schnitte, welche in s, und 6, dem Kegelschnitt p, p, p, p, p, entspre- 
chen, wenn der letztere nach einander als den beiden Systemen s und 
6 angehoérig betrachtet wird. 

Ebenso entspricht den Punkten des Kegelschnitts q, q. 43 4, 9; im 
G ein einziger Punkt p,, in E£. 

Es ist leicht zu sehen, dass alle Kegelschnitte L,...L, durch 
q,;, und R,... R, durch p,, gehen. 

Wir lassen nun den Punkt p gerade Linien auf EF beschreiben und 
fragen, welche Curven der von p eindeutig abhiingende Punkt g in G 
beschreibt. 

a) p bewege sich auf der Geraden p, p,. Fallt p mit p, oder p, 
zusammen, so entsprechen ihm beziiglich alle Punkte der Kegelschnitte 
. L, oder L,. Ist aber p von p, und p, verschieden, so muss der ent- 
sprechende Punkt q offenbar auf qg, q, gelegen sein. Um ihn zu fin- 
den, braucht man z. B. nur den Kegelschnitt M zu construiren, welcher 
durch 4g; 93 4; ¢; geht und iiber diesen Punkten das Doppelschnittver- 
hiltniss p(p, ps3 pP, p;) fasst. 

Bewegt sich p, so bilden die Kegelschnitte M ein mit der von p 
beschriebenen Punktreihe projectivisches Kegelschnittbiischel. Daher 
bilden die Schnittpunkte der Kegelschnitte dieses Biischels mit der 
durch einen der Grundpunkte g, gehenden Geraden q, y, auch eine 
Punktreihe, welche mit der von p beschriebenen projectivisch ist. 

Ebenso entspricht jeder Geraden in EL, welche irgend zwei p, p, 
der Punkte p, p, ..p, verbindet, eine Gerade in G, welche durch die 
entsprechenden Punkte q, 4; geht, und diese beiden Linien sind durch 
die Punkte pq projectivisch auf einander bezogen. 


Zu dieser Linie sind dann noch die zwei Kegelschnitte L, und L, 
zu rechnen, welche den Punkten p, und p, selbst entsprechen, so dass 
die drei Ourven eine zusammengesetzte Curve fiinfter Ordnung bilden, 
welche in 4; % %3 4, q; und q,, Doppelpunkte hat. 

b) p bewege sich auf einer zum Beispiel durch p, gehenden Ge- 
raden C, welche keinen andern der Punkte p,...p; enthilt. Die 
Kegelschnitte p p, py) Pp; py und p p, p; p, p; bilden, wihrend p sich auf 
C bewegt, zwei durch diesen Punkt projectivisch auf einander bezogene 
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Kegelschnittbiischel. Dasselbe findet demnach mit den Kegelschnitten 
H und J statt, als deren vierten Durchschnittspunkt man den Punkt q¢ 
erhilt. 

Die beiden Biischel der Curven H und J- haben 3 Grundpunkte 
do 43%, gemeinsam. Die entsprechenden Curven derselben schneiden 
sich also nach bekannten Siitzen*) auf einer Curve vierter Ordnung, 
welche in q, 43 q, Doppelpunkte hat. 

Aus dem vorigen a) sieht man leicht, dass die beiden Kegelschnitte 
dieser Biischel, welche in zwei Gerade zerfallen (von denen jeweils die 
eine q, q, ist) sich entsprechen. Man braucht niimlich nur zu bedenken, 


dass dem Durchschnitt von C und p, p, in @ ein von q, und q, ver- 


schiedener Punkt der Geraden q, g, entspricht. Derselbe muss auf 


zwei entsprechenden Kegelschnitten H, J liegen, und diese enthalten 
daher beide die Gerade q, q;. 

Diese Gerade’ q, q, ist aber der Frage fremd. Sie wurde nur 
dadurch erhalten, dass wir zur Construction von q specielle Systeme 
collinear auf einander bezogen, in welchen die urspriinglich gleich- 
werthigen Punkte p, ...p,, 4 - ++, in verschiedener Weise ver- 
wendet waren. 

Es bleibt also noch eine Curve D dritter Ordnung iibrig, welche 
einfach durch ¢,, 43, 4;, ¢; geht und in gq, einen Doppelpunkt hat. 
D geht aber auch durch q,,, denn dieser Punkt ist demjenigen Punkt 
von F entsprechend, in welchem C von dem Kegelschnitt p, p,ps pp, 
zum zweiten Male geschnitten wird. 

Wie die durch p, gehende Gerade C durch einen weitern Punkt 
m auf ihr bestimmt ist, so sind auch die Punkte q, 4 3 4, %s5 Qis5 
von denen q,, ein Doppelpunkt von D ist, und x dem Punkte m in E 
entsprechen soll, zur Bestimmung der Curve D vollstindig hinreichend. 
C und D sind durch die Punkte p, q projectivisch auf einander be- 
zogen. 

Fallt p mit den zweiten Durchschnittspunkten von C und den 
Kegelschnitten R,, R,, R,, R;, p; po Py Py Ps ZUsammen, so geht 
beziiglich durch die Punkte ¢,, 43, 4), %s> s- 

Fallt dagegen p mit emem der beiden Schnittpunkte von C und 
R, zusammen, so befindet sich g im Doppelpunkt g,. Durchliuft p 
die Strecke zwischen diesen beiden Schnittpunkten, so durchliuft q die 
Schleife des Doppelpunktes. 

Dem Punkte p, von C selbst entspricht der Kegelschnitt L, in G, 
welcher D ausser in den Punkten q,, ¢3, 4, %> 4; noch in einem 
weitern Punkte « trifft, den man, wenn nur auf die projectivische Be- 


*) Cremona, ebene Curven § 10. 
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ziehung von C und D gesehen wird, auf dieser Curve als p, entspre- 
chend zu nehmen hat. 

D wid L, bilden wieder eine zusammengesetzte Curve fiinfter Ord- 
nung, welche in q,, G2) Y3) Yi) Ys» Q; Doppelpunkte hat. 

Daher der Satz: 

Kiner durch p, gehenden Geraden C in E entspricht in G eine 
Curve dritter Ordnung D, welche durch die 6 Punkte q, .. - 4, 4%; 
geht und in q, einen Doppelpunkt hat. Ausserdem aber noch fiir den 
Punkt p, selbst der Kegelschnitt L,. 

c) Die Gerade C soll durch keinen der 5 Punkte p, p, ..p; gehen. 

Wir denken uns C als perspectivischen Durchschnitt zweier pro- 
jectivischen Strahlbiischel mit den Mittelpunkten p, und p,, in denen 
demnach die Gerade p, p, sich selbst entsprechen muss. Der Punkt 
p auf C wird durch zwei entsprechende Strahlen p, p, p, p projicirt. 
Diesen beiden Strahlen entsprechen in G zwei Curven D und F dritter 
Ordnung, welche durch q, q,.- 4%; 4; gehen und von denen D in q, 
und F' in q, einen Doppelpunkt hat. D und F' kénnen sich daher nur 
in einem weitern Punkt gq schneiden, welecher dem Punkte p in FE eut- 
spricht. Bewegt sich p auf C, so beschreiben D und Ff’ projectivische 
Curvenbiischel dritter Ordnung. Die entsprechenden Curven dieser 


.Biischel schneiden sich auf einer Curve sechster Ordnung, welche in 


%1> U1» Us» G1; Doppelpunkte hat und in q,, q, dreifache Punkte. ‘Man 
sieht aber, dass diejenigen Curven dritter Ordnung, welche in beiden 
Biischelu der Geraden p, p, und somit sich selbst entsprechen, beide 
die Gerade q, q, enthalten. Diese Gerade hat wieder mit unserer Frage 
nichts zu thun. Es bleibt daher der Satz: 

Einer Geraden C in FE, welche durch keinen der fiinf Punkte 
P; Po Ps Py p; geht, entspricht in G eine einfache Curve S fiinfter Ord- 
nung, welche in g,, G5 43, 44> Us» 4; Doppelpunkte hat. 

Die Curven C und S sind durch die Punkte p und gq projectivisch 
auf einander bezogen. Fiillt y mit einem der Durchschnittspunkte von 
C und R, zusammen, so befindet sich g in dem Doppelpunkte q, und 
durchliiuft p die Strecke zwischen diesen beiden Punkten, so be- 
schreibt q die Schleife des Doppelpunktes q,. 

Fallt aber p mit einem der beiden Schnittpunkte von C und 
P; Po Ps Py Pp; ZaSammen, so befindet sich g im Doppelpunkte q,, und 
wihrend p die zwischen den beiden Punkten gelegene Strecke durch- 
liiuft, muss q die Schleife des Doppelpunktes q,, durchlaufen. 

Die Gerade C ist durch zwei ihrer Punkte m und m, bestimmt. 
Ebenso ist S bestimmt durch die entsprechenden Punkte » und n, in 
G zusammen mit den 6 festen Doppelpunkten. Die Verwandtschaft 
der Systeme FE und G ist also vom fiinften Grade: 
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. § 2. 

Um die zweite Frage zu behandeln, nehmen wir in EF und G zwei 
Gruppen p, p,...p, und q, q,...q, von je 6 Punkten. 

Wie die Punktgruppen p,...p, und qg,...q, zur Construction 
der Punkte p,, und q,, Veranlassung gaben, so entstehen auf dieselbe 
Weise aus den Gruppen p, p, ..p, und q q,..4q die Punkte p,, und 
G24, ferner aus p,.. pgp, und q,.. 4, q, die Punkte p,, und q,, ete. 
Wir nehmen ferner einen Punkt p in FE und bestimmen zwei Punkte 
m und » in G durch die Bedingungen: 

M(G1> Gos V3» Us» Us) PO}. P(P1, Po; P3> Pay Ds) 
(G2) U3» V1» Us> Io) PFO}. P(Po, Dys Pas Psy Po) 

Sodann legen wir durch p, eine Gerade C,. Den Punkten p dieser 
Geraden entsprechen in G: 

1) Die Punkte m einer Curve dritter Ordnung M, welche durch 
Gi> Yor I3> V1» Us» GY; einfach geht und in q, einen Doppelpunkt hat. 

2) Die Punkte » einer Curve dritter Ordnung N, welche durch 
ds 41 Us Ue You Cinfach geht und in q, einen Doppelpunkt hat. 

M und N schneiden sich daher noch in zwei Punkten 4 und u. 

Von diesen beiden Punkten, z. B. von 4, soll bewiesen werden, 
dass 

ACG, Io Us Us Us Us) PLO}. O (P; Po + + Py Ps Po)» 
wo @ ein noch zu bestimmender Punkt der Geraden C ist. 

Zunichst ist klar, dass 4 als Punkt von M und N zwei Punkte 
ax ,g (deren Zusammenfallen aber bewiesen werden soll) zugehdren, so, 
dass 


A(G: G2 G3 Us Us) PLO}. T(P; Po Ps Py Ds) 
und 


A (G2 V3 Is Us Ue) PYO}- P(P2 Ps Ps Ds Pe) - 
Daraus folgt: 
(G2 Ws Us Us) PPO}. T(P2 Ps Ps Ps) PYO}- P(P2 Ps Ps Ps): 

x und » liegen daher auf dem durch p, p, p, p, gehenden Kegelschnitt, 
welcher iiber diesen 4 Punkten das Doppelschnittverhiiltniss 4(q, ¢, q, q;) 
fasst. a und fallen daher mit dem zweiten Schnittpunkt (ausser ¢,) 
von C und diesem Kegelschnitt zusammen. 

Zu dem Punkt 4 in G gehdrt also ein einziger Punkt in EF, so dass 


A(Q dz +++) PLO}. @ (MP2 + + + Ds)- 
Ein analoger Punkt gehért auch zu u. 

Lassen wir C sich um p, drehen, so entstehen zwei Curvenbiischel 
dritter Ordnung der Curven M und N, welche zugleich projectivisch 
auf einander bezogen sind. Unter den festen Grundpunkten ist ein 
gemeinsamer Doppelpunkt fiir alle Curven beider Biischel und drei 
gemeinsame einfache Punkte. 
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Die projectivischen Biischel erzeugen daher eine Curve sechster 
Ordnung mit einem vierfachen Punkt in q, und drei Doppelpunkten 
in q3 4, 4, welche ausserdem einfach durch q, und q, geht. 

Diese Curve ist aber nicht einfach. Liisst man nimlich C die 
Lage p, p,; annehmen, so sieht man, dass die entsprechenden Curven 
M und N beide die Gerade gq, q, enthalten. Dieselbe ist also ein Theil 
jener Curve sechster Ordnung. Dasselbe ist der Fall mit den Geraden 


qq, und q, g,. Diese 3 Linien sind aber unserer Frage fremd und 
nur durch die Besonderheit der angewandten Constructionen in das 
Resultat hereingekommen. 

Von dem Ort der Durchschnittspunkte entsprechenden Curven 
bleibt also noch eine Curve B dritter Ordnung iibrig, welche einfach 
durch 9,, G2) U3» Ui» Us» Ue Geht. Die Curve B geht auch durch die 
6 Punkte g,; q,..., welche dadurch erhalten werden, dass man von 
den 6 Punkten q, q,... dg immer einen ausliisst und denjenigen Punkt 
sucht, welcher von den fiinf tibrigen gerade so abhiingt, wie q,, von 
M1 do Ws Ns 4- 

Jedem Punkte 2 der Curve B entspricht ein einziger Punkt @ 
in E. Die Punkte @ liegen ebenso auf einer Curve dritter Ordnung A, 
welche durch p, p,...p, und p);, Pog... geht. 

Anmerkung. Es kann auffallen, dass auf der durch p, gehenden 
Geraden C urspriinglich nur zwei Punkte g erhalten wurden, wiihrend 
doch offenbar diese Punkte auf der Curve A dritter Ordnung liegen. 
Dies erkiirt sich daraus, dass p, selbst der dritte Schnittpunkt von A 
und C ist und der diesem Punkt zugehdérige 6 als Durchschnitt von M 
und N nicht erhalten wurde, weil ja von dem vollstindigen Ort der 
Punkte m oder », welche den Punkten p von C entsprechen, immer 
ein fester Kegelschnitt weggelassen wurde. Doch ist auch der Punkt 
6 in B enthalten, denn, zieht man die Tangente an A im Punkte p,, 
und nimmt dieselbe zur Linie C, so fillt einer der beiden Punkte o 
mit p, zusammen und daher der entsprechende 4 in B mit o. 


§ 3. 
Durch das Bisherige ist es nun leicht, die drei Punktepaare «, 
a, B,, «8, zu finden, fiir welche 
a(p; Po-+++Pr) proj. BCG; qo--++-G_) U.S W. 
Die Punkte 9, 4, fiir welche die Bedingung gilt: 
@ (Pi Po +++ Po) PTO}. A(M G2 +++ Is) 
liegen auf zwei Curven dritter Ordnung A und B. 
Die Punkte 9,, 4,, fiir welche 
01 (P2 Ps + + Po Pr) PYOj- 4, (G2 Us + - U6 Wr)» 
liegen ebenso auf zwei Curven A’ und BP’. 
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A und A’ haben die Punkte p, p, p, p, p, und p,, gemeinsam. Sie 
schneiden sich in drei weitern Punkten «, @,, a. Diesen 3 Punkten 
miissen in der Ebene G drei Punkte 6, B,, 6, entsprechen, welche 
sowohl auf B als auch auf B, liegen. 

Sie sind daher die Punkte, welche B und B, ausser 4.459; 5 %; oe 
gemein haben. 

Je zwei zugehérige dieser Punkte, z. B. a und 6 erfiillen daher 
die Bedingung: 

(Py Py +--+ Dz) Proj. BCG, G2 - - + - Wr) 

Bei der analytischen Behandlung der Aufgabe von Hesse treten 
die drei Punktepaare als Durchschnittspunkte zweier Kegelschnitte 
auf, welche einen bekannten gemeinsamen Punkt haben. Hier da- 
gegen stellen sich diese Punkte als Durchschnittspunkte von Curven 
dritter Ordnung dar, welche 6 bekannte gemeinsame Punkte haben. 
Diese beiden Constructionen lassen sich aber leicht auf einander zuriick- 
fiihren. 

Hat nian niimlich zwei Curven dritter Ordnung A und A’, von 
denen man fiinf gemeinsame Punkte kennt, so lassen sich auf verschie- 
dene Arten zwei Kegelschnitte angeben, welche die 4 iibrigen Schnitt- 
punkte von A und A’ gemein haben. 

Die Mittel zu dieser Zuriickfiihrung bietet die Verwandtschaft zwei- 
ten Grades. 

Zwei Systeme KE und EF, in derselben Ebene seien in einer sol- 
chen Verwandtschaft. a, b, ¢ seien die Hauptpunkte im System F;. 

Daun entspricht einem Strahlbiischel mit dem Mittelpunkt o in FE 
ein projectivisches Kegelschnittbiischel in E,. Die Grundpunkte des 
letzteren sind a, b, ¢ und der Punkt @, welcher in E, dem Punkte o 
entspricht. Die beiden projectivischen Biischel schneiden sich in einer 
Curve A dritter Ordnung. 

Einem andern Strahlbiischel in F mit dem Mittelpunkt 0, ent- 
spricht in E, ein Kegelschnittbiischel (a b ¢ @,). Beide schneiden sich 
in emer andern Curve dritter Ordnung A,. A und A, haben nun 
gemeinsam : 

1) Die Punkte a, b, «. 

2) Die Punkte, in denen o 0, von dem dieser Geraden in FE, ent- 
sprechenden Kegelschnitt getroffen wird. 

Alle weitern A und A, gemeinsamen Punkte'o sind solche, in 


- denen entsprechende Punkte der Systeme EF und E, zusammenfallen. 


Diese sich selbst entsprechenden Punkte o sind aber vier und 
kénnen auch als gemeinsame Punkte zweier Kegelschnitte erhalten 
werden, wie folgt: 

mn p seien die den Punkten a b) ¢ zugeordneten Hauptpunkte 
in E. 
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Dem Strahlbiischel mit dem Mittelpunkt m in E entspricht ein 
projectivisches Strahlbiischel in FE, mit dem Mittelpunkt a. Beide er- 
zeugen einen Kegelschnitt R. Ebenso erhilt man durch die sich ent- 
sprechenden Strahlbiischel ~ und } einen andern Kegelschnitt R,. R 
und F, schneiden sich in 4 Punkten 6, welche in EF und E£, sich selbst 
entsprechen. 

Sind nun die beiden Curven dritter Ordnung A und A, gegeben 
und fiinf a, b, ec, d, e ihrer Durchschnittspunkte bekannt, so kommt 
es darauf an, zwischen zwei Systemen F und E, eine Verwandtschaft 
i zweiten Grades festzusetzen, so dass A und A’ beide durch entspre- 
chende Strahl- und Kegelschnittbiischel in FE und FE, erzeugt werden. 

Hierzu bediirfen wir des Satzes: 

Zwischen zwei ebenen Systemen ist eine Verwandtschaft zweiten 
Grades bestimmt, wenn man die zugehérigen Hauptpunkte mn p und 
abe beider Systeme wihlt und ausserdem festsetzt, dass einer belie- 
bigen, nicht durch m, n, p gehenden Geraden G in £ ein beliebiger 
durch abe gehender Kegelschnitt R entspricht. 


Beweis. G schneide die Seiten mn, mp, np in den Punkten 2, », u. 
Nimmt man auf G einen weitern Punkt 0 an, sucht sodann auf R einen 
Punkt 0,, so dass auf G und R die beiden anharmonischen Verhiiltnisse 
(o x vw) und (0, ¢b a) gleich sind und bezieht man die Systeme E und 
“E, so auf einander, dass mn p und abe der Reihe nach zugeordnete 
Hauptpunkte in beiden Systemen sind, wiihrend ausserdem die Punkte 
o und 0, sich entsprechen, so ist leicht zu sehen, dass die Linie G 
von selbst dem Kegelschnitt R entspricht. 

Um nun die Aufgabe selbst zu lésen, seien wieder A A, die ge- 
gebenen Curven mit den bekannten gemeinsamen Punkten a, b, ¢, d, c. 

Die Linien ab, be, ac, de modgen die Curven A und A, beziig- 
lich in den Punkten yy,, wa,, BB,, 00, zum dritten Male schneiden. 
Dann sind alle diese Punkte bekanntlich durch lineare Constructionen 
zu finden. 

Py m, n seien beziiglich die Schnittpunkte der Linienpaare yo 
und y,0,, eo und @,0,, Bo und Bo. 

Man setze nun zwischen zwei Systemen EF und F, eine Verwandt- 
schaft zweiten Grades fest, so dass mnp und abe die zugeordneten 
Hauptpunkte in EF und £, sind und der Geraden 00, der Kegelschnitt 
abcde entspricht. 

Das Strahlbiischel mit dem Mittelpunkte o in F und das entspre- 
chende Kegelschnittbiischel in EF, erzeugen eine Curve dritter Ord- 
nung, welche zuniichst die Punkte 0a becde enthalt. Auf dieser Curve 
liegen aber auch die Punkte a, 6, y, denn der Geraden mo in E£ ent- 
spricht in FE, ein in zwei Gerade zerfallender Kegelschnitt, von dem be 
19 
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ein Theil ist, und « als Durchschnittspunkt von mo und be muss dem- 
nach der Curve dritter Ordnung angehéren. Ebenso sieht man, dass 
auch 6 und y auf dieser Curve liegen. Eine Curve dritter Ordnung, 
welche mit der gegebenen Curve A die Punkte oa bcdea By gemein 
hat, muss aber offenbar mit ihr zusammenfallen. Ebenso wird gezeigt, 
dass der Biischel 0, in E und der ihm entsprechende Kegelschnitt- 
biischel in EF, die Curve A, erzeugen. Die Punkte, welche ausser 
abede den beiden Curven gemeinsam sind, miissen also diejenigen 
sein, welche in den Systemen FE und £, sich selbst entsprechen und 
kénnen nach dem friihern als die Durchschnittspunkte zweier Kegel- 
schnitte R und R, erhalten werden. 

Es mag nur noch mit wenigen Worten eines besonderen Falles 
gedacht werden, der allerdings zu der vorliegenden Untersuchung keine 
Beziehung mehr hat. 

Sind von zwei Curven dritter Ordnung 8 Schnittpunkte bekannt, 
so kennt man von den oben genannten Kegelschnitten R und R, schon 
3 Punkte. Der vierte kann nun linear construirt werden. Man sieht 
daher, dass im Vorhergehenden die Lésung der Aufgabe enthalten ist, 
den neunten Punkt, in welchem sich zwei durch 8 gegebene Punkte 
gehende Curven dritter Ordnung noch schneiden, linear zu construiren. 

Nur sieht man aus den bisherigen Betrachtungen nicht ein, dass 
alle durch diese 8 Punkte gehenden Curven dritter Ordnung denselben 
neunten mit einander gemein haben. 

Um auch dies zu erértern, benutzen wir den folgenden Satz, der 
sehr leicht zu beweisen ist. 

Man kann zwischen zwei ebenen Systemen FE und E, eine Ver- 
wandtschaft zweiten Grades dadurch festsetzen, dass man bestimmt: 
4 Linien in EF, von denen keine drei durch denselben Punkt gehen, 
sollen vier durch die Punkte a bc gehenden Kegelschnitten in E, ent- 
sprechen, von denen keine drei einem Biischel angehéren. abc sind 
dann die Hauptpunkte in £,. 

Seien nun a bedef gh die gegebenen 8 Punkte. Man beziehe 
die Systeme FE und LE, in einer Verwandtschaft zweiten Grades so auf 
einander, dass den Geraden de, df, ef, gh in E die Kegelschnitte 
abede,abe df, abe ef, abe gh entsprechen. 

def sind dadurch offenbar zu sich selbst entsprechenden Punkten 
in E und E, gemacht. 

A sei nun eine beliebige, durch die 8 Punkte gehende Curve drit- 
ter Ordnung, welche die Gerade gh in dem Punkt o zum dritten Male 
trifft. Dann wird A offenbar durch das Strahlbiischel 0 in EF und das 
ihm in E, entsprechende Kegelschnittbiischel erzeugt und muss daher 
durch den vierten in den beiden Systemen sich selbst entsprechenden 
Punkt 6 gehen. 
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Lisst man o sich auf der Geraden gh bewegen, so erhilt man alle . 
Curven des Curvenbiischels, welches durch die 8 Punkte ab....gh 
bestimmt ist und den gefundenen Punkt 6 als neunten Grundpunkt 
enthilt. ° 

Bestimmt man unter diesen Curven diejenige, welche durch einen 
beliebigen Punkt ¢ geht, so hat man eine Construction der durch die 
9 Punkte abe...g hi bestimmten Curve dritter Ordnung. Zu diesem 
Zwecke ist nur néothig, den Punkt 0 so zu bestimmen, dass dem durch 
o gehenden Strahle 07 in E ein durch ¢ gehender Kegelschnitt in E, 
entspricht. Um diesen Punkt zu finden betrachte man das Strahl- 
biischel mit dem Mittelpunkt i in E. Demselben entspricht in EF, ein 
Kegelschnittbiischel projectivisch. Dem durch i gehenden Kegelschnitt 
dieses Biischels in E, entspricht daher in E ein durch i gehender 
Strahl, welcher offenbar der gesuchte Strahl 07 ist. Der Durchschnitt 
o dieser Linie mit gh ist der dritte Durchschnittspunkf der Curve drit- 


ter Ordnung abc... ghi mit der Geraden gh. 


§ 4. 

Legt man die Ebenen EF und G (§ 2.) auf einander, so hat man 
in derselben Ebene zwei Systeme EF, E,, zwischen welchen jene Ver- 
wandtschaft fiinften Grades besteht. 

‘Man kann nun nach den Punkten fragen, welche in beiden Sy- 
stemen sich selbst entsprechen, das heisst fiir welche 


M(P; Po Ps Py P,) PLO}. M(G Ye Is V1 Is) - 
Zuniichst soll der Punkt p, noch weggelassen und die Punkte n ge- 
sucht werden, fiir welche die Bedingung: 


(DP; Po Py Py) PLO}. (Gy Ye Fs I) 


besteht. 

Denkt man sich diesem Doppelschnittverhaltniss einen bestimmten 
Werth gegeben, so befinden sich die diesem Werthe zugehérigen Punkte 
n auf zwei Kegelschnitten R und L, welche beziiglich durch p, p, p, p, 
und q; q %3 4%, gehen und iiber diesen Punkten das gegebene Doppel- 
schnittverhiiltniss fassen. 

Lisst man den Werth des Doppelschnittverhiltnisses sich iindern, 
so beschreiben R und L projectivische Kegelschnittbiischel. Die Durch 
schnittspunkte der entsprechenden Curven dieser Biischel liegen auf 
einer Curve vierter Ordnung V, welche alle gesuchten Punkte » enthiilt. 


Man sieht nun, dass dem aus den Geraden p, p, ps p, bestehenden 
Kegelschnitte des einen Biischels der aus q, q. q3 q, bestehende Kegel- 
schnitt des andern entspricht. 

Jene Curve vierter Ordnung geht daher nicht nur durch die acht 


Punkte p, p, Ps; Py % Ye UG, sondern auch durch die 6 Schnittpunkte 
19* 
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(P; Po» G1 G2) (Pi Ps> G1 I) + + « (Ps Ps; Is 1) und ist durch diese vier- 
zehn Punkte bestimmt. 


Diejenigen Punkte o aber, fiir welche 


‘ O(P2 Ps Ps Ps) PYO}- (G2 G3 Vs Us) » 
liegen auf einer anderen Curve W vierter Ordnung, welche durch die 
Punkte py .. Ps G2 -+%s (P2Ps> G2 93) +++ (Ps Ps, Ud) geht. V und W 
haben die Punkte p,, Ps, Pyy Yo» Ys» Vir (P2 Ps» U2 Us) (Po Par Go Ws) 
(P3 P4> Ys YZ) gemein und schneiden sich daher in 5 weitern Punk- 
ten m, welche die Eigenschaft haben 
M (Py Py ~~ Ps) Proj. MG, 2+ + ds) » 

und also die gesuchten in jenen Systemen sich selbst entsprechenden 
Punkte sind. 
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Zur Theorie des eindeutigen Entsprechens algebraischer 
Gebilde von beliebig vielen Dimensionen. 


Von Max Noeruer in GOrrinGeEn. 


In der Theorie der algebraischen Functionen einer complexen Va- 
riabeln, die im Wesentlichen auf Abel, Puiseux und Riemann 
zurtickzufiihren ist, hat der Letztere eine Classification der Gleichun- 
gen aufgestellt*), welche diese Functionen definiren. Das Characte- 
ristische einer Classe ist, dass sich alle derselben angehérigen Glei- 
chungen eindeutig durch rationale Substitutionen in einander trans- 
formiren lassen. Wenn f = 0 die homogene Gleichung einer Curve 
n't Ordnung mit d Doppel- und r Riickkehrpunkten, so ist**) 

n—1-n—2 

pea mee 

die Classenzah] der Classe, zu welcher f= 0 gehért, und die Gleich- 
heit dieser Zahl fiir zwei Curven ist die nothwendige Bedingung fiir 
das eindeutige Entsprechen der beiden Curven. Die Zahl p, durch 
welche man die Ordnung des Zusammenhangs derjenigen Riemann’- 
schen Fliiche messen kann, in welcher sich die zur Classe p gehéri- 
gen algebraischen I'unctionen geometrisch darstellen lassen, giebt zu- 
gleich die Anzahl der allenthalben endlichen Integrale, welche sich 
auf eine solche Function beziehen. 

Eine Erweiterung dieses Theorems auf Functionen zweier Varia- 
beln ist erst vor kurzer Zeit von Herrn Clebsch gegeben worden ***), 
Wenn sich zwei Flichen rational in einander transformiren lassen, so 
haben dieselben eine Classenzahl gemeinschaftlich, die Herr Clebsch 
als das Geschlecht der Fliche bezeichnet. Nach dem Theorem, welches 
Herr Clebsch ohne Beweis mittheilt, ist das Geschlecht p einer 
Fliche »'** Ordnung f = 0, die nur die gewohnlichen Singularitiiten, 
Doppel- und Riickkehreurven, besitzen soll, gleich der Anzahl der in 
einer Fliche (n—4)' Ordnung noch unbestimmt bleibenden Coeffi- 
cienten, wenn man diese Fliiche durch die Doppel- und Riickkehrcurven 
von f = 0 hindurchgehen lisst. 





*) Crelle’s Journal, Bd, 54, 
**) Clebsch und Gordan, Theorie der Abel’schen Functionen. 
***) Comptes Rendus de l’Acad. des Sciences vom 21. Dec. 1868, p. 1238, 
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In einer kiirzlich der Societit zu Gottingen mitgetheilten Notiz*) 
habe ich diese Theorie nach mehreren Seiten hin ausgedehnt. Der 
Zweck der folgenden Abhandlung ist nun, das erste Theorem dieser 
Notiz zu beweisen. Dasselbe ist eine directe Verallgemeinerung des 
obigen Theorems, und umfasst einmal auch Flichen mit héhern coni- 
schen Knotenpunkten und hoheren vielfachen Curven, sodann aber 
auch die algebraischen Gebilde von beliebig vielen Dimensionen, fiir 
welche es in dem analogen Umfange, wie dies eben fiir Flichen an- 
gedeutet wurde, eine Classeneintheilung giebt. Zum Beweise werde 
ich mich einer Methode bedienen, die von den Herren Clebsch und 
Gordan in ihrem Werke iiber die ,,Abel’schen Functionen“ auf die 
Untersuchung der Functionen einer Variabeln angewendet wird, und 
die den Vortheil besitzt, sich, unter Zufiigung einiger Betrachtungen 
iiber eindeutiges Entsprechen héherer Gebilde und iiber algebraische 
Differentialausdriicke, leicht auf Functionen mehrerer Variabeln aus- 
dehnen zu lassen. Es wird hier nur néthig, die Beweise fiir Func- 
tionen zweier und dreier Variabeln vollstiindig durchzufiihren, aus 
denen sich dann das allgemeine Resultat sogleich ergiebt. Ich muss 
zuerst einige Siitze iiber das eindeutige Entsprechen zweier Flaichen 
und zweier von drei unabhingig Verinderlichen abhingender Gebilde 
geben, und gehe dann zur Untersuchung der Differentialausdriicke 
iiber, welche sich auf eine algebraische Gleichung beziehen, um hier- 
aus das erwihnte Theorem abzuleiten. 


§ 1. 
Eindeutiges Entsprechen von Fliichen. 


Zwei algebraische Gebilde entsprechen sich eindeutig, wenn sie 
durch rationale Transformationen der Coordinaten in einander iiber- 
gefiihrt werden kénnen. Bei diesen eindeutigen Transformationen 
kommen Eigenthiimlichkeiten vor, die eine genauere Betrachtung ver- 
langen. 

Die Flichengleichung n‘*" Ordnung: 

(1) f (a » % , %,%) =O 
werde durch die rationalen Substitutionen 


OL, = Py (Yi » Yr » Ys» Ms) 
(2) OL, = Po (Y; » Yo » Ys » Ms) 

OL, = Pz (Y » Yo > Ys > Ys) . 

OL, = Dy (Yr > Yo > Ys >» Ys) 


*) Nachrichten von der Kgl. Gesellschaft der Wissenschaften zu Gittingen, 
Jahrgang 1869, No, 15: ,,Zur Theorie der algebr. Functionen mehrerer complexen 
Variabeln.“ 
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wo @ ein willkiirlicher Parameter, die g rationale homogene Functio- 
nen s‘ Ordnung ihrer Argumente y sind, in die Form 


M.F (YY + 431%) = 9 
iibergefiihrt. Der irreductible Factor dieser Gleichung, 


(3) FY; 5% 5 Ys 2%) = 9, 

stellt die transformirte Fliche dar, welche der gegebenen eindeutig 
entspricht. Ein Factor M muss sich im Allgemeinen absondern, da 
F nicht eine Function der g sein kann; wenn es méglich sein 
soll, mit Hiilfe der Gleichung F' = 0 aus den Gleichungen ox; = 9; 
die y auch als rationale Functionen der x darzustellen. Sobald F' die- 
ser letztern Bedingung geniigt, repriisentiren die Gleichungen (2) und 
(3) eine eindeutige Transformation. Im Allgemeinen entspricht hier 
jedem Punkte der Fliche F' = 0 ein Punkt x der Fliche f= 0, und 
umgekehrt; im Besondern kann es jedoch eintreten, dass fiir einzelne 
oder auch fiir eine einfach unendliche Reihe von Werthsystemen der 
y die Functionen g siimmtlich verschwinden, also die x aus den obigen 
Substitutionsformeln unbestimmt hervorgehen, sowie in den umgekehr- 
ten Formeln die y unbestimmt werden kénnen. Die Functionen 
lassen sich als Gleichungen von Fliichen betrachten, die mit /' = 0 
Punkte oder eine Curve gemein haben kénnen. Fiir solche Werth- 


*systeme der y ergeben sich die entsprechenden Werthsysteme der 2, 


indem man das Werthsystem der y-sich dem betrachteten Punkte y 
annihern lisst. Man kann dabei eines der y, z. B. y,, als Constante 
ansehen, dann fiir Yr > Yo > Ys TESP. Yy FEM » Yo + EM, » Yg + EN 
setzen, die m nach aufsteigenden Potenzen von ¢ ordnen und diese 
Grosse gegen 0 convergiren lassen. Wenn die Functionen » in die- 
sem Punkte y einfach verschwinden, so hebt sich dabei der Factor «¢ 
heraus, den man in g eingehen liisst; indem man hierauf ¢ = 0 setzt, 
gehen die Gleichungen (2) in die folgenden iiber: 


OX, = 9 (Ys) > % + Pi (Yo) > M2 + Pi Ys) Us 
OL, = Py (Ys) + M1 + Po (Yo) + M2 + Pe (Ys)* Ms , 
= 93 (Y;)* 1m + Ps (Yo) + M2 + Ps’ (Ys) + 25 
Ox, = py (Y;)° KD + Py (Yo) + M2 + Pi (Ys) > Ns 


Zugleich hat man, wenn F' = 0 in y ebenfalls einen einfachen Punkt 
besitzt, fiir die » die Beziehung: 


(5) O = EF’ (y;) +m + EF’ (Yo) +m + F (ys) + 05 - 

Die Elimination von @ und der y aus diesen Gleichungen (4) und 
(5) fiihrt auf die Gleichungen zweier Ebenen, déren Schnittlinie auf 
der Fliche f= 0 liegt und dem betrachteten Punkte y von F = 0 
entspricht. Dies giebt den Satz: 
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»Wenn fiir einen eiyfachen Punkt von F’=0 die Functionen » 
in (2) einfach verschwinden, so entspricht diesem Punkte eine 
Gerade auf f = 0.“ 

Im Falle die m in dem einfachen Punkte von F' = 0 simmitlich 
ufach verschwinden, hebt sich in der Entwicklung der Gleichungen 
(2) nach Potenzen von « der Factor e“ heraus, indem alle Glieder 
bis zur w'** Ordnung verschwinden, und diese Gleichungen nehmen 
die Gestalt an: 





en. a ae # gi a 
(6) CF yp UTP tay, HTP orig, 
eS i. — 
+ + dy Ns 


G@=m1,2,3, 4). 
Indem man eines der y aus Gleichung (5) linear und homogen durch 
die beiden andern ausdriickt und in die Gleichungen (6) einsetzt, findet 
man die Coordinaten « der dem Punkte y entsprechenden Curve als 


rationale homogene Functionen u'* Ordnung zweier Parameter 4, was 
zu dem allgemeineren Satze fiihrt: 


,, Wenn fiir einen einfachen Punkt von F =O die Functionen 
in (2) wfach verschwinden, so entspricht diesem Punkte auf der 
Fliche f= 0 eine Curve w'* Ordnung, welche die Eigenschaft 
hat, ihre Coordinaten als rationale Functionen eines Parameters 
ausdriicken zu lassen.“ 


* 13 


Dass diese letztere Higenschaft stattfinden muss, liess sich schon . 


unmittelbar aus dem obigen specielleren Satze erkennen. Denn man 
kann immer an Stelle derjenigen Transformation, welche von der 
Fliche f=0O mit der Curve uw‘ Ordnung zur Fliche F = 0 fiihrt, 
zwei successive eindeutige Transformationen setzen, von denen die 
erste von f= zu einer Fliche f, = 0 mit einer Geraden fiihrt, die 
zweite von f, =0 zu F=O0. Wenn dann die Curve uw‘ Ordnung 
und die Gerade cinem Punkte y von J’ =O entsprechen, so miissen, 
da die beiden Flichen f und f, sich eindeutig entsprechen, auch die 
beiden Curven sich Punkt fiir Punkt entsprechen und somit das gleiche 
Geschlecht p haben. Die Transformation zwischen f und f, findet 
man, indem man die Ausdriicke der y aus Transformationsformeln 
zwischen f, und J’, die sich immer angeben lassen, in die Formeln 
zwischen f und F' einsetzt. Von diesem Princip der successiven Trans- 
formation werden wir noch weiterhin zur Vereinfachung der Untersu- 
chung Gebrauch maehen. 


Kinem vfachen Knotenpunkte von F = 0 ttageiale auf / = 0 
eine Curve, welche durch die Gleichung: 





(7) 


(7) 0=e. m’+Y Po a hte, 
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1, L 


in natin mit den siiassala « re (6) bestimmt wird. Diese 

Gleichungen fiihren zu dem folgenden Satze: 
Wenn fiir einen vfachen Knotenpunkt von F’ = 0 die Functionen 
gm simmtlich wfach verschwinden, so entspricht diesem Knoten- 
punkte auf f= 0 eine Curve, deren Geschlecht durch Gleichung 
(7) bestimmt ist. Den vFortschreitungsrichtungen innerhalb einer 
durch den Knotenpunkt gehenden Ebene entsprechen v Punkte 
dieser Curve, die auf einer Curve w' Ordnung liegen, welche 
die Eigenschaft hat, ihre Coordinaten rational durch einen Para- 
meter ausdriicken zu lassen. 


Noch einen weitern ganz iihnlichen Satze erhilt man fiir die 
Curve, welche eine vielfache Curve von F =O abbildet. Wenn F 
die Form hat: 

(8) O=-x-AX+24,A?-B+.--- +4, =—0, 
und die Functionen m durch die Curve A=0, B=O einfach hin- 
durchgehen, also die Substitutionsformeln die Form annehmen: 


(9) ox; = 4,A+ wB 


wo die x, 4, w Functionen der y sind, so findet man die v verschie- 


denen Punkte 2, welche einem gegebenen Punkte y der vielfachen 


Curve A = 0, B= entsprechen, indem man die Coordinaten dieses 
Punktes in die x, 2, uw, und sodann die v Werthe von ~ aus (8) in 


(9) einsetzt. Die Coordinaten dieser Punkte « werden dann von der 
Form: 
- 64=244,+ 4B, , (s=1,2,...), 
woraus folgt, dass die v Punkte x auf einer Geraden liegen. Allge- 
meiner hat man: 
Wenn durch eine vfache Curve von F =O die Functionen » 
wfach hindurchgehen, so entsprechen einem Punkte dieser Curve 
v Punkte auf f=0, die auf einer Curve u'* Ordnung vom Ge- 
schlechte 0 liegen. 
Die Abbildung von vielfachen Curven ergiebt sich, indem man aus 
den Gleichungen: 


O = 4-H)" + %, N*M tee Mem’, 
said, Fa @, 
ori = Any Mi Ne» 


die Verhiiitnisse der y, ferner 


a und @ eliminirt. 
2 


Ich will noch bemerken, dass Riickkebrpunkte von vfachen Cur- 
ven oder eine Riickkehrcurve selbst ebenfalls in diesen Satz einge- 


_#F_ Rag i 














298 


Max Nozrner. Zur Theorie des eindeutigen 


schlossen sind, und nur ein unendlich nahes Zusammenriicken der 
betreffenden Punkte x bedingen. 

Wenn in den bisher betrachteten Fallen die Functionen g in 
einem singuliren Punkte y von /’ = 0 nieht verschwinden, so bildet 
sich der Punkt y durch einen einzelnen Punkt x auf f=0 ab, und 
es ergiebt sich zu jeder Fortschreitungsrichtung in y auf F = 0 eine 
solche in dem entsprechenden Punkte x von f==0, so dass die Cur- 
ven auf F’, die in y einen vfachen Punkt zeigen, einen ebensolchen 
in ihrer Abbildung in x zeigen miissen. Wenn endlich drei der Func- 
tionen g und die Fliche # —0O mehrere Punkte gemein haben, so 
entspricht diesen Punkten im Allgemeinen ein Knotenpunkt auf f = 0, 
der jedoch eine hdhere Singularitét zeigt, als die eines conischen 
Punktes, ein Fall, den wir daher aus unseren spiiteren Betrachtungen 
ausschliessen werden. So kénnen einem biplanaren Punkte, der sich 
im Allgemeinen durch zwei sich schneidende gerade Linien oder die- 
sen entsprechende Curven abbildet, speciell zwei getrennte Punkte 
entsprechen, wie z. B. in der Reciprokalfliche. 

Diese und alle weiteren Fille ergeben sich, wenn man mehrere 
Transformationen nach einander ausfiihrt und bei diesen nur die bis- 
her entwickelten Abbildungen eintreten lisst. 


§ 2. 
Eindeutiges Entsprechen von héheren Mannigfaltigkeiten. 


Eine homogene Gleichung »' Grades mit r + 2 Variabeln: 
ES ree Lri2) = O 
definirt das Verhiltniss zweier der Variabeln als algebraische Function 
von y unabhingig veriinderlichen complexen Gréssen und stellt eine 
2rfach unendliche Mannigfaltigkeit vor. Zur Abkiirzung werde ich 
im Folgenden eine 2hfach unendliche Mannigfaltigkeit als eine oo?-* 
bezeichnen. Die auf f = 0 liegenden Mannigfaltigkeiten sind dann 
als o0%7-1, 00%"? .... 007-1 (Curven), oo° (Punkte) zu bezeichnen. 

Wenn sich zwei co*”, f(z) = 0 und F (y) = 0, Punkt fiir Punkt 
eindeutig entsprechen, so wird es im Besondern eintreten , je nachdem 
siimmtliche oder einige der Functionen g der eindeutigen Transforma- 
tion mehrfach verschwinden, dass einer co?" auf F = 0 eine o?* auf 
f =0 entspricht, wo x>h,r >h>0O. 

Da bereits der Fall einer co?’ die bei den Abbildungen eintreten- 
den Verhiltnisse deutlich iibersehen lisst, so beschrinke ich mich hier 
auf diesen Fall, der iiberdies noch dadurch weiteres geometrisches In- 
teresse hat, dass auf ihn die Gleichungen der Liniencomplexe zuriick- 
fiihren. 

Die Gleichungen (2) und (3) des vorhergehenden Paragraphen 
stellen wieder, wenn sie zu den folgenden 
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OL: = PY, > Yo Ys M9 Ys) » (= 1, 2, ..5) 
O= FY , Y2 > Ys» Ys > Ys) 
erweitert werden, eine eindeutige Transformation dar, durch welche 
man von der oo?3, F =O, au der co? 
O =f (%, , 2, , 3 yy, Ws), 

und umgekehrt, tibergeht. 

Fiir diejenigen Werthsysteme der y, fiir welche die g;, und zwar 
nicht simmtlich mehrfach, verschwinden, ergeben sich die zugehd- 
rigen Werthsysteme der x aus den Gleichungen: 


Or; = Pi (Y1)- m1 + i Yo) ~2 + PE (Ys) +03 + Hi (Ys) + M4 
(§—=1,2,.. 5). 
Im Falle hier fiir einen einfachen Punkt y von F' —0 die Functionen 
gy simmtlich einfach, oder eines der m oder mit Hiilfe von F—0O 
zwei der p zweifach, die iibrigen einfach verschwinden, folgt, dass 
dem Punkte y eine auf f= 0 liegende Ebene entspricht. 

Kann man mit Hiilfe von =O in einem Punkte y drei lineare Com- 
binationen der m im 2'" Grade verschwinden machen, wiihrend die iibri- 
gen 9 fiir diesen Punkt nur einfach verschwinden, soergiebt die Elimina- 
tion der g und » drei lineare Gleichungen, deren Lésungen f—=0 geniigen, 
also eine auf f= 0 liegende Gerade, welche dem Punkte y entspricht. 

Wendet man nun auf den Fall des mehrfachen Verschwindens 
der m das Princip der successiven Transformation an, so hat man den 
folgenden Satz: 

Im Falle die Functionen » in einem einfachen Punkte von 0 

simmtlich verschwinden, entspricht diesem Punkte auf f= 0 eine 

Flaiche, die sich rational durch zwei Parameter, oder eine Curve, 

die sich rational durch einen Parameter ausdriicken lisst. 

Von grésserem Interesse ist der Fall, dass einer Curve auf F = 0 
eine Fiche auf f= 0 entspricht. Wenn 4~0, B=0, C=O die 
Gleichungen der Curve sind, so werden hier die Transformationsfor- 
meln fiir den Fall, dass die g nur einfach verschwinden: 

O=—=Fiy)=—=ij4A+uB+2C 
oa = AA+wB+ y,C (¢=e1,2,...5), 
und die Elimination der A, B, C fihrt zu dem unvollstaindigen Deter- 
minantensystem : 


| a Ay ad v | 

| % A, My Vo | 
ee es As M3 V3 | ’ 

vs Ay My M% | 

| Xs, A, Us vs; | 


0 A u v | 


Denkt man sich nun in die 4, w, v die Coordinaten eines Punktes y 
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der Curve A=0, B=0, C=O eingesetzt, so stellt dieses System 
die dem Punkte y entsprechende Curve, eine Gerade vor. 

Die Gleichungen A—0O, B =O, C=O bestimmen aber eine 
Curve, der eine ganze Fliiche entspricht. Diese erhilt man, wenn 
man aus den Gleichungen: 


O=— An tem +n 
ox; = An, + wm. + rms, (¢ = 1, 2, .. 5) 
A=0,B=0,C=0 


drei der Verhiltnisse der y und eines der Verhiltnisse = ,  elimi- 


2 Ms 
nirt. Die x erscheinen dann als rationale lineare homogene Functio- 


nen zweier der 4, deren Coefficienten selbst algebraische Functionen 
einer. Variabeln sind, deren Irrationalitit gegeben ist durch die Glei- 
chuagen A=—=O0, B=O, C=O. Der Curve auf = 0 entspricht 
also auf f= 0 eine aus geraden Linien gebildete Fliiche, eine Regel- 
fliiche. Die in den Gleichungen A —0, B=O, C=O enthaltene 
Irrationalitit kann man durch Kinfiihren zweier neuen Variabeln s, z 
auf die in einer Gleichung y (s, 2) = 0 enthaltene zuriickfiihren, die, 
wenn sie von der m'" Ordnung wird, einen Kegel m'*' Ordnung, also 
eine Flaiche m'* Ordnung mit einem mfachen Knotenpunkte dar- 
stellt. Mit Hiilfe des unten folgenden Theorems, dessen Beweis den 
Gegenstand des vorliegenden Aufsatzes bildet, ergiebt sich aus dieser 
Bemerkung der wichtige Satz, dass die einer einfachen Curve auf 
F = 0 entsprechenden Regelfliichen auf f= 0 das Flichengeschlecht 
0 haben. Nimmt man noch die leicht zu beweisende Bemerkung hinzu, 
dass die Kegel sich im Allgemeinen nicht eindeutig auf einer Ebene 
abbilden lassen, so findet man mittelst Erweiterung durch das Princip 
der successiven Transformation den Satz: 

Im Falle die Functionen g lings einer einfachen Curve von F=0 

simmtlich wfach verschwinden, entspricht jedem Punkte der Curve 

eine Curve u' Ordnung auf f= 0, die sich rational durch einen 

Parameter ausdriicken liisst. Die der Curve auf /’ entsprechende 

Fliche auf f wird durch die Bewegung dieser veriinderlichen ratio- 

nalen Curve uw‘ Ordnung erzeugt und hat das Geschlecht 0, liisst 

sich aber im Allgemeinen nicht rational durch zwei Parameter 
ausdriicken. 

Von den noch iibrigen Besonderheiten, welche bei Abbildungen 
zweier co** auf einander eintreten, will ich nur noch die folgenden 
erwahnen. Wenn /’=0 einen Knotenpunkt enthilt und die @ ver- 
schwinden in diesem Punkte, so lost sich derselbe auf f= 0 im Allge- 
meinen in eine Fliche auf, deren Irrationalitit mit derjenigen iiber- 
einstimmt, welche die Gleichung / =O in der Nahe des Knoten- 
punktes besitzt. Eine vielfache Curve von /' =O, lings deren die p 
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verschwinden, lést sich in ihrer Abbildung auf f= 0 ebenfalls in eine 
Fkiche auf. Bei wfachem Verschwinden der lings dieser Curve von 
F entspricht jedem Punkte dieser vielfachen Curve eine Curve auf 
f= 0 (von héherem Geschlecht im Allgemeinen), die auf einer Fliche 
vom Grade uw liegt, deren Coordinaten sich rational durch zwei Para- 
meter ausdriicken lassen. Auch eine vfache Fliche von F = 0 lost 
sich, wenn die @ in allen ihren Punkten verschwinden, in ihrer Ab- 
bildung auf f= 0 in eine Fliiche auf, und jedem ihrer Punkte ent- 
sprechen vPunkte auf /, die auf einer Curve vom Geschlecht 0 liegen. 
Auch hier gilt die Bemerkung, dass sich alle weiteren Fille mit- 
telst des Princips der successiven Transformation erledigen lassen. Man 
fiihrt mittelst desselben alle Fille auf diejenigen des Entsprechens 
zwischen Fiche und Punkt und zwischen Fliche und Curve zuriick. 


§ 3. 
Die algebraischen Differentialausdriicke und deren Integrale. 


Ich betrachte diejenigen Irrationalitaten, welche mit der Gleichung 
einer irreductibeln co?”: 


(8 , % > 8» --+- &) =O, 


. die s als algebraische Function von + complexen Variabeln z definirt, 
verbunden sind. Zur symmetrischen Darstellung der Differentialaus- 
driicke, welche sich auf f= 0 beziehen, denke ich mir diese Gleichung 
in homogenen Variabeln geschrieben in der Form: 


(1) f (@y 5 Bey ++ > Begg) = O, 

und fiihre hier + neue unabhingig Veriinderliche derart ein, dass hier- 
durch keine weitere Irrationalitit in die Gleichung eingeht. Man 
erreicht dies dadurch, dass man als neue unabhingig Verinderliche 
yr rationale Functionen, 4,, 4,, ..4,, von s, 2,,.. 4, (identisch mit 
homogenen rationalen Functionen O' Ordnung von 2, %,... %+2) 
einfiihrt; denn diese Substitution geschieht durch Gleichungen von der 
Form: 

PtAg =9 , Hthp, =9,...9% +49 =0,5=5, 


die als die Formeln einer eindeutigen Transformation aufzufassen sind, 
bei der sich, mit Hiilfe von f= 0, auch die x rational durch 
8, a, 4, ,-d 

ausdriicken. Ich denke mir diese Formeln zur Definition der « als 
algebraische Functionen der + complexen Variabeln 4 benutzt. 

Es sei Gleichung (1) homogen von der n‘** Ordnung. Man hat 
fiir alle Werthe der unabhingig Veriinderlichen 4 die r+ 1 Glei- 
chungen: 
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of of oi eee = aed ee 
ga, 1 Toe, axe te aa 
Of dm, , Of dm, ... Opty 

oa, OA - Ot, Oh + + a * 8a, =e 

of Ox, of e Ox, eee _ Of ° Oat,+9 = 

da,  @ mT Oe aa, + YBa Oh on @ 

af as Of Om, .... 4 Of ings m. 

be, 2a, + 5a, ° Hm, + ess =— re: 


Hieraus folgt, dass sich die af verhalten wie die Unterdeterminanten 


nach den ¢; der Determinante: 








| _ es ae. Cree | 
i @& «-- dee 
| 
ot er 
| Oy a, Oa, 
| Bay . Oat pbs ine Of |? 
™ Ode Ode 
| am, Ox: ae Ok p49 | 
a, = GA, aa, | 
und somit ist der Ausdruck 
O23 Ox, OL,49 
244% 5,7, °°° 
of ' 
vy, Ol 
7 i Ox, 


der in Bezug auf die x symmetrisch ist, unabhiingig von den ganz 
willkiirlichen Gréssen c. 

Bezeichnet ferner © eine rationale homogene Function — r— 2" 
Ordnung der x, so ist 


Ot, O% 02,49 

O-St+anay 2, °° ti, 

ee a 
* Ou; 


ein nach den 4 genommener Difforentialausdruck , der, als homogene 
Function O' Ordnung, nur noch von den Verhiiltnissen der x ab- 
haingt, daher ein algebraischer Differentialausdruck in Bezug auf die 
A, dessen Irrationalitaét jedoch nur durch Gleichung (1) bedingt ist. 
In der Theorie der Functionen einer Variabeln betrachtet man 
allenthalben endliche einfache Integrale, genommen iiber Differential- 
ausdriicke, die Q analog sind, und weist nach, dass bei einer ein- 
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deutigen Transformation die Eigenschaft der Endlichkeit erhalten bleibt. 
Um hier einen ahnlichen Gang einzuschlagen und Anhaltspunkte fiir 
eine geeignete Bestimmung der Function 0 im Zahler von Q zu ge- 
winnen, wollen wir einen Blick auf die vielfachen Integrale von Q 


werfen: 








. Ox, Om, OL p19 
_ 0 . > + C; Ly day oh ¢oe 1, 
Qo= —_—— of - da, da, +++ da,. 
2 Ci Fe. 


Das Werthgebiet, iiber welches das rfache Integral ausgedehnt wer- 
den soll, kann man sich dadurch festgelegt denken, dass man der 
Reihe nach die 4A festbestimmte, einfach unendliche Werthreihen 
durchlaufen lisst, von constanten Grenzen an bis zu einem Werth- 
systeme 4, und zugleich jedem Werthsysteme 4 bestimmte Werthe 
der x zuertheilt, wodurch dann @ eine bestimmte Function der 4 wird, 
wenn innerhalb des Integrationsgebiets keine Unstetigkeiten vorkom- 
men. Kine Aenderung der Integrationsweise innerhalb desselben In- 
tegrationsgebiets, d. h. innerhalb einer gegebenen rfach unendlichen 
Werthreihe der z, kann durch Einfiihrung anderer Functionen wp statt 
der 4 bewirkt werden, und geschieht dann durch eine eindeutige Trans- 
formation, hat also auf die Irrationalitét, die sich in den Werthen 
der Integrale @ auspriigt, keinen Einfluss. Auch in Bezug auf-Un- 
stetigkeiten verhilt sich das Integral w bei verinderter Integrations- 
weise, wie das Integral eines eindeutig transformirten Ausdrucks Q’, 
den wir hier aber so bestimmen wollen, dass er ganz analoge Unste- 
tigkeiten besitzen soll, wie Q selbst. 

Einige einfache Betrachtungen iiber die Unstetigkeiten der viel- 
fachen lnitegrale ergeben nun Folgendes: 

Vor Allem wird @ unstetig in denjenigen Werthsystemen der 4, 
fiir welche der Nenner von © verschwindet. Um nur endliche Inte- 
grale zu betrachten, setzen wir daher voraus, dass 90 eine ganze, 
homogene Function (n — 7» — 2)" Ordnung der 2 sei. 

Dann sind die Unstetigkeiten von @ auf diejenigen Stellen be- 
schrankt, in denen 

Ze 


i Ou; 
verschwindet. Die Punkte, in welchen 


a ae 
Sag = 9, 


ohne dass die of 
Cx. 


De, 
d 


simmtlich einzeln verschwinden, repriisentiren zu- 


sammen das Verzweigungsgebilde von f =, das hier eine oo?’—» ist, 
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Fiir Flichen fallt dieses Gebilde mit der Curve zusammen, in welcher 
{= 0 vom Tangentenkegel des Punktes ¢ beriihrt wird. Irgend ein 
rfach unendliches Integrationsgebiet hat im Allgemeinen mit dem Ver- 
zweigungsgebilde wenigstens eine co”—* gemein, so dass man geni- 
thigt ist, iiber diese Gebilde hinweg zu integriren. Indessen ergiebt 
sich, dass die Unstetigkeit der Differentialausdriicke in den, Verzwei- 
gungsgebilden bei den Integralen wegfillt. 

f 


Den Punkten, in welchen die ge 


sprechen die auf f= 0 liegenden vielfachen Mannigfaltigkeiten. Wir 
werden hier nur diejenige EKigenschaft der Function © anfiihren, 
welche man durch einfache Betrachtungen fiir die Endlichkeit der In- 
tegrale als nothwendig erkennt, und von der wir im Folgenden allein 
Gebrauch zu machen haben. Wir setzen dabei voraus, dass die viel- 
fachen, auf f= 0 liegenden Mannigfaltigkeiten nicht selbst wieder 
specielle Singularitiiten enthalten, die denen analog wiiren, welche bei 
einer Flache durch das Zusammenfallen von Tangentenebenen lings 
einer vielfachen Curve oder durch den Uebergang eines conischen 
Knotenpunkts in einen planaren eintreten, und die sich in der, fiir 
die Punkte in der Niihe der betreffenden Singularitaét modificirten Glei- 
chung f= durch das Absondern von Factoren oder auch, bei viel- 
fachen co?°— auf f = 0, durch das Zusammenfallen von Factoren 
ausdriicken wiirden. Diese Singularititen erfordern jedesmal ganz 
specielle Untersuchungen. Nur der Fall, dass lings einer doppelt zu 
zahlenden co?”— auf f= 0 die beiden linearen Factoren, in welche 
f= O in der Nahe jedes Punktes dieser o0?”—" zerfiillt, zusammen- 
fallen, also speciell der Fall einer Riickkehreurve auf einer Fliche 
{= 0, ist hier noch mit beriicksichtigt. 

Die Bedingung, dass die Integrale, genommen iiber allgemeine 
Integrationsgebiete, die durch Werthsysteme von vielfachen co™ hin- 
durchgehen, nicht unendlich werden sollen, erfordert, dass 0 lings 
jeder wfach ziihlenden co” auf f=0O (u—vr + h)mal verschwinde, 
d. h. diese co” selbst als eine (u — r + h)mal ziihlende besitze. Fiir 
uw +h<=r hat © keiner Bedingung zu geniigen. 

Kine eingehende Untersuchung des Verhaltens der vielfachen Inte- 
grale in allen hier méglichen Fiillen in Bezug auf ihre Unstetigkeiteu, 
sowie die noch weitergehende Untersuchung in Bezug auf ihre Werthe 
bei verschiedenen Integrationsgebieten , liegt unserm eigentlichen Gegen- 
stande viel zu fern, als dass wir sie hier fiihren kénnten. Beiliiufig 
bemerke ich, dass schon die Doppelintegrale die Eigenschaft haben, 
bei stetig verinderten Integrationsgebieten zwischen denselben Grenzen 
im Allgemeinen sich stetig indernde Werthe zu geben*). 


simmtlich verschwinden, ent- 





*) Diese Untersuchungen fiihren unter andern interessanten Resultaten auch 
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g 4. 


Die eindeutigen Transformationen. 


Wir benutzen die vorstehenden Betrachtungen dazu, die Differen- 


tialausdriicke 
; Oty Da | Durts 
Oa en ee ae 
rom 
i . Oxi 


zu normiren. Wir legen der Function 0 die Kigenschaften bei, erstens, 


auf die Erweiterung des Abel’schen Theorems fiir vielfache Integrale, die schon 
Jacobi nach *verschiedenen, an mehreren Orten zerstreuten Bemerkungen fiir 
speciellere Fille gekannt hat. Dasselbe spricht sich fiir unsere Differentialaus- 
driicke, in denen © eine gunze Function ist, folgendermassen aus: 

, Die Summe 


” Ox, ON, OL)49 
t 6) . = + Cy Ly Oy Oly «oe .¢6-* 04, 
yt, 
= = 
i 0x; 


ausgedehnt tiber die n . mm... mr Schnittpunkte von f= 0 mit 
Pt ig =0, gptiyp =0,..-9r +4rgr=0, 

welche einem gegebenen Werthsysteme der 4 entsprechen, ist gleich Null.“ 

In speciellen Fillen, in denen f mit einigen der gm hihere Mannigfaltigkeiten 
gemein hai, reducirt sich natiirlich die Anzahl der Glieder dieser Summe bedeutend. 

Man beweist dieses Theorem entweder durch Betrachtungen, die den von 
Riemann tiber das einfache Abel’sche Theorem angestellten analog sind, oder 
rein algebraisch, indem man Ziihler und Nenner des Ausdrucks 2 mit der Deter- 


minante ; ; ‘ 
ZH hk, fe(Pi + Agr )s--- (, +4, Py rpg 


wo die kj Constanten und: (gp + 19’)i = fe +4 ce , multiplicirt und auf das 


Product den von Jacobi herriihrenden, von Clebsch in Crelle’s Journal Bd. 63, 
p. 228 bewiesenen Satz anwendet, 

Fiir die nicht homogene Form f(s, #,, %,..#r) = 0 lautet der Satz: 

Die Summe: 

x 4, - a; 

| eo 
0s 
wo @ eine ganze Function (n — + — 2)" Ordnung der s und «, A die Functional- 
determinante der « nach den 2, ist, wenn ausgedehnt iiber die m.m,m,..mr 


: Schnittpunkte von f ="0 mit den g;+ 4; p/, welche einem gegebenen Werthsysteme 
der*2 entsprechen, gleich Null.“ 
Die Gesammtheit der so entstehenden, den verschiedenen Werthen von © ent- 


sprechenden Gleichungen bildet ein simultanes System partieller Ditterentialglei- 
chungen 7*t Ordnung mit + unabhiingigen Variabeln, das eine particulire alge- 
braische Integration zuliisst. 
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eine ganze Function (n — r — 2)" Ordnung zu sein, und zweitens, 
jede wfach zihlende co®-* auf f= 0 selbst als eine (u — r + h)fach 
zihlende oo?-* zu besitzen. Dabei sollen die in dem vorhergehenden §. 
fiir die Singularitiiten der vielfachen oo?-" angenommenen Voraus- 
setzungen gelten. Wenn © diesen Forderungen gemiiss bestimmt ist, 
so nennen wir der Kiirze wegen das zugehdrige Q einen fiir f = 0 nor- 
mirten Ausdruck Q. 

Die Anzahl »p der fiir f= 0 normirten Ausdriicke Q iat eine end- 
liche und gleich der Anzahl von Coefficienten, die in O noch unbe- 
stimmt bleiben, wenn © den obigen Bedingungen geniigt, niimlich 
gleich der Anzahl solcher speciellen Functionen 0’, aus denen sich das 
allgemeinste, den Bedingungen geniigende 90 linear zusammensetzt. 
Giebt es keine Mannigfaltigkeiten 0 mit den geforderten Eigenschaf- 
ten, so ist die Anzahl » = 0 zu setzen. 

Um unsern Zweck zu erreichen, eine charakteristische Zahl fiir 
die Irrationalitét, die mit der Gleichung f= 0 verbunden ist, aufzu- 
stellen, werden wir die fiir f—0O normirten Ausdriicke Q in andere 
Ausdriicke eindeutig transformiren, die sich auf eine neue Gleichung 
Fy) = 0 beziehen, welche f(x) = 0 eindeutig entspricht. Es seien 
die rationalen Transformationsformeln: 

a= Qily), ((=1, 2,..,7r+4+2), 
in denen die m ganze Functionen der s‘" Ordnung. Durch diese For- 
meln geht f(#) = 0 iiber in: 
M.F (y) = 0, 
wobei sich ein Factor M nach § 1 absondern muss. Durch die gleiche 


Transformation wird sodann der fiir f= 0 normirte Ausdruck Q iiber- 
gehen in einen Ausdruck ’: 


O.D.S+k, y, 2% 2%... Gye 


Q = Y = ——__—_ EL 
a L 
i CY; 
wo 
OX O10 
Den eg ess, ee 
* +3 Ou, OY OYp42” 
a] OM, 
ky = 2G; 
i Ox; a, 


Auf den Werth von Q’ bleiben die Gréssen hk, ganz ohne Kin- 
fluss, und diese lassen sich daher als willkiirliche Constanten, als die 
Coordinaten eines beliebigen Punktes, betrachten. 

Der neue Ausdruck Q’ hat ganz die Form von Q. Wir werden 
nun nachweisen, dass, wenn das Entsprechen von /(x) = 0 und £(y)=0 
ein eindeutiges ist, der Zihler OD von Q’, der eine ganze Function 
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der y ist, durch die gemeinschaftlichen Werthsysteme von M = 0 mit 
F' = 0 ebenso oft als M selbst hindurchgeht, woraus dann zu schliessen 


ist, dass a mit Hiilfe von F = 0 zu einer ganzen Function gemacht 


werden kann; wir werden ferner zeigen, dass diese ganze Function a 
in den vielfach zu zihlenden Mannigfaltigkeiten von F’ = 0 diejenigen 
Kigenschaften besitzt, welche Q’ zu einem fir / =O normirten Aus- 
drucke Q machen. Bei eindeutigem Entsprechen kann man daher aus 
jedem fiir f—0O normirten Ausdrucke Q einen solchen in Bezug auf 
= 0, und umgekehrt, ableiten, und die Anzahl p dieser Ausdriicke 
ist folglich dieselbe in Bezug auf beide Gleichungen. Da sich diese 
Zahl p aus dem Grade und den Singularitiiten jeder Gleichung zu- 
sammensetzen liisst, so kann man sie als eine fiir die Irrationalitit die- 
ser Gleichung charakteristische Zahl aufstellen; ihre Gleichheit bei 
zwei 2rfach unendlichen Mannigfaltigkeiten ist eine nothwendige Be- 
dingung fiir die Méglichkeit des eindeutigen Entsprechens derselben. 

Die erwihnten Beweise werde ich hier fiir drei unabhingige Va- 
riable fiihren, aber in einer Form, die sich direct erweitern lisst und 
die Beweise allgemein giiltig macht. Ich schicke einige Hiilfssiitze 
iiber das Verhalten der Substitutionsdeterminante D, die ich im Fol- 
genden anzuwenden habe, voraus. 


g 5. 


Untersuchung der Determinante der Substitution. 


Durch die 'Transformationsformeln 
= Di (Y > V2 > Ys>%54s) » @ = 1,2,..5), 

wo die m von der s' Ordnung, werde /(#,, %,.. 2%) = 0 in 
F(Y,, Yo, ++ Ys) =O itibergefiihrt. Wir werden das Verhalten der Sub- 
stitutionsdeterminante der Reihe nach in den Fiillen untersuchen, in 
denen einer niedrigeren Mannigfaltigkeit auf f— 0 eine hohere auf 
i’ = 0, und umgekehrt, entspricht. Dabei kénnen wir uns wieder auf 
die einfachsten Arten der Transformation beschriinken, indem sich die 
iibrigen Fiille auf diese mittelst des Princips der successiven Transfor- 
mation zuriickfiihren lassen. 

1. Wenn einem Punkte auf / eine Fliche auf 2’ entspricht, so 
kann man die Transformationsformeln in die Form setzen: 


ez, = A. ¥, 
or, = A.W 
or, = A. yy 
er, = A. Y, 


or, = P;- 
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Die Determinante 
we Ov oe) .. (42% GA) , 0% 
D= e+ (455 ‘ . v5 = (4 DMs + id 2y,) OYs 
verschwindet im dritten Grade lings des Schnittes von A =O mit 
F=0. 


2. Wenn einem Punkte auf f eine Curve auf F' entspricht, so 
werden die Transformationsformeln: 


oz, = Ay, + By, 

ox, = Ay, + By, 

ox, = Ay, + By, 

ox, = Av, + By, 

QL, = ®;- 
Die Transformationsdeterminante D verschwindet hier im zweiten Grade 
in dem Schnitt von A—0, B=O0, F=0O. 


3. Wenn einer Curve auf / eine Flaiche auf F' entspricht, so kann 
man in der Nihe jedes Punktes dieser Fiche den Transformationsfor- 
meln die Gestalt 2. geben, und D verschwindet daher ebenfalls zwei- 
mal lings der auf F egenden Fiche. 





In den umgekehrten Fiillen verschwinden die 5 Functionen g,, 
jedoch, wie wir annehmen, nicht simmtlich in héherm, als dem ersten 


Grade. 


. : ‘ : 09; . 
Es seien die Elemente von D bezeichnet mit ox = dy, und die 
k 
‘ . oD " 
Unterdeterminanten von D seien Dy = = . Wir gehen aus von der 
ik 


identischen Gleichung: | 
(a) D.y=s. SD, -%, 


durch Differentiation nach y,, wo « von A verschieden, ergiebt sich: 


oD ol 
dy, a Fito “O+ Dy - Fay} 
da aber identisch: 
2 Dy, i 0, 
so folgt: 
aD aDy, 
(B) oy, . Y, =S 2 ay, ° P,° 


4, Die Functionen  sollen einen Punkt gemein haben. In diesem 
Punkte verschwinden nach (@) und (6) die Determinante D und ihre 
ersten Differentialquotienten, d. h. in einem gemeinsamen Schnittpunkte 
der » verschwindet D zweifach. 
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Kine weitere Differentiation nach y,, wo v von w und A verschieden, 
ergiebt: 


(y) eD 


m0%, 


¢ Pa Dia 
“R~msez ts ~ By,ey, Ph 


Aber aus der identischen pea 2D, P,, = 9 folgt die wiederum 
h 
identische Gleichung: 


oD, OPny 
(9) iG eS 


0 Yu Yu ~ 
daher: 





ODia 
OY,2Y, D, . 


‘Hh=—szD, 7 


“iat z=: 
h 
5. Die Functionen » sollen eine oR gemein haben. In diesem 
Falle kann man immer in jedem Punkte dieser Curve einen Parameter- 
q so bestimmen, dass nicht nur: 


MW=8-ZHa-Hx—=0 ; (¢=n 1, 2,..5), 


, @D 
(7) 89,0, 


sondern auch in diesem Punkte: 
o 


ZH y out 0 Cue, By BR 

Aus dem System dieser Gleichungen folgt sogleich, dass in diesem 
Punkte die siimmtlichen ersten Unterdeterminanten Dx von D ver- 
schwinden. Daher verschwinden auch nach (y’) die zweiten Differen- 
tialquotienten von D, d. h. lings einer den g gemeinsamen Curve 
verschwindet die Determinante D dreifach. 


Aus (y) folgt durch weitere Differentiation nach y,, wo z von A, wu, v 


verschieden: 
&D > o Da | Oe OPiy Fe Diy 
CY,0I,0U_ 22 > Oyo PT Oy,” OY ™ a MT 


+ aaa, pt 910} ° 
Die identische Gleichung (0) giebt aber: 


{; e Dia Fen : oe ODy . OPw P Pry me 0 


_ outta nai 
0U,0Un Pav +— +73 OUn O%n + ha OY, OUn 


h 


Benutzt man die an die aus dieser durch Vertauschung von v 
und x hervorgeht, so wird die vorhergehende Gleichung: 


@e&D PD Diy 2% 





(2) OY OY, OUn aes =| BY, Oy 0Y_ % BYy  OYp 
ODay OPin OD OPia a OP Diy PD in 
oo —_— a : 





“Oy, Oy, OY,  By0te 2° oy, by, 


— oy, 
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6. Die Functionen » sollen eine Filiiche gemein haben. Nach 5. 
ist gp =0, Dia=O0. Ferner kann man hier in jedem Punkte der 
Fliche immer zwei Parameter g , 7 so bestimmen, dass zugleich: 


Pi =F =A Hn ye =0, 


Ou 
* saat a 


OUR 
> . —— 
: Pix or 


G = 1,2, ..B, 


woraus folgt, dass die siimmtlichen ersten und /zweiten Unterdetermi- 
aD 
nanten Dx und de, 


0, 


== () 


? 


von D verschwinden. Da 
ap 
e DD. v7) Dy, v7) Piru 


tn — Foam Bq’ 





1. 0it 
so folgt auch, dass simmtliche a verschwinden. Nach (€) ver- 
‘Jn 


schwinden also auch die dritten Differentialquotienten von D; d. h. 
lings einer den m gemeinsamen Fliiche verschwindet die Determinante 
D vierfach. 

Hat man vier Functionen @ von gleichem Grade, welche Flichen 
bedeuten, so bezeichnet man die Functionaldeterminante dieser vier 
Functionen als die Jacobi’sche Fliche der m, und die Siitze 4. und 
5. bedeuten hier: 

»in einem gemeinsamen Schnittpunkte der Fliichen m; = 0 hat 
dio Jacobi’sche Fliiche derselben einen Doppelpunkt. Haben diese 
vier Flichen gleichen Grads eine Curve gemein, so ist diese Curve 
zugleich eine dreifache Curve der Jacobi’schen Fliiche.“ 


§ 6. 
Untersuchung der transformirten Ausdriicke Q. 


Kine Untersuchung der Ausdriicke Q’ ist nur fiir diejenigen Punkte 
anzustellen, in denen M oder in denen die F’(y,) simmtlich ver- 
schwinden. Fiir diese Punkte hat man die Gleichungen: 


1” ,Of ax ¢ 
M.FI (n) =O Bit. oe, (h=1, 2,..5). 


Mittelst dieser Gleichungen kann man schon in den einfacheren 
Fallen, in denen niedrigeren Mannigfaltigkeiten auf f héhere auf F 
entsprechen, zeigen, dass der Zihler ©. D in Q’ durch die M und 
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F gemeinschaftlichen Werthsysteme wenigstens ebenso oft als M hin- 
durchgeht. 

1. Einem einfachen Punkte auf f entspreche eine Fliche auf F. 
Nach den Transformationsformeln § 5. 1. wird sich M hier wie A, 


die Determinante D wie A® verhalten. A muss also liings der Fiche 


zweimal verschwinden, und ebenso Q’. Diesen Umstand werden wir 
noch weiterhin zu benutzen haben. 


2. EKinem Doppelpunkt auf f entspreche eine Fliche auf F. Nach 


§ 5. 1. verhilt sich M wie A?, D wie A’, d. h. > verschwindet ein- 
mal lings der Fliche. 

3. Einem héhern Knotenpunkte auf f entspreche eine Fliche auf F. 
Man hat hier, wie schon bei 2.: 

of of 0 

cf an @; f= 0, a ae as @. 
0 verschwindet dabei, wenn der Knotenpunkt ein wfaeher ist, (a—3)mal, - 
M verhiilt sich wie A“, D wie A*®. OD verschwindet also ebenso oft 
wie . 

4. Einer einfachen Curve auf f entspreche eine Fliche auf F. 
Nach § 5. 3. verschwindet D zweimal, wiihrend M einmal verschwin- 
-den kann, also D jedenfalls einmal mehr als M, lings der Fliche, 
welchen Umstand wir ebenfalls noch zu benutzen haben werden. 

5. Einer wfachen Curve auf f entspreche eine Fliche auf F. Hier 
verschwindet © (u— 2)mal, D zweimal, M kann wmal verschwinden, 
also OD ebenso oft als M. 

6. Kiner wfachen Fliiche entspreche eine Fliche auf F. Da die 


of 
Ox; 
(@ — 1)mal verschwinden, muss nach der obigen Gleichung auch 
M (w—1)mal verschwinden; aber © verschwindet hier ebenso oft 


als M. 


Die Untersuchungen der umgekehrten Fille, in denen die @ simmt- 





lich einfach, also die ef und ebenso die MI"(y,) (n— 1)fach ver- 
schwinden, erfordert eine nihere Betrachtung der Abbildungen der auf 
‘== 0 liegenden vielfachen Mannigfaltigkeiten. Ich werde hierbei, mit 
den entsprechenden Erweiterungen, den Weg verfolgen, der von Clebsch 
und Gordan, Abel’sche Functionen, § 16., fiir Curven und von 
Clebsch, diese Zeitschrift, Bd. 1, p. 270, fiir die Abbildung der Dop- 
peleurven rationaler Fliichen eingeschlagen worden ist. 

Wenn y und y zwei Werthsysteme sind, denen ein Werthsystem 
der x entspricht, so hat man, um die Abbildung der auf f= 0 liegen- 
den vielfachen Mannigfaltigkeiten zu finden, aus den Bedingungen: 
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(y) = 0 
die y' zu eliminiren. Um nicht auf identische Gleichungen zu kommen, 
lisst man den Punkt 2 = g(y’) sich zunichst dem Punkt x nur an- 
naihern, indem man 
(2) ui = Gily’) = ily) + 8% 
setzt, und eliminirt aus (2) und F'(y’) die y. Wenn man noch in der 
Resultante dieser Gleichungen ¢ gegen Null convergiren lisst, schreibt 
sich dieselbe in der Form: 


(3) 0O= R= af) + %f(%) +--+ %f(%;)- 

Das Schnittsystem von R = 0, F(y) = 0 hangt noch von den ganz 
willkiirlichen Gréssen z ab, die durch die Art der Elimination (2) ein- 
gehen und in einem unwesentlichen Factor herauszuschaffen sind. Die 
Gleichungen (2) werden nun noch erfiillt, wenn sich die y von den y 
nur um gewisse Gréssen von der Ordnung «¢ unterscheiden, wenn man 
also setzt: 

Yi = Yi + EM, 
und wenn zugleich die y einer weitern von den z abhingigen Glei- 
chung geniigen, die sich durch Elimination aus den Gleichungen er- 
giebt, in die jetzt die (2) iibergehen: 


09; (¥) 09;(Y) 
_ = +++ Sea er hs 
oF oF 
5, at: + Oy, 4, = 0, 
namlich: 
Pil(Yi)>» Pi(Yo)> - - PY), % | 
| . . . . . . 
(4) S = Q =| 


R5(Yi)s Ps(Yo)> - + Ps(Ys)> % 
F'(y;), F’(y), - » PF’), 0 
So lange die Coefficienten der z keinen gemeinschaftlichen Factor 
haben, werden die auf /= 0 liegenden vielfachen Gebilde durch die 
Gleichungen : 


F=0, Fy)=—0 
abgebildet. Da hier jedoch im Allgemeinen auch auf f=0O Funda- 
mental-Punkte und -Curven liegen, so wird S in Factoren zerfallen, 
von denen einige nicht in R enthalten sein miissen. Wir haben hier 
diese Falle genauer zu discutiren. 

R= 0 geht, nach dem Ausdrucke (3), (u — 1) mal durch die Ab- 
bildung jeder wfach zaihlenden, auf f= 0 liegenden Mannigfaltigkeit 
hindurch. Um das entsprechende Verhalten von S zu finden, kénnte 
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man die Qoefficienten der ¢ in (4) auf dem nimlichen Wege unter- 
suchen, wie die Determinante D in § 5. behandelt wurde. Wir koénnen 
indess auch aus dem Verhalten von D auf das von S schliessen. Man 
hat niimlich, da die z; beliebige Gréssen sind: 

R iol f'(p.) G 

8 Z + (Ys) - - Ps (Ys) F's) 
und gleich den analogen Quotienten. Aus den Gleichungen: 


MF'(ys) = 2 (pi) - Pi(Yr) 





folgt aver, dass diese Quotienten auch gleich > also: 


D verschwindet lings einer Fliiche auf F’, welche einem einfachen und 
einem Doppelpunkte auf f entspricht, resp. zweimal und einmal mehr 
als M, und lings einer Fliiche, welche einer einfachen Curve auf f 
entspricht, einmal mehr als M. Die entsprechenden Factoren, welche 
auch in S, enthalten sein miissen, sind nicht in R enthalten. Mit 
Hiilfe der am Anfang dieses § fiir = erhaltenen Resultate sieht man 
iiberhaupt, dass, wenn einem Punkte oder einer Curve auf f eine Flache 
-auf F entspricht, S den entsprechenden Factor resp. zweimal oder ein- 
mal enthilt. Wir sondern nun von S diejenigen Factoren doppelt ab, 
welche einfachen Punkten auf f, und diejenigen einfach ab, welche 
Doppelpunkten und einfachen Fundamentalcurven auf f entsprechen, 
und bezeichnen den Rest mit S’. Dieses S’ ist in R mit Hiilfe von 


F = 0 theilbar. $ geht noch (u— 1)fach durch die Abbildung der 


ufachen Fliche, (w — 2)fach durch die einer wfachen Curve, und 
(uw —3)fach durch die eines wfachen Punktes hindurch. Die Function 
© geht nun genau ebenso oft durch diese gemeinschaftlichen Werth- 


systeme von _ und F' hindurch, folglich, da z =F) auch ebenso 


oft wie y: wo D’ aus D gerade so entsteht, wie S’ aus S. 
Hiermit ist bewiesen, dass © durch alle Punkte, in denen die ganze 


Function > verschwindet, ebenso oft als cf , also wenigstens ebenso 


oft als = hindurchgeht. 


7. Wir kénnen jetzt mit wenigen Worten alle die Fille erledigen, 
in denen héheren Mannigfaltigkeiten auf f niedrigere auf F' ent- 
sprechen. Hier verschwinden die simmtlichen x einfach, daher 0, als 
Function der (n—5)'*" Ordnung, im Allgemeinen (n —5)mal. Aber 
nach dem eben bewiesenen Satze tritt hier, vermége der auf f= 0 
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liegenden singuliren Mannigfaltigkeiten, der besondere Umstand ein, 
dass © in den einfachen Fundamentalgebilden von F —0O in ebenso 


hoher Ordnung als > , also in hdherer Ordnung, als der (n — 5)'" 


verschwindet. So in einem Punkte, der einer Fliiche auf / entspricht, 
(wm —3)mal, in einer einfachen Fundamentaleurve (n — 4)mal, und 
ebenso oft in einem Doppelpunkte, der einer Fliiche auf f =O ent- 
spricht (da hier M (n—2)mal, D zweimal verschwindet). Man sieht, 
dass, wenn sich zwei Fliichen eindeutig entsprechen, die Ausdriicke Q 
lings derjenigen Mannigfaltigkeiten auf der einen Fliche, welche ein- 
fachen Fundamentalgebilden der andern Fliche entsprechen, immer 
solche Singularititen zeigen miissen, wie sie unter 1. und 4. dieses § 
erwihnt sind. 

8. Wenn auf F ein wfacher Knotenpunkt entsteht, werden die 
MF’ (y,) Null in der (n — 1)" Ordnung, also M in der (n — wu) 
Ordnung. D verschwindet nach § 5. 4. zweifach; © verschwindet 


(n — 5)fach, also oa (u—3)fach. Wenn auf F’ eine wfache Curve 
entsteht, findet man ebenso mit Hiilfe von § 5. 5., dass «(u —2)fach 


verschwindet, und wenn eine wfache Fliche entsteht, mit Hiilfe von 


§ 5. 6., dass or (wu — 1)fach verschwindet. 


Strenge genommen, haben wir sub 1. bis 7. nur nachgewiesen, 
dass © D durch das ganze Schnittsystem von M = 0, F' = 0 hindurch- 
geht, und es miisste noch der in der Curven- und Flichentheorie fort- 
withrend gebrauchte Satz dargethan werden, dass OD sich deshalb 
nothwendiger Weise in die Form setzen lisst: 


OD=A.M+B.F. 


Ks seien OD, M, F Functionen der s und «, F vom Grade m. Man 
kann nun M immer mit einem solchen Factor 4 multipliciren, dass 
aus M.A mit Hiilfe von / = 0 alles s verschwindet, und hat dann: 


Mi=O+4u.F, 
wo ® nur noch eine Function der z. Dividirt man nun 4. OD durch 
F, so liisst sich der Rest auf die (m— 1) Potenz in Bezug auf s er- 
niedrigen, also: 
OD.A=v.F4+9,8"'4+9,.5"?+...4+9,, 
wo die ® Functionen der x. Fiir jedes Werthsystem der x, das ® zu 
Null macht, lassen sich m Wurzeln fiir s angeben, fiir welche auch 


F verschwindet. Fiir alle diese Werthsysteme verschwindet aber auch 
M oder 4, also OD.A, daher auch der Ausdruck: 


Ms"! + Os" +... + ®,,. 
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Da nun dieser Ausdruck nur fiir (m— 1) Wurzeln zu 0 werden kénnte, 
miissen alle ®; entweder identisch verschwinden, oder ® zum Factor 
haben, und man hat die Darstellung: 
OD.A=vF+ oO =(v—ou)F+01.N, 
oder : 
OD=oM+*—" . F. 


Da OD eine ganze Function ist, so muss, wenn F' und 4 keinen ge- 
meinschaftlichen Factor haben, 4 in v — ou theilbar sein. Hin gemein- 
schaftlicher Factor von 4 und F' kénnte nach der Gleichung MA = 
® + wT nur von den x abhiingig sein, ein Fall, der durch eine vorher- 
gehende lineare Transformation immer zu vermeiden ist. Die verlangte 
Darstellung ist somit fiir jeden Fall bewiesen. 


§ 7. 


Das Geschlecht der algebraischen Gebilde. 


Die bisher gefiihrten Untersuchungen liefern den Beweis, dass 
den fiir f= 0 normirten Ausdriicken Q bei eindeutiger Transfornration 


wieder fiir J’ = 0 normirte Ausdriicke entsprechen, und dass also 


deren Anzahl p die gleiche ist. Um das Gesammtgebiet der hier be- 
handelten Fille zu iibersehen, braucht man nur wieder successive Trans- 
formationen auf die speciell betrachteten Fille anzuwenden, um zu 
dem Resultate zu kommen, dass alle Gleichungen, die co?-” mit viel- 
fachen oo?-” ausdriicken, welche nicht selbst wieder solche specielle 
Singularitiiten besitzen, wie sie in § 3. bezeichnet sind, in die Be- 
trachtung eingeschlossen sind. Wir bezeichnen die Zahl p als das 
Geschlecht der oo*-”, f = 0, und*haben, um das ganze Gebiet der 
algebraischen Gleichungen mit den eben erwihnten Beschrinkungen 
nach dieser Zahl p in Classen einzutheilen, in diesem Umfange das 
folgende Theorem bewiesen: 
Das Geschlecht p der oo*?-”, f=, ist gleich der Anzahl der in 
einer oo?-” vom Grade » — r — 2, 0 =O, noch unbestimmt 
bleibenden Constanten, wenn 0 = 0 gezwungen wird, durch jede 
wfache auf f= 0 liegende co?-* (w — r + h)fach hindurchzu- 
gehen. Fiir «+ h<~yr hat © keiner Bedingung zu geniigen. 
Die Zahl p hat die Eigenschaft, fiir zwei co?-”, f= 0 und P= 0, 
welche sich im Allgemeinen Punkt fiir Punkt eindeutig ent- 
sprechen, die gleiche zu sein, so dass p die Classenzahl ist fiir 
die Classe, zu der f = 0 und F = 0 gehéren. Die Gleichheit 
der Zahl p ist das nothwendige Kriterium fiir die Modglichkeit 
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einer eindeutigen rationalen Transformation zweier oo?-” in ein- 

ander. 

Die Frage nach den weiteren und hinreichenden Bedingungen 
des eindeutigen Entsprechens, die ich schon in meiner oben citirten 
Notiz behandelt habe, muss ferneren Untersuchungen vorbehalten 
bleiben. 


Gottingen, den 16. August 1869. 




















Ueber unendlich viele Algorithmen zur Aufliésung der 
Gleichungen. 


Von Dr. E. Scuriper in ProrzHemm. 


Das vielbehandelte Problem der Auflésung einer Gleichung wird 
im Folgenden aus einem, meines Wissens, neuen Gesichtspunkte in 
Angriff genommen, welcher die gemeinschaftliche Quelle sowohl fiir 
mehrere bekannte, als auch fiir unzihlige noch nicht beachtete Auf- 
lésungsmethoden bildet. Die Untersuchungen beziehen sich nicht nur 
auf algebraische, sondern auch auf transcendente Gleichungen mit 
einer Unbekannten. Anregung zu denselben erhielt ich 1867 durch 
einige Mittheilungen von Herrn Dr. Heinrich Eggers aus Meklen- 
burg — vormals Professor am Gymnasium zu Schaffhausen und gegen- 
wiirtig nach Amerika ausgewandert — dem ich namentlich die Kennt- 
niss eines grossen Theiles der in den §§ 2., 3., 7., 8., 11., 12., und 
15. vorgelegten, iibrigens selbststiindig von mir hergeleiteten Resultate 
verdanke. 


‘ § 1. 
Charakter der Auflésungsmethoden und Bedingung ihrer 
Anwendbarkeit. 


Ist f(z) irgend eine eindeutig definirte Function des complexen 
Argumentes z= a-+ iy, welches wir uns stets durch einen Punkt 
der Zahlenebene dargestellt denken wollen, so besteht die Aufgabe, 
welche den Gegenstand der nachfolgenden Betrachtungen bildet, darin, 
die Gleichung: 


(1) f(2) = 0 


aufzulésen, das heisst, irgend eine: Zahl (Wurzel) z, zu finden, von 
der Eigenschaft, dass 


(2) f@%) = 9 

ist. Es soll jedoch nur von denjenigen Wurzeln der beliebigen alge- 
braischen oder transscendenten Gleichung (1) die Rede sein, in wel- 
chen und um welche herum die Function f(z) stetig ist, fiir welche 
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ferner die Function von endlicher Ordnung Null wird. Nehmen wir 
das Zeichen z, um irgend eine erste eben dieser Wurzeln vorzustellen, 
so wird also die Function f (2) in einem gewissen, den Punkt 2, um- 
schliessenden Gebiete 7 einwerthig stetig und endlich, und wird /(2,) 
von endlicher Ordnung 0 sein. 

Aus der Functionentheorie ist nun bekannt*), dass der Grad der 
Vielfachheit der Wurzel z, oder die Ordnung des Verschwindens der 
innerhalb 7 einwerthigen Function f(z), ebenso wie die Ordnung des 


. : ; eS . 
Unendlichwerdens der reciproken Function 7 ™ dem Punkte z, eine 
(positive) ganze Zahl p sein muss, so dass man setzen kann: 

(3) f(2) = @—4)? ¥@), 


wo w(z) eine ebenfalls innerhalb 7’ einwerthige Function ist, deren 


Grenze 
lim yw (2) 


s=3, 
einen bestimmten von 0 und oo verschiedenen Werth erhilt. Da fer- 
ner die Derivirte d, y (2) = w(z) daselbst ebenfalls wieder einwerthig 
und endlich sein, da mithin: 


(4) lim (2 — 4) y (2)=0 

sein muss**), so folgt aus der differenzirten Gleichung (3), niimlich 
aus: 

6) 1) = (@— ay {pv (2) + @— 4) OOO} 


leicht, dass die Derivirte f(¢) unsrer Function im Punkte z, von der 
Ordnung p — 1 verschwindet. 
Die Gleichung : 


> & 
6) rr = 9 
muss demnach die niimlichen Wurzeln wie die Gleichung (1) — eine 
jede nur einfach — besitzen; ausserdem hat sie aber innerhalb 7’ noch 
diejenigen Werthe von z zu einfachen Wurzeln — und nur diese 
Werthe — fiir welche f(z) unendlich wird. 


Dieses vorausgesetzt, hat man zur Auflésung der Gleichung (1) 
bekanntlich unter verschiedenen Methoden die Wahl. Es giebt nun 
eine grosse und, wie sich zeigen wird, sogar unendliche Mannigfaltig- 
keit von Auflésungsmethoden, welchen allen dieser Charakter gemein- 
sam ist, dass man mit einer nahezu ganz willkirlichen Zahl z nach 
bestimmten Gesetzen zu rechnen beginnt, und durch eine hinreichend 


*) Vergleiche z. B. Durége, Elemente der Theorie der Functionen einer com- 
plexen veriinderlichen Grisse, Leipzig 1864, § 29. 
**) Tbidem § 24, und 27. 
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weit fortgesetzte Reihe von Operationen zu einem Resultat gefiihrt 
wird, welches der gesuchten Wurzel z, so nahe kommt, als man will. 
Jener Anfangswerth z kann manchmal als ein erster (oder nullter) 
Niherungswerth fiir die gesuchte Wurzel z, angesehen werden, von 
welchem aus man durch den Algorithmus der Auflésungsmethode suc- 
cessive zu besseren und genaueren Niherungswerthen gefiihrt wird; 
oft auch ist man dabei des Durchganges durch zwischenliegende Nihe- 
rungswerthe nicht bendthigt. Von der Wahl des Anfangswerthes hingt 
es in beiden Fallen ab, welche Wurzel der Gleichung f (¢) = 0 man 
finden wird; im Uebrigen erscheint er als eine innerhalb gewisser Ge- 
biete beliebige Constante, deren Kinfluss auf das Endresultat um so 
mehr verschwindet, je weiter die Rechnung fortgesetzt wird. Auf- 
lésungsmethoden der einen und der andern Art bilden den Gegenstand 
der nachfolgenden Untersuchungen. 


§ 2. 
Methoden der ersten Art (Algorithmen). 


Ohne dass iiber die Natur der Function f sogleich irgend etwas 
vorausgesetzt werde, soll nun die Gleichung (1) zunichst durch: einen 
Algorithmus aufgelést werden, durch dessen wiederholte Anwendung 
man von einem innerhalb gewisser Schranken beliebig angenommenen 
oder errathenen nullten Niherungswerth z ausgehend successive zu ge- 
naueren und genaueren Niihrungswerthen fiir die Wurzel z, gefiihrt 
werde. Ks handelt sich dann darum, eine solche Function F' aufzu- 
finden, dass die Gleichung: 

(7) a = F(z) 
stets einen Punkt 2’ liefert, welcher der Wurzel z, niiher liegt als der 
anfiinglich angenommene Punkt 2. 

Stellen wir uns niimlich eine solche Function F’ als bereits be- 

kannt vor, so wird die Berechnung von: 

s” = F(z’) 
einen neuen Puankt liefern, welcher von der gesuchten Wurzel z, noch 
weniger weit entfernt ist, als die beiden vorhergehenden z und 2’; 
und definiren wir iiberhaupt: 
(8) 2 = F(e¢-), 


so wird die Distanz des letzten Punktes 2”) von der Wurzel z, nach 
der iiber F’ gemachten Annahme kleiner sein, als die eines jeden der 

Db ? e 
vorhergehenden Punkte: 





s© == g, 6%) = pg’, gM ums”, ... , 9 


von der niimlichen Wurzel; mit andern Worten die Moduln der Diffe- 
renzen: 
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B—% , 2 — 8, 2 — 4%, --- , BO Y— 4, , eI — KH, 





welche man als die Fehler der verschiedenen Naherungswerthe bezeich- 
nen kann, werden eine abnehmende Reihe bilden. 

Eine fernere Forderung, die an die Function F' gestellt werden 
muss, ist aber noch die, dass erstere Distanz bei wachsendem 7 nicht 
allein stets abnehme, sondern auch wirklich bis zu 0 abnehme, so- 




























dass: ‘ 
(9) lim z© = g, 
werde. Fes 


Wenn diese Forderung, 
driickt lautet : 
(10) mod. fg -— #3 .< mod. et “\, 
fiir alle Werthe von 7+, wenigstens von einem bestimmten an bis roo, 

? 
erfiillt ist, so giebt die Gleichung (7) in der That einen Algorithmus 
von der verlangten Art an, durch dessen successive Anwendung man 
die Wurzel zg, der Gleichung (1) beliebig genau zu ermitteln im Stande 
1 5 55 
ist, und von welchem wir einfach sagen wollen, dass er von dem An- 
fangswerthe z an gegen die Wurzel z, convergire. 
5°"s 1 e 


nebst der vorigen, die analytisch ausge- 


Die Auflésung der Gleichung / (2) = 0 kann alsdann symbolisch 
wie folgt dargestellt werden: 
(11) 2, = lim F(z), 


wenn wir nimlich, wie kiinftig geschehen soll, die rfach wiederholte 
oder iterirte Function: 


(12) F (F{... 


bezeichnen. 

Die Bedingungen (9) und (10), welche also durch die Function } 
erfiillt werden sollen, lassen sich aber in vortheilbringender Weise 
umgestalten. 

Der Anfangswerth z soll niimlich innerhalb eines den Wurzelpunkt 
z, umschliessenden Gebietes U, welches fiiglich das Convergenzgebiet 
des Algorithmus fiir die Wurzel z, genannt werden kann, ein belie- 
biger sein. Stellt also z=, -+ ¢ einen hinreichend nahe an 2z, in- 
nerhalb dieses Convergenzgebietes gewiihlten Anfangswerth vor, und 
rechnet man den folgenden Niherungswerth 2’ oder: 


Fe, + 8) =24,4 & 


aus, so muss nach (10) stets mod. e° < mod. « sein; es muss folg- 
lich, wenn « irgendwie der © zustrebt, um so mehr auch ¢’ der 0 


zustreben, oder es muss: 
fim F(¢4+28 =—4, 
ee 


! }) = Fre 


r—l 


F|F @)]... 
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sein. Diese Gleichung lehrt, dass die Function J’ erstens in dem 
Punkte z, stetig sein, und zweitens die Bedingung: 

(13) F (@,) = 4 

erfiillen muss. 

Nun kénnte zwar von dem Punkte z, noch eine Unstetigkeitslinie 
der Function F ausgehen, oder ein Verzweigungsschnitt, wenn diese 
Function in mehrere Blatter fortgesetzt wiirde; wir wollen uns aber 
auf die Aufsuchung solcher Functionen F’ beschrinken, welche inner- 
halb U, oder wenigstens innerhalb eines den Punkt z, umschliessen- 
den. Theils dieses Convergenzgebietes, einwerthig sind. 

Alsdann lasst sich F(z) oder F' (2, + €) innerhalb eines den Mit- 
telpunkt z, umschliessenden Kreises, oder fiir ein ¢ von hinreichend 
kleinem Modul, in eine Taylor’ sche Reihe entwickeln: 


F (4 +8) = F(%) + eF%@,) + § FO @) +--+, 
oder wegen (7) und (13): 
(14) f= + eF%) + 5 FO) +---- 


Vorausgesetzt , dass zuniichst #’“(z,) von 0 verschieden sei, wird 
fiir ein hinreichend kleines ¢ das Glied ef’ (z,) alle rechts nachfol- 
genden Glieder iiberwiegen, und man wird fiir ein unendlich kleines « 
setzen kénnen: 


a—2, = F(z). 


Soll der Medul dieser Differenz gemiiss der Forderung (10) klei- 
ner sein, als derjenige von z— 2, =e, so erhalten wir als zweite 
Bedingung, welcher die Function F' unterworfen sein muss: 

(15) ‘ mod. F' (z,) <1. 

Wire F' (z,) = 0, so wiirde diese Bedingung ohnehin erfiillt 
sein. 

Wenn nun aber die Bedingung (15) iiberhaupt erfiillt ist, so 
wird der Fehler des ersten Niherungswerthes, d. i. 2 — 2,, seinem 
Modul nach geschiitzt, nur ein Bruchtheil des urspriinglichen Fehlers 
der Annahme, d. i. ¢ — 2, =e sein, und da man durch wiederholtes 
Multipliciren mit einem constanten echten Bruche jede Zahl der 0 so 
nahe bringen kann als man will, so ist es unschwer nachzuweisen, 
dass dieser Fehler des Niherungswerthes, bei fortgesetzter Anwendung 
des Algorithmus, der 0 in der That zustrebt, oder dass auch die For- 
derung (9) erfiillt ist. 

Es lassen sich also, wenn wir uns auf eine einwerthige Function 
F beschriinken, die beiden Bedingungen (9) und (10) durch die (13) 
und (15) ersetzen. 

Ferner kann man beiliiufig den Satz aussprechen: 
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Ist F (2) eine um den Punkt 2, herum einwerthige Function, wel- 
che den Bedingungen (13) und (15) geniigt, so kann man immer eine 
iibrigens willkiirliche Zahl 2 nahe genug an 2, annehmen, damit die 
Gleichung (11) erfiillt werde; mit andern Worten, fiir alle Punkte 2 
eines gewissen um den Punkt 2, herum liegenden Gebietes strebt die ohne 
Ende fort iterirte Function F (2) der Wurzel 2, der Gleichung F (2) = z 
als Grenze zu. 

Wir hatten gefunden, dass unter den Voraussetzungen (13) und 
(15) die Gleichung (7) einen Algorithmus von der verlangten Art an- 
giebt. 

Wird der Fall: F'™ (z,) = 0 ausgeschlossen, so mége die Con- 
vergenz des alsdann vorliegenden Algorithmus eine lineare, oder von 
der ersten Ordnung genannt werden, weil hier der Fehler des Niihe- 
rungswerthes der ersten Potenz des Fehlers beim Anfangswerthe um 
so genauer proportional ist, je kleiner der Modul des letzteren ist. 

Kinen viel brauchbareren Algorithmus erhilt man jedoch, wenn 
die Function F’ so gewihlt wird, dass zu den friiheren Bedingungen 
noch die Gleichung: 

(16) F (z,) = 0 
hinzutritt. Ist hier die nichst hdhere Derivirte F®(z,) von O ver- 
schieden, so wird fiir ein unendlich kleines ¢ der Fehler des Niihe- 
rungswerthes : 

2—-“4= £ F® (z;) 


dem Quadrate des urspriinglichen Fehlers ¢ der Annahme proportional, 
er wird von der Ordnung dieses Quadrates, und kann die Anniiherung 
fiiglich eine quadratische genannt werden. 

Ebenso erhilt man iiberhaupt einen Algorithmus, welcher eine 
Auniiherung von der w'°" Ordnung gewahrt, wenn die Function F' so 
bestimmt ist, dass gleichzeitig 
(17) FO(s,) =0 , Fe) =—O0 , ... FeV(s,) = 0 
ist, waihrend F'(z,) von 0 verschieden ist, denn alsdann wird fiir 
ein unendlich kleines «: 


Ev 


o— i = o FO), 


2.3... 
also der Fehler bei dem Niherungswerthe proportional der '*" Potenz 
des Fehlers beim Anfangswerthe. 

Ist in der That der nullte Niherungswerth oder Anfangswerth 
— seiem Modul nach geschiitzt — auf s Decimalstellen hinter dem 
Komma genau, so wird der folgende oder erste Niherungswerth bei 
dem quadratisch convergirenden Algorithmus schon auf 2s, bei dem 
Algorithmus der '" Ordnung schon auf ungefihr @s Decimalen nach 
dem Komma richtig sein, das heisst, genauer gesprochen: die Zahl s 








ge 


isi 


Ki 


ste 


un 


wi 














Methoden zur Auflisung der Gleichungen. 323 


kann so gross gedacht werden, dass fiir sie und fiir jede noch gréssere 
Zahl s die Behauptung in aller Strenge richtig ist. 
Es mége nun das Resultat recapitulirt werden: 
Ist 2, eine Wurzel einer Gleichung f{ (2) = 0, ist ferner F (2) eine 
Iunction, welche innerhalb eines den Punkt 2, umschliessenden Gebietes 
einwerthig ist und dortselbst den Werth z, annimmt, so dass die Glei- 
chung (13): 
F (@,) =4, 
erfiillt ist, so stellt die Gleichung (7): 
a’ = F(z) 
einen Algorithmus vor, welcher ebenfalls innerhalb eines, jenen Punkt 
umschliessenden Gebietes, gegen die Wurzel 2, convergirt, wenn (15): 
mod. F(z) < 1 
ist, und zwar nur linear, wenn dieser Werth von 0 verschieden, hin- 
gegen von der a" Ordnung, wenn (17): 
FOM(2,) = 0, F&(2,)—0,... Fe-%(e,) = 0, mod. F(z,) > 0 
ist. 


§ 3. 
Beispiele von Algorithmen. 


Wir lassen jetzt die im § 1 erwihnte Voraussetzung iiber die 
“inwerthigkeit der Function f(z) eintreten. 

I. Der bekannteste Algorithmus der gedachten Art um eine Glei- 
chung { (2) = 0 aufzulésen, ist der Newton’sche; derselbe ist darge- 
stellt durch die Formel: 


, ie 
ie 


und ist also fiir ihn F(z) oder: 


Fas — Je 
wenn jetzt Kiirze halber die Argumente z weggelassen werden. 
Ist niimlich die Wurzel z, eine pfache, und bezeichnen wir 
2—%4,=8, 
sodass gemiiss § 1: 


fad , (=e (py + ey) 


und: 

Sead <0. <opttientaes< GAMER: Sie nak sae tale Ee es 
F=z potep®? mithin: FO = 1 pete £0: w+ eee 
wird, so erkennt man in der That sofort, dass fiir = 2, oder ¢ = 0: 


"== 2, sowie /' — ] — hs , folglich mod. F® < 1 ist, 
pP 


3 Sg 
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dass also die gefundenen Grundbedingungen eines Algorithmus durch 
den Newton’schen erfiillt werden. 

Falls p > 1, ist F® von 0 verschieden; der Algorithmus conver- 
girt also nur linear, wenn eine vielfache Wurzel durch denselben ge- 
funden werden soll, und zwar um so schlechter, je vielfacher die ge- 
suchte Wurzel ist. Ist aber p= 1, die Wurzel eine einfache, so ist 
der Newton’sche Algorithmus von quadratischer Convergenz, da als- 
dann F'®(z,) = 0 wird, wihrend F'® (z,) im Allgemeinen von (0 ver- 
schieden bleibt. 

Will man auch fiir den ersten Fall einen quadratisch convergi- 
renden Algorithmus erhalten, wihrend der Grad p der Vielfachheit 
der Wurzel bekannt ist, so braucht man nur zu setzen: 

F=2z—p oe ; 
desselben Algorithmus kénnte man sich mit Vortheil bedienen, wenn 
p nahezu gleiche Wurzeln vorhanden wiren. 

In dem besondern Falle, wo f(z) = (¢ — z,)” selbst, also w(z) = 1 
ist, liefert der letztere Algorithmus fiir jeden Anfangswerth ¢ sofort 
die richtige Wurzel der Gleichung, indem 2 = ¢ — ¢ = 2, wird. 

Il. Bezeichnet man eine beliebige um den Punkt 2, herum ein- 


werthige Function, welche in diesem Punkte selbst nicht etwa unend- 
lich ist, durch 


9 (s) 
pe) ’ 
so liefert die Gleichung: 
Rite f (2) 92) = 1 
o=§— F@7O@—feeo@ CT P=—*— Fw ww 
f 9 


einen Algorithmus zur Auffindung der Wurzel z,, welcher im Allge- 
meinen nur linear convergirt, wenn diese Wurzel eine vielfache, hin- 
gegen quadratisch, wenn sie eine einfache ist. 
Derselbe ergiebt sich, wenn man den Newton’schen Algorith- 
mus zur Auflésung der Gleichung 
f) 9 
y (2) 


bildet, resp. in den Formeln sub I. tiberall f statt f setzt. Auch die 


letztere Gleichung besitzt niimlich die Wurzel z,, und kann an Stelle 
der Gleichung f(z) = 0 aufgelést werden, wenn nur, wie dies in der 
obigen Voraussetzung implicirt ist, die Function g nicht zugleich mit 
{ verschwindet. 

Auch ohne den letzteren Algorithmus aus dem Newton’schen 
abzuleiten, kann man die Zuliissigkeit desselben direct darthun, indem 
man durch Kinsetzung von f = «yp bildet: 















Cts me 

















Methoden zur Auflésung der Gleichungen. 


ies ae +o 9)” 

7 y 
und diesen Ausdruck nach ¢z differenzirt. 

Wegen der Willkiirlichkeit der Function » endtanat aber der ge- 
genwirtige allgemeine Algorithmus unendlich viele specielle Algorith- 
men, z. B. der Newton’sche selbst geht durch die Annahme 

gy (2) = Const. 
wieder aus ihm hervor. 

III. Die Function  lisst sich jedoch so wihlen, dass der Algo- 
rithmus sogar fiir eine vielfache Wurzel quadratische Convergenz 
behilt — und dies giebt den bemerkenswerthesten Specialfall des all- 
gemeinen Algorithmus; zufolge der an Gleichung (6) gekniipften Be- 
merkung wird derselbe erhalten, indem man » = f/f“ annimmt. Hier 
findet man nach einer leichten Reduction: 


po 
pte a 
rarer” SE >» we)’ 
& j—é 
p+ ( P= ) . 
und da fiir ¢ = 0 sofort auch F™® = 0 folgt, so ist also: 


f(e)f f(z) 
~ £MO@PF— FH FO@) 
ein stets mit quadratischer Schnelligkeit convergirender Algorithmus. 


F=2z—8& 


£&==>@% 


§ 4. 
Die allgemeinsten Algorithmen von gegebener Convergenz- 
‘a geschwindigkeit. 


Ich gehe jetzt dazu tiber, in der allgemeinsten Weise zu. zeigen, 
wie sich leicht Algorithmen 2 = JF'(z) construiren lassen, welche 
gegen eine Wurzel z, der Gleichung f(z) = 0 mit beliebig gegebener 
Schnelligkeit convergiren. 

Die Function f sei jedoch der im § 1. erwihnten Bedingung der 
Einwerthigkeit unterworfen, ebenso die Function F’ gemiiss § 2. 

Der beliebige, nur hinreichend nahe an z, zu wihlende Anfangs- 
werth z werde Kiirze halber weggelassen, wo er als Argument einer 
Function auftritt; ist aber in einer Formel statt des allgemeinen 
Argumentes z das specielle z, zu denken, so werde die Gleichung 
z= 42, oder die fiir unsern Zweck iiquivalente: f(z) = 0 zur Unter- 
scheidung daneben geschrieben. Die’ besonders hiiufig auftretenden 
Derivirten der Function /: 

0.¢ f (2) = fe) 


mégen ferner mit f, bezeichnet, jede andere Differentiation nach z 
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aber mittelst der Symbole 2,, resp. 6¢, kiirzer @, resp. @* angedeutet 
werden, und erstrecke sich der Einfluss eines solchen Symbols stets 
auf alles Folgende bis zum niichsten + oder — Zeichen. 

Mit 9, 9,, %,... werde ich arbitrire Functionen von 2 bezeich- 
nen; die nur in der Umgebung des Punktes z, einwerthig sind und 
in diesem Punkte selbst nicht unendlich werden. 

Unbeschadet der Allgemeinheit kénnen wir uns endlich auf die 
Voraussetzung beschriinken, dass jede Wurzel z, der aufzulésenden 
Gleichung f = 0 eine einfache sei; denn enthilt diese Gleichung viel- 
f 


fache Wurzeln, so besitzt die Gleichung 5 i 0, wie schon erwihnt, 
1 


die nimlichen Wurzeln, eine jede nur einfach; man braucht also nur 
in den fiir den ersteren Fall erhaltenen Resultaten die Function f 
f 


. durchweg durch ~ zu ersetzen, um das Entsprechende fiir den letzte- 











































ren Fall zu erhalten. 

Die erste an die Function F zu stellende Forderung war nun die, 
dass F' = z, sei fiir z= 2, oder f=; und diese Forderung wird auf 
die allgemeinste Weise erfiillt, weun man setzt: 

F=ez-—g@, 
wo die arbitrire Function m ausser der schon erwihnten Eigenschaft | 
auch noch die besitzt, fiir f— 0 zu verschwinden. Da diese letztere | 
Bedingung erfiillt wird, wenn man setzt: . 

9=1f-%, Fess 

und zwar wiederum auf die allgemeinste Weise, so lange g, unbe- 
stimmt gelassen wird, so ist: 

F=2-fy 
die allgemeinste Form einer Function, welche die erste Forderung er- i 
fiillt. 

Soll nun dieser Algorithmus zum mindesten von quadratischer 
Convergenz sein — (fiir diejenigen von linearer Convergenz, fiir wel- ( 
che nur noch eine Ungleichung erfiillt werden, nimlich mod. @/' < 1] 
sein muss fiir f = 0, lisst sich nicht wohl eine allgemeine Formel 
aufstellen; iiberdies sind dieselben in der Praxis viel weniger brauch- 
bar) — so tritt als zweite Forderung hinzu: dF’ = 0 fir f= 0. Dies ( 
liefert : 

ho + feo, = 1 fir f=—0, 
oder, weil dg, so wenig als g, unendlich sein kann im Punkte z,: 
fh P = 1 fir f= 0, 
und weil endlich, nach der Voraussetzung einer einfachen Wurzel, /, 
nicht zugleich mit f verschwinden kann: ( 


a 
QQ, = i, fiir f= 0. 
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Liisst man diese Gleichung, welche nur fiir z = z, zu gelten brauchte, 
sogleich fiir ein beliebiges z gelten, und fiigt noch ein arbitriires mit 
f zugleich verschwindendes Glied “oun setzt man also iiberhaupt: 


=—++ 1/92, 


so erfiillt sich auch die zweite vesoies in der allgemeinsten Weise, 
und es umfasst also die Gleichung: 


Pus—fu f? 
hi si 


bei unbestimmt gelassener Function g, alle médglichen Algorithmen 
zweiter Ordnung oder von quadratischer Convergenz. 


|In der That ist die Function g, leicht so zu bestimmen, dass 
der Algorithmus: beispielsweise in den sub II. im vorigen Paragraphen 
angegebenen ebenso allgemeinen Algorithmus iibergeht; zu dem Ende 
braucht man nur die beiden Ausdriicke von J’ einander gleichzusetzen 
und g, mittelst dieser Gleichung durch die dortige Function  auszu- 
driicken. | 

Soll weiter der Algorithmus cubisch convergiren, so muss die 
Function J’ die fernere Forderung: 072’ = 0 fiir f= 0 erfiillen. Bil- 
det man aber die Gleichung @?F’ = 0, und setzt darin f = 0, ohne 
im Uebrigen auch das Argument ¢ in z, zu verwandeln, so lisst sich 
daraus die Function g, in der allgemeinsten Weise der Forderung ent- 
sprechend bestimmen, wenn man noch ein arbitriires, mit f gleich- 
zeitig verschwindendes Glied hinzufiigt. So ergiebt sich nach leichter 
Rechnung: 


= fn + £93; 


und liefert folglich die Function: 


7 f f* fe " 
Tot 2a ee 
den allgemeinen Algorithmus von cubischer Convergenz. 
Fihrt man fort, in dieser Weise zu schliessen, so gelangt man 
zu folgendem Resultate : 


Der allgemeinste Algorithmus 2 = F(z), dessen Convergenz von 
der a" Ordnung a wird es indem man: 
1 f? 1 a2 1 
pee 2S yo7—G-(4d) 4 
7 a +3 2! a 1 3! AF hi 


ee fo-1 3 wo—2 1 ¥ = 
a -— * exyr ‘G a) 7 — F°%, 


oder in kiirzerer Bezeichnung: 


a=w-—1 . 
is Pe > ae \4 fe 3 a—1 j aa 
(18) F=2+ (— 1h (e ay Ff: Ge 


ae=1 a! 
annimmt, Wo Pw eine arbitrire Function ist. 
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Zur Erklirung muss ich bemerken, dass ich mich fiir die Facul- 
tiiten 1.2.3...(@—1).a@ hier, sowie im Folgenden, Kiirze halber der 
von Schlémilch eingefiihrten Bezeichnung a! bediene, ferner dass 


der Ausdruck: 
i a—1 
7 
kein Quantitaitssymbol, sondern ein Operationssymbol vorstellen soll, 


1 


welches fordert, dass das darauf folgende Operationssubject ; nach 


fi 
einander a— 1mal erst differenzirt und dann mit 7 multiplicirt werde, 
i 
sodass z. B.: 
Fg 

| Gh) 5 

den Sinn hat: 
.eteateted. 


eo ae 

Um nun die Richtigkeit des obigen Satzes zu beweisen, muss man 
nur noch darthun, dass die siimmtlichen Derivirten der Function F, 
bis zur @ — 1" einschliesslich, fiir f= 0 verschwinden. Zu diesem 
Zwecke hat man aber nicht néthig, die genannten Derivirten simmt- 
lich zu bilden; es geniigt, die Gleichung (18) ein einziges Mal zu diffe- 
renziren. Thut man dies in allen Gliedern zuerst nach dem Factor vor, 
dann nach dem Factor hinter dem - Zeichen, ohne die letztere Opera- 
tion mehr als nur anzudeuten, so kommt: 


ba a=o—1 = . afe—tf, 1 a—1 1 —_ . 
OF—m1t FS (le Se (F%) ZO N vet 


a—1 | 


—-. 


——* fe 1 

. a=l1 5) al °F . 
In der ersten Summe rechts vereinfacht sich aber das allgemeine 

Glied zu: 

? 


* fe-1 a3 a-—2 1 
sate Sak ed ME 


und man sieht sogleich, dass sich das erste Glied dieser Summe gegen 
den Term 1 weghebt; ebenso heben sich alle folgenden Glieder dieser 
Summe gegen die w — 2 ersten Glieder der zweiten Summe, sodass 
nur das letzte Glied dieser letzteren stehen bleibt, nebst den zwei noch 
ausserhalb befindlichen Termen. 

Man hat also: 


a Se (jy) 1 ao—2 L =. . ae 
ane a (i, ?) f — Oh Ga — F090} » 
und da diese Function den Factor f°-' enthilt, also mit f zugleich 
@— 1fach verschwindet, so miissen auch die héheren Derivirten der- 


selben bis zur @— 2" inclus. fiir f= verschwinden, wie gezeigt 
werden sollte. 
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§ 5. 
Auflésungsmethode der zweiten Art ais Grenzfall der 
Algorithmen. 


Nachdem wir nun zu einem allgemeinen Ausdruck (18) fiir den 
Algorithmus von der Ordnung @ gelangt sind, liegt der Gedanke nahe, 
auch einmal @ = oo anzunehmen. 

Es erscheint dann die Function F' in Gestalt einer unendlichen 
Reihe, niimlich: 

. “= w (1 ,\e11 

(19) Fast "3 (iy fh G a) be 

wenn wir noch das niemals erscheinende Glied — f” g, durch die 
Annahme 9, = 0 zum Wegfall bringen, und hat die Function selbst- 
verstiindlich nur insofern einen Sinn, als die genannte Reihe conver- 
gent ist. In einer grossen Classe von Fallen wird die Reihe in der 
That fiir ein gewisses Bereich von z convergiren, da sie sich fiir f=0 
auf das Anfangsglied z = z, reducirt, und da die Grosse f, nach deren 
Potenzen die Reihe ansteigt, so klein gemacht werden kann, als man 
will, wenn man nur Z hinreichend nahe an 2, annimmt. [Sollte sich 
uber dieses Bereich in den Punkt 2, zusammenziehen, so diirfte es 
durch passende Annahme von 9, in Gleichung (18) nicht selten gelin- 
gen, die divergente Reihe durch einen Grenzwerth zu ersetzen, wel- 
cher endlich bleibt.| 

Im Convergenzfalle nun stellt die Reihe (19) eine Function dar, 
deren simmtliche Derivirte fiir f= 0 verschwinden. Der Werth die- 
ser Funcfion fiir einen hinreichend nahe an 2, gewihlten Anfangs- 
werth z liefert also einen Niiherungswerth z’ fiir die Wurzel z,, des- 
sen Fehler einer unendlich hohen Potenz des Fehlers beim Anfangs- 
werthe proportional, das ist 0 sein muss. In der That giebt die Glei- 
chung (14) fiir diesen Fall: F’ oder 
(20) a = &. 

Der Algorithmus von unendlich rascher Convergenz giebt daher 
als ersten Niherungswerth sofort die richtige Wurzel der Gleichung; 
derselbe besitzt den Charakter eines eigentlichen Algorithmus oder 
wiederholt anzuwendenden Rechenverfahrens nicht mehr, sondern er 
bildet eine Auflésungsmethode von der zweiten in § 1 erwihnten Art, 
bei der man der Vermittelung von Niaherungswerthen behufs Auf- 
lésung der Gleichung nicht bedarf. 

Es mégen nun die angedeuteten Differentiationen in den ersten 
Gliedern der Reihe wirklich ausgefiihrt werden. Die Reihe lautet 
dann: 














| 
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1 " 3 f* — 1/3 
a—F=s—F. z —f. A ae £ ; aha As mii 
ft | 8f—Whihh+fet 
(21) = 4! ’ : 7? 8 ct 1 JR 
fe | W5h'— 105 fA fPA+NA A +URAA— 
5! fy 


und ist in dieser Form auf einem andern Wege und ohne Beziehung 
zu den von uns betrachteten Algorithmen schon von Theremin *) 
abgeleitet worden. 

Bezeichnet man das allgemeine Glied mit: 


eo: ge 
. a! ° fga—1’ 
so lassen sich die Zihler y, leicht recurrent nach dem Schema bilden: 
(22) Nati = (24 —1) fyta — fi Oda 


In conciser Weise liisst sich die Reihe auch noch folgendermassen 
darstellen : 
9s 7 a=? (—1)af(z)e y- _1(f(@ +28) — f(2 )-4 
(8) mF edmeet BCL tim ga ffcbe fad 
oder aber: 


o=@ (...18 719" 2 
(24) Sie so & ee Of 4 5 
indem die Identitit besteht: 


‘ 1 a—11 —1)a—1 y, . = ) — f(z) )-—@ nt 
(25) (a Se 1 oe lim {fore f@ {8 = Oeae, 


hi i e=0 





welche nach den bekannten Siitzen fiir die Vertauschung der unab- 
hangigen Variabeln leicht erwiesen werden kann. 


§ 6. 


Beispiel der quadratischen Gleichung. 


Um zu den letzten Ergebnissen auch ein Beispiel anzufiihren, will 
ich dieselben auf die quadratische Gleichung anwenden, welche zwar 
schon von Theremin (I. c.) jedoch nicht mit befriedigender Strenge 
und Vollstindigkeit behandelt worden ist. 

Sei also: 


f(@) = @—4) @—%) = # — 4 (4 + &) + 4% = 0 
die auf dem angegebenen Wege aufzuliésende Gleichung; dann ist: 


*) Crelle’s Journal, Bd. 49, pag. 187 — 243: Recherches sur la résolution des 
équations de tous les dégrés. 
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fer —f@ a e+ 22— 2, —%o, 
und: ; 
1 x8 (— 1-1 (2a—2)! 
(e+ 22—%—4) (@—1)! (e+ 22—4,—2,2e1 
Setzt man den hieraus fiir ¢—0 sich ergebenden Werth nebst 
demjenigen von f(z) in die Gleichung (23) ein, so folgt: 


a-—l, 
oO 


fae BE an 8 | mae e— ab 
ot az1 (@—1)! a! (22 — 2, — &)2¢- . 
oder weil 
@a=2! (yy gees (1) 
awa 1) 
ist, falls der Binomialcoefficient 
sf 
a! (s—a)! 


stets mit (s), bezeichnet wird, 
ea » ate) “S . (2 — 4) (e—%))“ 
re G~ P59 2 A — OG), (CS aeay 
2 


Als untere Grenze der Summe rechter Hand kann man auch 0 
nehmen, wenn man dafiir von dieser Summe 1 abzieht; dann aber 
stellt die Summe die nach Potenzen der Grosse: 

* on __ (@— 4) (2 — %) (@ — &) 


( ae (¢ — at4y 


fortschreitende Binomialreihe fiir den Rep $ vor. 
Nun hat Abel*) nachgewiesen, dass die Binomialreihe 


"Z (8)a t 
a0 


convergirt und einen der Werthe von (1 + #)* vorstellt, wenn iiber- 
haupt mod. ¢ < 1 ist, und auch noch fiir mod. ¢ = 1 falls der reelle 
Theil von s >—1 ist, mit Ausnahme endlich des Specialwerthes ¢ —-——1 
wenn real.s <0. Da gegenwirtig s = } ist, convergirt unsere Reihe 
also fiir mod. ¢< 1, und ist dann: 

&—%, 


~ ue ' 222 yt 2 
met (6 — “FLT Fiat 6-9), 
2 


also: 
Z 


2 
es 2 


» 


, z. & 2 
g Ath 4 





das heisst z’ =z, wenn das obere, und z’ =z, wenn das untere 
Zeichen gilt. Welcher von diesen beiden Fallen vorliegt, muss aber 


*) Oeuvres completes, T. 1. No. VII, Christiania 1839, pag. 66, 
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noch discutirt werden; desgleichen wollen wir uns von der Beschaften- 
heit des Convergenzgebietes Rechenschaft geben. 
Setzen wir: 


; , 2, + % oi 
s— 24, = 0,0" » &— & = Qe , 2 — — = ee, 
so sind @,, @,, @ beziehungsweise die Abstinde des Punktes z von den 


z Zz : e 
Punkten 2,, 2, und ms *, welcher letztere zwischen- den beiden er- 


sten in der Mitte liegt, und die Convergenzbedingung fiir die Reihe 
lautet: 

91 2 SO. 
Nennt man aber 2K den Abstand der beiden Wurzelpunkte z, und 2, 
von einander, so ist nach einem bekannten Satze iiber die Mittellinie 
(Schwerlinie, Mediane) jedes Dreiecks: 


e:” +02” 12 
ea ote’ _ ge, 


und verwandelt sich die Convergenzbedingung in: 

(@:1—@)° > 2H? oder + (9,—@,) > Ey2. 
Das Convergenzgebiet ist also von einer gleichseitigen Hyperbel be- 
grenzt, deren Brennpunkte die Wurzeln z, und z, der quadratischen 
Gleichung sind, und zwar ist es derjenige Theil der Zahlenebene, in 
welchem diese Brennpunkte selbst liegen. Die Hyperbel selbst gehért 
noch zu dem Convergenzgebiete. 

Abel hat auch (1. ¢.) gezeigt, welchen Werth der unendlich viel- 
deutigen Function (1 + ¢)* die Binomialreihe ausdriickt, falls sie iiber- 
haupt convergirt. Zu dem Ergebnisse dieses Theiles der Abel’schen 
Untersuchung kann man aber, da fiir reelle Argumente jene Summe 
unzweideutig bekannt ist, leichter direct nach dem Satze der Functio- 
nentheorie gelangen, dass eine Potenzreihe eine einwerthige und ste- 
tige Function des Argumentes ist, und dass eine solche Function 
— wenigstens einem bestimmten Fliachenstreifen entlang — nur auf 
eine Weise stetig in der Ebene fortgesetzt werden kann. Die Function 
log z mége, wie es bei vielen Untersuchungen zweckmiissig erscheint, 
in der ganzen Zahlenebene eindeutig definirt werden durch die Fest- 
setzung, dass sie fiir positive z reell genommen und von der Axe der 
positiven Zahlen stetig bis an die Axe der negativen Zahlen fortge- 
setzt werden soll, so, dass der imaginiire Theil von log z auf der 
negativen Axe selbst +- 27, unendlich dicht unterhalb derselben aber 
— zi ist, und die Function also lings der Axe der negativen Zahlen 
eine Unstetigkeitslinie besitzt. Die Summe der Binomialreihe ist dann 
unzweideutig dargestellt durch den Ausdruck: (+9, Fiir unser 
Beispiel ist aber: 











—- &S 


nan 


a ae) 
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1+ to sti ae (ZY e210, 
@ 


eet? 





wenn wir noch mit #, die Amplitude der Zahl 


on *2 _ Fe % 
bezeichnen, also: 
e Slog (i+ — E et log e2#(%—9) . 
Q 
Beachtet man, dass fiir eine reelle Zahl y: 


log e'v = t (y+ 2hz) 
ist, wo die positive oder negative ganze Zahl h so gewihlt werden 
muss, dass y + 2ha zwischen — a (excl.) und a (inel.) liegt, so 
ergiebt sich: 


4S 
i a h 2 . 
pyle ato _ E eiGo—S+hm) ft, 
@ e— at 
2 
. . ti 
wo h so zu wiihlen ist, dass #, — @-+ ha zwischen — (exelus. ) 


und *- (inelus.) liegt. Der Fahrstrahl g des Punktes ¢ schliesst nun 


~ 


mit der Verbindungslinie von z, und z, zwei supplementiire Winkel 
ein, von welchen der auf der Seite des Punktes ¢, liegende @,, der 
andere @, heissen mége, und welche stets zwischen 0 und a genom- 
men werden kénnen. Wihlt man noch die Amplituden 0, #, ete. 
stets zwischen — a und z, so ist es leicht, nach dem Satze vom 
Aussenwinkel des Dreiecks, die Differenz #,—@ durch w, oder o, 
auszudriicken, und man findet, dass h eine gerade Zahl 0 oder 2, 


mithin e*#‘ = 1 sein muss, wenn @, < = , hingegen eine ungerade 
Zahl + 1, mithin e’* = — 1, wen a, < ; . Im ersten Falle gilt 


in der Formel fiir z’ das obere Zeichen und wird 2’ = z,, im zweiten 
Kalle das untere und wird z’=z,. Als Summe der Reihe ergiebt 
sich also stets diejenige Wurzel der quadratischen Gleichung, deren 
Zahlenort derjenige Hyperbelbrennpunkt ist, welcher auf der niimlichen 
Seite der kleinen Axe in der Ebene liegt, wie der Zahlenort des Punk- 
tes z, dem also z sich niihern kann oline die Curve zu iiberschreiten. 


§ 7. 
Einfiihrung der symmetrischen Functionen A, B der Wurzeln. 


Nachdem die Auffindung der allgemeinsten Algorithmen zur Auf- 
lésung einer Gleichung / (2) = 0 im Vorausgehenden erledigt ist, gehe 
ich zur Aufstellung der bemerkenswerthesten speciellen Algorithmen 
iiber. Da ich indess die Motive hierzu der Theorie der algebraischen 
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Gleichungen entlehne, werde ich mich von nun an auf diesen Fall 
beschriinken — wo also f(z) eine rationale Function ist — wenngleich 
die Endresultate grossentheils auch auf den Fall einer beliebigen ein- 
werthigen Function ausgedehnt werden kénnten. 

Die von © und oo verschiedenen Wurzeln der Gleichung, um deren 
Aufsuchung es sich allein handelt, seien: 2,, 2, 2), ..++ 2n: 

Die gedachten Algorithmen beruhen nun auf den Kigenschaften 
gewisser symmetrischer Functionen dieser simmtlichen Wurzeln , welche 
in der Form enthalten sind: 

12) (2 “S84 & (2a) 

(26) OO). SF. erase 
worin @ und 4 beliebige, aber positive ganze Zahlen bedeuten sollen 
und x eine den willkiirlichen Anfangswerth z nicht enthaltende Func- 
tion eines Argumentes ist, die fiir keine Wurzel z, der Gleichung 0 
oder co wird. 

Die Eigenschaften jener Function (26) bilden den niichsten Gegen- 
stand unserer Betrachtung. 


Setzt man: 
CE+ (2) 

(27) F() = “C@e ’ 
wo h wieder eine natiirliche Zahl bedeutet, so lisst sich zuerst der 
Satz aufstellen: 

I. Ist das Argument der Function F eine Wurzel der Gleichung 
f = 0, so ist der Werth der Function die h'® Potenz dieser Wurzel, 
oder : 
(28) F(a) = 4, 
wobei 2, oder das fiir die erste der Wurzeln eingefiihrte Zeichen selbst- 
redend zugleich der Reprisentant einer beliebigen von diesen Wur- 
zeln ist. 

Um diesen Satz zu beweisen, multiplicire man Zihler und Nen- 
ner des Bruches (27) mit (¢ — 2+}, damit sie fiir z = z, nicht mehr 
co werden; dadurch entsteht: 


a=n ee w-1 
5" t+ 4(.) ($=) 


(29) F(z) = = —— oh 
B" zs) $=") 
: e=! 8 — &e 
Ist nun die Wurzel z, eine pfache (wo p auch = 1 sein kann), 
ist z. B.: 
(30) a iceiies: pumped 
so verschwinden fiir ¢ = 2 im Ziahler und Nenner alle Glieder, welche 


auf das p'* folgen, oder fiir welche die Summationsvariable a > p ist; 











ee es 


re 


 -_- 2. kf) 36. 
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in den Gliedern hingegen , fiir welche a einen der Werthe 1, 2, 3, ... p 
besitzt, nimmt der Factor 
Z2— 2,\er1 
(2) 


den Werth 1 an, und da alle diese Glieder einander gleich sind, be- 
triigt ihre Summe das pfache des ersten Gliedes, oder es wird: 


F(z,) Peet: . ath x (#4) 





pat x () 
was auf Gleichung (28) hinauskommt. 

Unter der Annahme h = 1 erfiillt also die Function F' die erste 
Grundbedingung: J’ (z,) = 2,, welcher, wie wir gesehen haben, eine 
Function unterworfen sein muss, wenn sie einen Algorithmus lie- 
fern soll. 

Il. Liegt der Punkt 2 dem Zahlenort der Wurzel 2, niher, als 
allen iibrigen Wurzelpunkten, ist also mod. (¢ — 2,) der kleinste unter 
den Moduln der stimmtlichen von einander verschiedenen unter den Dif- 
ferenzen 2— %, , 2—%y,...-.,2—2n, Sodass: 

(31) mod. (2 — 2,) < mod. (¢ — zg) fira=p+1,p+2,...n, 
so ist der Grenzwerth: 





(32) lim F (2) = 2,'. 
Denn, da ‘ 
mod, 2—*! 
2 —Za 


ein echter Bruch ist fiir jedes a > p, so ist der Grenzwerth 
im = 7 gleich 0 fiir a > p; 
hingegen ist derselbe gleich 1 fiira—=1, 2, 3,...p. In dem Zah- 
ler und Nenner von (29) verschwinden also fiir @ = oo wieder alle 
auf das p'® folgenden Glieder, und ziehen sich die iibrigen zusammen 
genau wie beim vorigen Satze, wo z = 2, gesetzt wurde. 
Ill. Die Derivirte 0, F (2) wird 0 in der Ordnung , wenn das 
Argument z in eine Wurzel 2, tibergeht, oder es kann: 
(33) a. F (2) = (@—4,)°- ¥(e) 
gesetzt werden, wo & (z) eine Function ist, die fiir 22, nicht oo wird 
und im Allgemeinen, so lange nicht besondere Relationen zwischen den 
Wurzeln vorausgesetzt werden, auch nicht verschwindet. 
Zum Zweck des Beweises setze man in die aus (27) durch Diffe- 
rentiation sich: ergebende Gleichung: 
a, F(a) = Co DACSTM  — COTY) HOD 
{oo} 


die aus (26) hervorgehenden Ausdriicke der Functionen C ein, wobei 
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aber in den zu differenzirenden Functionen C die Summationsvariable 
a zur Unterscheidung durch einen andern Buchstaben 6 ersetzt wer- 
den mége, und fiihre die rechts angedeuteten Differentiationen aus; 
dann erhilt man nach einer leichten Zusammenziehung: 
® (22. 9. F(z) = — OS" a8 Blt) £6) 
Uc? (2)? -2,F (2) = (o+1) zz (@—2, et! (—s,)°t!  2—z, 
Die Ausdriicke unter den Doppelsummen rechter Hand sind unsymme- 
trisch in Bezug auf die Summationsvariabeln a und b wegen des Fac- 
tors: 
zk — zh 
2—m ? 
dieselben kénnen aber symmetrisch gestaltet werden, wéifi man be- 
denkt, dass wegen des Zihlers 2% — 2 zunichst alle diejenigen Glie- 
der aus der Doppelsumme heraunfallen , in welchen die Summations- 
indices a und b einander gleich sind. Bei den iibrig bleibenden Ter- 
men findet sich zu jeder Combination a , b der beiden Indices die ent- 
sprechende b ,a vor, und man ist deshalb berechtigt, anstatt jenes 
Factors unter der Doppelsumme zu schreiben: 5’ 
s* P zt — (@t — 2%) (8, — 2) 
+ {= z— 4%, al z—4, ‘4 (¢—s,) (@—4%) 
Dadurch wird endlich: 
a=n b=n zt gh (A — zh) (2 ) (2% — &,) 


a 


+1 2 Sant (@— 2,) 0+ (@ — 2, )o-+2- 4 (Za) 4 (2s) 


' "ee x(e.) |’ 
e=i (@— &,) ov 


worin man also auch berechtigt ist, a@ und b als irgend zwei ver- 
schiedene unter den Zahlen 1, 2, 3, ...  anzusehen. 

Wir wollen nun Zahler und Nenner in (34) mit einer solchen 
Potenz von z—2z, multipliciren, dass dieselben fiir 2 = z, nicht mehr oo 
werden; es fragt sich, welche Potenz dieser Differenz hierzu erforderlich ist. 

Ist zuniichst die Wurzel z, eine einfache, so muss man den Bruch 
in (34) des Gesammtnenners wegen offenbar mit dem Factor 

{(@— 4)er? = (e — 2,)20+2 


erweitern. Um aber im Zihler das genannte Resultat zu erzielen, 
wiirde schon die Multiplication mit (¢— 2,)”+? geniigen, da wegen 
der Verschiedenheit der Indices a und b eine héhere Potenz von z—z, 
im den Nennern der einzelnen Glieder nicht vorkommen kann. Es 
bleibt also noch der Factor: 


(e—e, )2 o+2 — (+2) = (2—2,)” 
in eine fiir ¢ = 2, nicht mehr oo oder 0 werdende Function multipli- 
cirt iibrig. 





(34) a,F(@)=— = 








? 












~~— © oc DW 


oe, 
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Fiir den Fall einer vielfachen, nimlich pfachen Wurzel z, wird 
man leicht dieselbe Schlussweise anwendbar finden, nachdem man dar- 
auf Riicksicht genommen, dass alsdann mehrere Glieder im Zihler des 
Ausdrucks (34) sich fortheben, wiihrend andere im Zihler und auch 
im Nenner sich zusammenziehen. 

Da also die Derivirte 0, F(z) fir =z, in der That wfach ver- 
schwindet, so miissen auch die héheren Differentialquotienter* der Func- 
tion F(z) bis zum o'* einschliesslich fiir 2 = 2, verschwinden, oder es 
erfiillt die Function F'(z) die zweite Grundbedingung, welcher eine 
Fanction unterworfen sein muss, wenn sie einen Algorithmus der @-+ 1'" 
Ordnung liefern soll. 

IV. Es eriibrigt noch als eine vierte Kigenschaft der Function C 
die Relation anzufiihren : 

(35) CD (2) = Sh aaliaag 


o—Cc 


worin (h), den Binomialcoefficienten rhe ; bezeichnet. 


Der Beweis ist leicht zu fihren, aenle cetat man die aus der Defi- 
nition (26) sich ergebenden Ausdriicke ein, so kommt die Relation 
auf die nach dem Binomialtheorem identische Gleichung hinaus: 


ch 
eh = Ee (— 1) (hee (e — 29). 
c=0 


Als bemerkenswerther besonderer Fall dieser Relation (35) ist die 
fiir h =A sich ergebende Gleichung zu erwihnen: 


(36) C® (2) = “ES (— 1)°(a)ee*" C®.. (0), 
vermége welcher die Functionen C mit dem Exponenten 4 einfach auf 
soleche mit dem Exponenten 0 zuriickgefiihrt werden kénnen. 

Setzt man endlich in (35) 4+ h statt 4, so nimmt die Relation 
eine Gestalt an, in der wir sie fiir den in der Folge besonders wich- 
tigen Fall 4 = 1 hier anschreiben wollen; es wird nimlich: 


(37) Cot (2) = 2 CS (2) — C21 (2). 
Was die willkiihrliche Function x betrifft, die in den Ausdruck 


(26) der symmetrischen Function CY (z) eingeht, so werden sich zwei 
specielle Annahmen derselben in der Folge als besonders lohnend her- 
ausstellen. Die eine Annahme ist: 


1(2) = Fi’ 
die andere: 
4) = 
Wihlt man fiir z diese beiden Ausdriicke, so erhiilt man aus (26) 
Mathematische Annalen. II. 22 
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zwei Functionen, die wir zur Unterscheidung von der allgemeinen 
Function C mit A und B bezeichnen wollen, sodass: 
(38) A® (2) == 


e=1 


a 


(@— Za)" FM (Za)’ 





a=n 2 

@) . Be (6) = 2) Goan 

Bei der Function A muss selbstredend der Fall vielfacher Wurzeln 
ausgeschlossen werden, indem sonst einige Glieder der Summe wegen 
des Verschwindens der Derivirten von f unendlich werden; bei der 
Function B bleibe dieser Fall stets zugelassen. Im Uebrigen zeigen 
die Eigenschaften dieser beiden Functionen eine so durchgreifende Ana- 
logie, dass es sich meist empfehlen wird, sie gleichzeitig zu unter- 
suchen. 

In der That geht auch die Function A in die Function B iiber, 
Ava: Die Gleichung 7, — 0 hat 
nimlich nach § 1. mit der Gleichung f(z) —0O simmtliche endlichen 
Wurzeln gemein, und besitzt eine jede derselben nur einfach; es ist 
demnach gestattet, fiir die erstere Gleichung die Function A® (2) zu 

1 
Osf (2) 


wenn man /(z) ersetzt durch 


zu nehmen hat: 


ee fa (2)? ' 
a, £8 = FH @)* — FA) FOR) 


bilden, wobei man nur statt 





* @ (2) 
Da dieser Ausdruck, wie leicht nachzuweisen, fiir z = z, den Werth 
p annimmt, wenn 2, eine pfache Wurzel ist, so geht die iiber siimmt- 


liche endliche Wurzeln der Gleichung ah == (), d. h. tiber die von | 
einander verschiedenen Wurzeln der Gleichung f(z) = 0 ausgedehnte | 
Summe (38) iiber in die auf siimmtliche endliche Wurzeln dieser Glei- 
chung iiberhaupt erstreckte Summe (39). 

Verstehen wir jetzt unter f(2) eine nicht allein rationale, sondern 
auch ganze Function, etwa: 


(40) @) = M2" FMT HF 28 He nat +n = 

= % (2 — %) (@—%)---(@— An), . 
so kann man bekanntlich jede symmetrische Function der simmtlichen 
hier als endlich vorausgesetzten Wurzeln, folglich auch die dben ein- 
gefiihrten Functionen A und B durch die Coefficienten dieser Gleichung 
oder die Derivirten des Polynoms f(z) fiir =O ausdriicken. Es ist 
unsre niichste Aufgabe, diese Ausdriicke zu bilden. Um dieselben 
methodisch abzuleiten, stiinden zwei Wege zu Gebote. Von den Defi- 
nitionen (38) und (39) ausgehend, kénnte man nimlich einerseits Re- 
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cursionen (etwa die Gleichungen (47) und (48) des nachfolgenden 
Paragraphen) gewinnen, dadurch die gesuchten Ausdriicke als die Coef- 
ficienten einer recurrenten Reihe erkennen, und letztere summiren. 
Andererseits kénnte man auch die symmetrischen Functionen in homo- 
gene (ganze rationale) Theile zergliedern, und die letzteren nach den 
Methoden von Waring, Gauss, Cauchy bestimmen, oder noch 
besser so, wie Borchardt und Betti angeben*), die erzeugenden 
Functionen derselben aufsuchen. 

Wegen der Umstiindlichkeit dieser Herleitungen begniige ich mich 
indessen, die Resultate einfach anzugeben und zu verificiren. 


g 8. 


Herleitung verwandter Functionen %, 8 aus einer erzeugenden 
Function. 


Wir definiren jetzt auf’s Neue zwei Functionen von z durch fol- 
gende Gleichungen : 





(a) _ [(@—e)4 
(41) 1) = [Fe 
(a) __ [(e@—e4f@(e — 2) 
(42) ko ad ee a a 


wobei (nach Jacobi) das Symbol [(¢)],,. nichts Anderes, als den Coef- 


ficienten von é® in der fiir hinreichend kleine ¢ zulissig vorausgesetzten 
Entwickelung der eingeklammerten Function (¢) nach steigenden 
Potenzen von ¢ vorstellen soll, so dass also diese in der Parenthese 
stehende Function nach Laplace die erzeugende Function (fonction 
génératrice) des dergestalt definirten Entwickelungscoefficienten zu nen- 
nen wiire. Die beiden obigen Gleichungen sind — mit anderen Worten 
— iiquivalent mit den nachstehenden: 


oe es 
(®) WD (2) = gp lim a 
1 . © — sf f(z — 
(44) a? (4) = —- lim Os eae aoa), 


und wenn anders die Definitionen einen Sinn besitzen sollen, miissen fiir 
hinreichend kleine ¢ die Taylor’schen Reihen convergiren: 





(e—e4 S¥ow ‘i 

(45) — an 

(46) a a Oe 
Z a0 


*) Crelle’s Journal, Bd. 53, p. 193 und Bd. 54, p. 98 sq. 


22° 
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In der That sieht man leicht, dass diese Entwickelungen fiir hinreichend 
kleine ¢ stets zulissig sind, wenn nur ¢ nicht gerade gleich einer Wur- 
zel z, der Gleichung /(z) = 0 ist. 

Wir wollen uns nun in diesem Paragraphen mit der recurrenten 
sowie der independenten Darstellung der Functionen %, 8 mittelst der 
Function f(z) und ihrer Derivirten beschiftigen. Dabei mégen Kiirze 
halber wieder alle Argumente z weggelassen und die Derivirten von 
f(z) wie in § 4. bezeichnet werden. 

Multipliciren wir die Gleichungen (45) und (46) mit der stets zu- 
lissigen Entwickelung der ganzen rationalen Function /(z— ) nach 
steigenden Potenzen von ¢ und ordnen beiderseits nach Potenzen dieser 
Grosse an, so ergeben sich durch Gleichsetzung der Coefficienten von 
(—«)” rechter und linker Hand die Formeln: 








a —- ( ik fe-< 
(47) (a), 2 “—= Ut fee 
om OF feo.1 = (—IP fee om 
(48) a=0 (@—a)! i a=0 “(@—a)! a d 


mittelst welcher die gesuchten Functionen % und % recurrirend berech- 
net werden kénnen. 

Ehe hierzu geschritten wird, mégen noch independente Darstellungen 
der Functionen 2%, 8 angegeben werden. Solche erhiilt man leicht in 
Determinantenform, wenn man das System der Gleichungen hinschreibt, 
welche sich durch die Annahme o =0, 1, 2, 3,... aus (47) oder 
(48) ergeben, und wenn man dieses System nach der Unbekannten 
(— 1)? 42 oder (— 1)” B® auflist. 

Die Determinante des Systems erhilt dabei den Werth /“+', indem 
sie gleich dem Product der Elemente ihrer Diagonalreihe wird, weil 
alle dariiber stehenden Elemente 0 sind. Schreibt man diesen Nenner 
als Factor auf die andere Seite, so folgen die nachstehenden Formeln 
(49) reed = (> a, &, ee f, 0, 0,...0], 


(50) for! g® |z ° (Aa A—4 fo- ata » &, fo—1 es f, f, 9, we ‘ 


(e—a)! ef’ (e—1)!?° 





Von jeder Determinante, welche von der w + 1' Ordnung ist, 
habe ich hier nur die c+ 1” Zeile angeschrieben; alle Zeilen gehen 
daraus hervor, indem man c= 0, 1, 2,... setzt, wobei selbstver- 
stiindlich von den nebeneinander geschriebenen Elementen je nur die 
@ -+ 1 ersten zu nehmen sind. 

Fiir den besonders wichtigen Fall 4 0 vereinfacht sich in der 
zweiten Gleichung das erste Element der angeschriebenen Zeile zu: 


f+. in der ersten Gleichung jedoch lisst sich sogar die Ordnung der 


e! ? 










eS ae ee 
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Determinante um 1 erniedrigen, indem das Anfangselement = 1 alle 
iibrigen Elemente der ersten Colonne aber 0 werden, und in der so 
vereinfachten Determinante kénnte man durch Multiplication der Zeilen 
nach der Reihe mit 1, f, f?, f°, ...f® und Division der Colonnen 
durch dieselben Gréssen auch bewirken, dass an Stelle der Ele- 
mente f oberhalb der unveriindert bleibenden Diagonalreihe jedesmal 


die Einheit tritt, wihrend irgend ein andres Element a i in Ce fe 





iiberginge. 

Es soll jetzt gezeigt werden, dass sich die Functionen & und $ 
mit dem Exponenten 4 stets leicht durch diejenigen fiir 40 aus- 
driicken lassen. Zu diesem Nachweis eignen sich am besten die bereits 
angegebenen Darstellungen (43) und (44) der genannten Functionen 
durch Differentialquotienten. Nach dem Leibnitz’schen Satze fiir die 
wiederholte Differentiation eines Productes folgt niimlich aus denselben: 


a? : . a w—a 1 
Mo! =, lim = (a). 0% (e—e)*>< a CEE 
RO — > tim = (@), & (¢— é) >< a4 ot me 


Weil aber nach mii Siassenilttaiatiti: 
lim a% (e—e)’ = (—1) a! (a), 2 
s=z® 


ist, so folgt hieraus unter Beriicksichtigung jener fiir 4 =O in An- 
spruch genommenen Gleichungen (43) und (44): 


(51) yi? —_ = (— 1)" (A)a ” ie =. ? 
(52) - go — “S (— 1)" (dae *BO., 
a=0 


wie gefunden werden sollte. 
Die Functionen 8 lassen sich aber ebenfalls bequem durch die 
9% ausdriicken. Man hat nimlich in ahnlicher Weise: 
Bo = —, lim -E (@), 02 f° (e—8) >< ar on 
s e=0 a=0 f(2—28) 
also, wegen: 


lim a f (¢—) = (— 1)* font 


, e=—0 
wieder: 
ms PO) ” (= 14 fatt 0 * 
(53) BP a= SO oe., 
= = a. 


Ebenso kénnte man noch ssecainaoine die Formel aufstellen: 








(54) BY = S (— 1p a, E Mee heet, 
c=0 


(¢—a)! 


welche in einer Vereinigung von (52) ee (53) besteht. 
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Es brauchen demnach nur die Functionen % wirklich recurrirend 
berechnet zu werden, da alsdann die Functionen A” und B® mittelst 
der Gleichungen (51) und (54) leicht zu bilden sind. 

Um diese Berechnung wirklich auszufiihren, nehmen wir die Re- 
cursionsformel (47) fiir 40 in Anspruch, wobei die linke Seite der 
Gleichung fiir @ > 0 verschwindet, wahrend sie fiir @ = 0 den Werth 1 
annimmt; die Gleichung zerfillt daher in zwei andere, welchen zur 
Vermeidung von Nennern die Gestalt zu geben ist: 


fui? —1, 
(55) {ee Ss (— 1" ff. . fretig® fir o > 0, 


a= a! 
in der sie nun fiir die Anwendung am bequemsten zurechtgelegt er- 
scheinen. 


Man wird sich jetzt eine Tabelle der Functionen f+! 4 in fol- 
gender Weise anlegen. 


Zuerst bildet man (fiir das Argument z) die Werthe von: 
{> fi» fe» fs» - 


welche zu der Kenntniss von: 


hi» — fh; ths» — f*f,;- 

















verhelfen. Hierauf verfihrt man — stets horizontal ausmultiplicirend, 
dann vertical addirend — nach folgendem Schema, welches keiner 
weiteren Erklirung bediirftig ist: 
Q «fa = 1| <f 

ru? =f |><h j 

1} ><— fhe 
f? Wy? =f? — Shh | ><f 
f < — fh, 
< ths 
WD = fF, Tih + Wh DI 
Se thy 
<a 
PU? = f= Pfrh + per + 4h? — deff 
u. Ss. W. 


Um ebenso die Functionen ®{) zu berechnen, bringen wir die 
Relation (53) ahnlich wie oben auf die bequemere Form: 


(56) fet BO —  (— F f fat gone ©) | 


sunt 








bh = 
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Darnach haben wir also die eben gefundenen Ausdriicke der Functionen 
fo+t a nur mit den Multiplicatoren : 
hi» —fh,» tPh, —tPh,--- 

auf passende Art zu verbinden, und erhalten: 
(11) iB =f, 

PSY =f? — fh; 

PB =f? —Ifht+s4Ph, 

f'B9 =f — 2A +A hh +A — Ahh 

u, Ss. W. 

Ausser den bereits angefiihrten independenten Darstellungen der 
Functionen %, 8 in Determinantenform lassen sich auch noch folgende 
Ausdriicke ableiten, die ich mich aber begniigen will, hier nur kurz 
zu erwihnen. Ks ist: 

ao! ? 


i —1)a — @)/ a a, 
67) 86th a = soe ma (cr) (4) (#t)" 


wo die Summe S ausgedehnt werden muss iiber alle positiven ganzen 


Wurzeln — die 0 mit zugelassen — der beiden coexistirenden Glei- 
chungen: 
(58) ata+t+a+...+a@=—@o, 


O.a+1l.a,+2.a,4+...-0.q—@0. 
Multiplicirt man das allgemeine Glied obiger Summe (57) mit —°—, 
oa—a 
so stellt dieselbe den Werth von f” 8%, vor, also: 


5 rm yl y (— 14 (@— 4 — 1)! i wo \ 4 
(69) Bo 8 SP (ar) (at) (BE) 


Es gelten auch die Gleichungen: 
potig i = “> i 1» go f(e+«) — f@ \* 
é J 4 
f° 3, =o = | (— 1) fa lim 9 + to es 2 


lo— 
—9 4! (@—a) ,—9 


a=0 a! e=0 


(60) 





g 9. 


Zusammenhang zwischen den Functionen A und %. 


Ich gehe jetzt dazu iiber nachzuweisen, dass die Functionen A® 
und 4” der beiden vorigen Paragraphen fiir jedes Argument ¢ ein- 
ander gleich sind, wenn nur die Zahlen @ und 4 eine gewisse Un- 
gleichheitsbedingung erfiillen. 

Bekanntlich hat man, wenn die Gleichung f(z) —0 keine viel- 
fachen Wurzeln besitzt, die Partialbruchzerlegung: 
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1 an 1 


(61) ma 2 (¢— za) f (Za) * 





Setzt man hierin z — ¢ fiir z, so lisst sich das allgemeine Glied der 
Summe rechts fiir hinreichend kleine ¢ in eine Mac-Laurin’sche Reihe 
nach steigenden Potenzen dieser Grésse entwickeln, falls nur z nicht 
gerade einer Wurzel z, gleich ist. Um links die erzeugende Function 
der & zu bilden, multiplicire man hierauf die Gleichung mit der Ent- 
wickiung von (z — ¢)* in eine (unendliche) Reihe nach dem binomischen 
Satze, und ordne rechts nach Potenzen von ¢ an. Wird das Ergeb- 
niss alsdann mit Gleichung (45) verglichen, so folgt durch Gleich- 
setzung der Coefficienten von &”: : 


=—W 


m@ @Giden 5 ——. £ (—1) (dl —«), 
aa1 (4% — 2a)! fO (fa) - 5 
womit die Function Thee ihnlich A® als eine symmetrische Function der 
Wurzeln z, der Gleichung /(z) = 0 dargestellt ist. 
Wenn nun zuerst @ > A ist, so darf man offenbar in der letzten 
Summe rechter Hand anstatt der oberen Grenze @ auch / schreiben, 
weil alsdann der Binomialcoefficient (4), fiir alle zwischen 4 (exclus.) 


und @ (inclus.) liegenden Werthe von ¢ verschwindet. Dann ist aber 


diese Summe nach dem Binomialtheorem = {z — (2 — %)}* = 2, 
folglich wird mit Riicksicht auf die Definition (38) der Function A: 
A (2) = A® (2), fiir o >A, 


was wir zuniichst zu beweisen suchten. 

Aber auch fiir @ < 4 findet diese Beziehung noch statt, falls nur 
A4<oa@-+un ist. Fir o <A kénnen wir nimlich in dem Ausdrucke 
(62) von 4X die Summe: 


c= 
Pi 


c=—0 
zerlegen in: 

o=a e=4 

2— 2 

c=0 c=o+1 
und liefert die Summe aller von dem ersten Theil dieser Zerlegung 


herriihrenden Terme wie vorhin die Function A® , sodass: 


? 


(4) _ 9 —_ “— + a8 ae ae (¢— 
As (2) — % (#) james” 1) es = f (Za) 


Bekanntlich ist aber: 


a =n 4 (Za ) 


in. 





a=1 fe) (2a) a ; 
" wenn 4(Zq) eine ganze rationale Function von 2, vorstellt, deren Grad 
n—2 nicht iibersteigt. Als eine solche Function z lasst sich aber 
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in der obigen Doppelsumme der Ziihler (¢ — z,)°—®~-! betrachten, wenn 

fiir jeden dort in Anspruch genommenen Werth von c: 
0<ce—a—l<n—?2 

ist. Da der erste Theil dieser Ungleichung von selbst erfiillt und 4 

der grésste Werth ist, den ¢ annimmt, so bleibt fiir das vollstiindige 

Verschwinden der ganzen Doppelsumme nur noch die Bedingung 

A—a@<n—1, oder 1— @ < n ibrig. 

Unter der Voraussetzung, dass entweder w >A, oder a<A4< @+n, 
stimmen also die beiden Functionen X% und A® vollstindig iiberein, 
und da diese beiden Bedingungen auf eine einzige hinauslaufen, haben 
wir den Satz: 

(63) A® (2) = 4 (2), fir 4—o <n. 

Wenn die beigeschriebene Bedingung nicht erfiillt ist, so tritt an 
Stelle dieses Theorems der obige Ausdruck fiir den Unterschied der 
beiden Functionen, welcher indess noch die folgende Vereinfachung 
zulasst : 


d j c=h a=n iii 
(64) AP(e)—AWP~)— F —1% (a), F KOBE 
c=w en a=1 f) (a) 





fir 4—asSn, 
indem alle Glieder der friiheren Doppelsumme, bei welchen ¢ zwischen 
@-+ 1 (inclus.) und @ + n (exclus.) liegt, aus dem schon erwihnten 
Grunde verschwinden. 

Es wire eine nicht uninteressante Aufgabe, auch die letztere 
symmetrische Function der Wurzeln noch durch die Coefficienten der 
Gleichung f(z) = 0 auszudriicken, wie glies im vorhergehenden Falle 
mit Riicksicht auf § 8. fiir die symmetrische Function A® (z) nun 
erledigt ist. . 


§ 10. 
Zusammenhang zwischen den Functionen B und 8, 


Leichter noch als bei den Functionen A und % ist die Identitit 
bei den Functionen B und $ zu erkennen unter der Bedingung, unter 
welcher sie stattfindet. 

Zu dem Ende suchen wir wieder die erzeugende Function (der $) 
zu entwickeln in eine Reihe nach steigenden Potenzen von ¢, deren 
Coefficienten ausgedriickt seien durch die Wurzeln und nicht durch die 
Coefficienten der Gleichung f(z) = 0. Dazu verhilft abermals eine 
Partialbruchzerlegung. Ls ist namlich: 

(65) Meg “Fit 


f(2) fs a1 &— ka ' 





einerlei, ob die Gleichung f(z) = 0 vielfache Wurzeln habe, oder nicht. 












E. Scuréper. 


346 





Wird hierin 2 — « fiir z gesetzt, hierauf rechts nach steigenden Po- 
tenzen von « entwickelt und die Gleichnng mit der Binomialentwicklung 
von (zg — é) multiplicirt, so ergiebt sich durch Coefficientenvergleichung 
mit (46) wie oben: 

(66) BP) — 2 


—1 (@—Za)o+! 


1 c—@ 


E (1) Wee (@— ea) - 


Ist nun: @ > A, so wird die letzte Summe = 24, indem sich 4 
statt @ als ihre obere Grenze schreiben liisst, und es wird also: 


(67) B® (2) = B8 (2), fir 1—a<0, 
wie zunachst gezeigt werden sollte. Ist aber o < 4, so kann man in 
der vorausgehenden Gleichung die Zerlegung vornehmen: 


c= oud c=! 
on Boe BS 


c=0 c=0 c—w+1 
und erweist sich die Summe aller vom ersten Theile herriihrenden 
Glieder einerlei mit B® (2), sodass man hat: 


c=’ a=n 
68) BO ~)—8®@— BE Cy ae? Een, 
e=a-+l a=1 
fir 4—a>0O, 


eine Doppelsumme, die im Allgemeinen von 0 verschieden ist, und 
leicht, statt durch die Wurzeln, durch die Coefficienten der Gleichung 
f(z) = 0 ausgedriickt werden kénnte. 

Die symmetrischen Functionen A und B, welche wir in § 7. als 
die bemerkenswerthesten Fille der allgemeineren Function C hervor- 
hoben und zum Gegenstand des Studiums machten, sind nun also durch 
die Coefficienten der Gleichung f(z) = 0 ausgedriickt, nimlich in Ge- 
stalt einfach gebauter Determinanten dargestellt, als deren Elemente 
das Polynom f(z) und dessen Derivirte auftreten — allerdings nur unter 
der Voraussetzung, dass w und 4 den angegebenen Ungleichungen 
gentigen, was beiliufig gesagt fiir @ — co stets der Fall ist. Unter 
jener Beschrinkung also darf iiberall A fiir % und B fiir B geschrie- 
ben werden, [wie es auch von friiher her gestattet ist, in allen For- 
meln des § 7., A oder B fiir C zu schreiben]. Noch verdient hervor- 
gehoben zu werden, dass mehrere der fiir %{ und A (wie fiir 8 und B) 
nun auf 2 Wegen gewonnenen Relationen, z. B. die Relationen (36) 
des § 7. und (51), (52) des § 8. bei sonstiger Uebereinstimmung im 
Bau der Ausdriicke sich doch durch die obere Grenze am Summen- 
zeichen unterscheiden, welche einmal 4, das andere Mal @ ist; selbst- - 
verstandlich kann man von diesen beiden Zahlen eine jede, z. B. die 
kleinere, wahlen, da die Glieder, um welche die eine Summe von der 
andern iibertroffen wird, sich simmtlich wegheben, sofern iiberhaupt 
die lateinischen Functionen mit den gothischen iibereinstimmen. 
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§ 11. 


Hieraus sich ergebende Auflosungsmethoden der zweiten Art. 


Ich gehe jetzt zur Betrachtung der Auflésungsmethoden selbst 
iiber, welche sich fiir die héheren Gleichungen aus den Untersuchungen 
der §§ 7. bis 10. deduciren lassen, und deren wir, wie schon in § 1. 
hervorgehoben wurde, zwei Arten zu unterscheiden haben. 

Kine Auflésungsmethode von der zweiten in § 1. charakterisirten 
Art fliesst zunichst aus dem Theorem (II) des § 7. Jenes Theorem 
sagt aus, dass, wenn: 


3 mt 
F() = 2H oder aber F(z) = “BP 


gesetzt wird, stets: 
lim . F(z) = 2,* 


sein muss, falls z, eine Wurzel der Gleichung f(z) = 0 ist, welche 
dem willkiihrlich angenommenen Punkt z niiher liegt als irgend eine 
andere der Wurzeln. Da in § 8. die Mittel angegeben sind, die Func- 
tionen A und B recurrirend fiir immer gréssere w zu berechnen, sowie 
auch, aus dem Polynom f(z) und den Zahlen z, 4, h, sie indepen- 
dent zu bilden, so lisst sich in der That auf diesem Wege die h'e Potenz 
der Wurzel z, (oder wenn man will, unter der Annahme h = 1, diese 
Wurzel selbst) so genau man wiinschen mag, ermitteln; und zwar ist 
diese Methode — eine doppelte, je nachdem man die Functionen A 
oder B wahlt — wegen der Willkiihrlichkeit der genannten Zahlen 
unendlich vielfacher Anwendung fiahig. 

Als ganz speciellen Fall, nimlich wenn bei der Function A die 
Zahl 4 =O und h = 1 gesetzt und der willkiihrliche Anfangswerth z 
gleich 0 oder gleich oo genommen wird, begreift die gegenwirtige 
Methode ein unlingst von Fiirstenau*) veréffentlichtes und von ihm 
aus ganz andern Gesichtspunkten gewonnenes Auflésungsverfahren 
unter sich. Ebenso bildet dieselbe einerseits eine Erweiterung, andrer- 
seits eine Specialisirung der Daniel Bernoulli’schen Methode. 

Was den Anfangswerth z betrifft, so darf dieser, wenn man iiber- 
haupt nur eine — und nicht eine bestimmte — Wurzel der Gleichung 
f(2)=0 nach den angegebenen Methoden finden will, in der ganzen 
Zahlenebene beliebig gewahlt werden mit Ausnahme einer gewissen 
Linie, der Ausnahmelinie, welche aus lauter stetig unter einander ver- 
bundenen Strecken, Strahlen und Geraden besteht. Wird mit m die 
Anzahl der von einander verschiedenen Wurzeln bezeichnet, welche 





*) Darstellung der reellen Wurzeln algebraischer Gleichungen durch Deter- 
minanten der Coefficienten, Marburg 1860. : 
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natiirlich bei Anwendung der Functionen A gleich m gedacht werden 
muss, da vielfache Wurzeln dann ausgeschlossen bleiben, so zerlegt die 
Ausnahmelinie die ganze Ebene in m verschiedene Gebiete, deren jedes 
nur eine einzige einfache oder vielfache Wurzel in sich enthilt. Jedes 
dieser Gebiete ist so beschaffen, dass fiir alle innerhalb desselben an- 
genommenen Punkte z unsre Auflésungsmethode eben die eine inner- 
halb desselben liegende Wurzel liefert; es kann daher das zu der Wur- 
zel gehorige Convergenzgebiet der Auflésungsmethode genannt werden. 
* Die m verschiedenen Convergenzgebiete also grenzt die Ausnahmelinie 
von einander ab. Die Begrenzung jedes Convergenzgebietes ist eine 
polygonale, und zwar ein nach dem Unendlichen hin offenes Polygon, 
wenn die betreffende Wurzel, nachdem siimmtliche Wurzelpunkte durch 
gerade Linien mit einander verbunden sind, eine Ecke des umschliessen- 
den Vielecks bildet; im andern Fall ist sie ein endliches geschlossenes 
Polygon. Die Seiten dieser Polygone gehen stets senkrecht durch die 
Mitte der Verbindungslinie zweier Wurzelpunkte hindurch, und die 
Ecken derselben, in welchen stets mindestens 3 Polygone aneinander- 
stossen, also die Ausnahmelinie sich verknotet, sind die Mittelpunkte 
derjenigen durch mindestens 3 Wurzelpunkte gelegten Kreise, welche 
keinen andern Wurzelpunkt einschliessen. Alles dieses folgt leicht aus 
der Forderung, dass der Punkt z, wenn er nicht ein Ausnahmepunkt 
sein soll, nur nicht etwa gerade von den zuniichst liegenden Wurzel- 
punkten gleich weit abstehen darf. Es ist demnach keiner Schwierig- 
keit unterworfen, die Ausnahmelinie zu construiren, wenn die Wurzel- 
punkte gegeben sind: 

Man construirt zuerst die a a Geraden, welche senkrecht 


durch die Mitte der Verbindungslinie zweier Wurzelpunkte hindurch- 
gehen und allein Ausnahmepunkte enthalten kénnen, jedoch bei weitem 
nicht alle und in ihrer ganzen Erstreckung zur Ausnahmelinie gehéren. 
Kin Punkt auf einer solchen Normalen, zu welcher zwei Wurzel- 
punkte symmetrisch liegen, ist niimlich nur so lange Ausnahmepunkt, 
als er keinem dritten Wurzelpunkt niiher liegt, als jenen beiden. Diese 
Geraden schneiden sich zu drei und drei in wim Din) Punkten, 
den Mittelpunkten der durch je 3 Wurzelpunkte gelegten Kreise. Von 
den genannten Mittelpunkten sind nun alle diejenigen auszuscheiden, 
deren zugehériger Kreis noch Wurzelpunkte einschliesst; die tibrigen 


Mittelpunkte sind lings der =e—% Geraden mit einander zu verbin- 
den; endlich sind von den iiussersten dieser Mittelpunkte aus senkrecht 
za den Seiten des umschliessenden Vielecks der Wurzelpunkte (also 
ebenfalls lings der gedachten Geraden) noch Strahlen nach dem Un- 
endlichen hin zu ziehen. Die erwihnten Verbindungslinien und Strahlen 


bilden die Ausnahmelinie., 
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Sind die Wurzelpunkte nicht gegeben, so bleibt auch die Aus- 
nahmelinie unbekannt; nimmt man aber in diesem Falle den Anfangs- 
werth z auf’s Geradewohl an, so ist die Wahrscheinlichkeit auf einen 
Ausnahmepunkt zu verfallen gleich 0. Hat allerdings die Gleichung 
f(2) = 0 lauter reelle Coefficienten, also conjugirt imaginiire Wurzeln, 
so darf man selbstverstiindlich z nicht etwa auf der Linie der reellen 
Zahlen wiihlen, wenn man eine der complexen Wurzeln finden will; 
in der That ist in diesem Falle a priori ersichtlich, dass man durch 
fortgesetzte rationale Verbindung von lauter reellen Zahlen unter sich 
niemals zu einem imaginiren Ergebniss gelangen kénnte. 

Nimmt man fiir z einen Punkt auf der Ausnahmelinie, so nihert 
sich F'(z) bei wachsendem @ im Allgemeinen keiner bestimmten Grenze, 
obwohl es endlich bleibt. 


§ 12. 
Hieraus hervorgehende Algorithmen. 
Auflésungsmethoden von der ersten in § 1. charakterisirten Art, 


nimlich Algorithmen, gehen aus den Theoremen (I) und (III) des § 7. 
hervor, wenn man dort h = 1 annimmt. 


Setzt man niimlich: 


AGH+D (2) (a+-1) (2) 
69 F(z) = —°.. oder aber F(z) = —*., 


so wurde dort gezeigt, dass die Function F' die Kigenschaft besitzt, 
dass erstens F'(z,) = 2, und zweitens die Derivirten: 


0:F (2), &@F(e),.... a F(z) 


fiir z= 2, gleich 0 werden. Auf Grund dieser Eigenschaften muss 
also, wenn @ > 0 ist, nach den Ergebnissen des § 2. die Gleichung: 
a = F(z) 

einen Algorithmus der o + 1'" Ordnung vorstellen, durch welchen es 
moglich ist, aus einem beliebig, nur hinreichend nahe an 2, gewihl- 
ten Anfangswerthe z jede Wurzel z, der Gleichung f(z) = 0 so genau 
man will zu finden; und zwar in der Weise, dass der Modul jedes 
Niiherungswerthes schliesslich stets auf @-+1mal so viel Decimal- 
stellen genau gefunden wird als auf wie viele genau der Modul des 
vorhergehenden Niherungswerthes bekannt war. 

Wegen der Unbestimmtheit der natiirlichen Zahlen @ und 4, sowie 
der Willkiihrlichkeit des Anfangswerthes z schliesst auch diese Methode 
unendlich viele Algorithmen in sich, und es verlohnt der Miihe, die- 
selben fiir die einfachsten Werthe von @ und 4 wirklich anzuschreiben. 
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Jeden dieser Algorithmen will ich nach dem die Function F' charakteri- 
sirenden Nenner in (69) mit (A2) resp. (B,) bezeichnen. 

In Erinnerung werde noch gebracht, dass bei den Algorithmen 
(Ai) vielfache Wurzeln der Gleichung f(z) = 0 ausgeschlossen sein 
miissen, wofern sie wirklich von w + 1facher Convergenz sein sollen; 
bei den Algorithmen (Bi) hingegen wird durch die Vielfachheit der 
Wurzeln kein Unterschied hinsichtlich des Grades der Convergenz- 
geschwindigkeit begriindet. 

Endlich muss bei den Functionen A, wofern sie wirklich durch 
die anzugebenden Ausdriicke darstellbar sein sollen, die Ungleichung 
4—@ <n, bei den Functionen B hingegen die Ungleichung 4A—a<0 
erfiillt sein. 

Mit Riicksicht auf die Gleichung (37) in dem Theorem (IV) des 
§ 7. lassen sich unsre Algorithmen nun so darstellen: 





A® (2) vis A® 

a —1 w@—1 

(A) g=Z— 22 @ @) = Z—]- por Ae) 

(B) fe uf B® , (2) f° B®, fira>0, 
‘ (ams ey ee pore 





worin das zweite Glied rechter Hand als die Correction aufgefasst 
werden kann, welche nach dem Algorithmus zu dem Anfangswerthe 
hinzugefiigt werden muss, um den niachsten Niherungswerth zu bilden 
(und welche mit dem in § 2. erwihnten Fehler des Anfangs- oder 
Naherungswerthes nicht zu verwechseln ist). 

In diese Gleichungen sind nun die Werthe der Functionen A und 
B einzusetzen, welche in (36) des § 7. und (51), (52) des § 8. zuniichst 
durch die Functionen A und B ausgedriickt werden. Zu dem 
Ende schreiben wir mit Vermeidung der Briiche jene Relationen in 
folgender Gestalt an: 


4, 
a ‘ a —a fa —a 
(PP AD = EF (1 Aa“ fPAD a, 
(70) rig 
7) a yy a —a fa —a 
PO BO = 2 (— 1)" Mal" ft. fPBo ay 
worin von den beiden angegebenen oberen Summengrenzen 4, @ stets 


die klemere gewihlt werden darf. Demnach hat man nun fiir o = 0, 
Be. Bb gest 


f AP =f. f AY, 
f? AY re F f? Aw — az- 1 # f A AM, 
PAP =i PA —ae—'p. pA AG) A -* ptf AD 


u. S. W., 
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und, da fiir 4 = 0 nur eine Identitit herauskommt, fiir 4 = 1, 2,...: 
PHA ms fH Al —f. PAs, 
f°R AD = 2. f° VAD — 22 f f°? ADA t fe. fr Ane, 
u. 8. w.; die entsprechenden Gleichungen fiir die Functionen B lauten 
ebenso; man erhiilt sie einfach, indem man hier B statt A schreibt. 
Da wir A®) resp. BO allgemein nicht in einfacher Weise auszu- 
rechnen vermégen, so erhalten wir nur aus den ersteren Gleichungen, 
in welchen 4 willkihrlich gelassen ist, durch Einsetzung der Functio- 
nen A® und B® aus (I) und (II) des § 8., einfache Formeln von all- 
gemeinem Charakter und hinreichend leichter Berechenbarkeit, und 
zwar: 
f Ay = s ? 
f? AP =F f,—adf, 
PAP = # f2—4ff) —a¢ ff, + EP AP, 
u. s. w. ferner: 


f BY — # fi, 
P BP =# (f2—ff) —A42" fh, 


u. s. w., wonach es leicht wiire, eine Tabelle der Functionen A® oder 
B® mit doppeltem Eingange anzulegen. 

Nun endlich kénnen wir mit der gréssten Bequemlichkeit zu der 
Aufstellung der einfachsten Algorithmen selbst schreiten. 

Wollte man zuerst o =O annehmen, so wiirde sich, wenn hier 
nicht ein Degenerationsfall vorliige, als Algorithmus von linearer Con- 
vergenz ergeben-: 


(Ai) desgl. (Bi) e = 2. 


Da hier die Correction gleich 0, der Fehler des Niherungswerthes also 
der ersten Potenz des Fehlers beim Anfangswerthe nicht allein propor- 
tional, sondern sogar gleich ist, so wiirde das Attribut ,,linear“ wohl 
noch passen, allein die Benennung ,,Algorithmus“ trifft nicht mehr zu, 
weil 2, F'(z) nicht < 1 sondern = 1 ist. 

Fiir @ = 1 erhalten wir den allgemeinsten Algorithmus zweiter 
Ordnung oder von quadratischer Convergenz, welcher iiberhaupt aus 
dieser Quelle fliessen kann, niimlich: 

(Aj) ome — ap 
, eff, 
(Bi) Th) = Th? 
und als einfachsten Fall fiir 4 = 0 einerseits den Newton’schen Algo- 
rithmus: 
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(Ai) a= ez — £, 
i 

andrerseits den ihm ebenbiirtigen, meines Wissens noch nicht beach- 

teten Algorithmus: 


th 
(Bi) f= 8 — a TR? 


welcher bei fast gleicher Einfachheit den Vorzug besitzt auch fiir viel- 
fache Wurzeln noch quadratisch zu convergiren, und dessen wir schon 
in § 3. Erwihnung gethan haben. 

Fiir @ = 2 ergeben sich die allgemeinen Algorithmen dritter Ord- 
nung oder von cubischer Convergenz, z. B.: 


(42) = 2— ef — =—s 
af 4h — deff, + 


und als einfachste Fille fiir 4 — 0: 
(AS gomez — 


3p’ 


__ Fh 
f?—4fhr’ 
, fi? — the 
(Bi) o—i—t ea 
wovon der erstere (A}) auffallend ist durch seine Aehnlichkeit mit (B)), 
von welchem er sich nur durch den Factor 4 im Nenner unterscheidet. 
In dieser Weise nun kénnte man leicht fortfahren, und auch die 
Algorithmen von biquadratischer und héherer Convergenz aufstellen; 
jedoch empfiehlt sich dieses darum nicht weiter, weil fiir praktische 
Zwecke der Vortheil der rascheren Convergenz durch den Nachtheil 
einer viel grésseren Complication der zu berechnenden Ausdriicke mehr 
als aufgewogen wird. 
Beispielsweise ergeben sich fiir die binomische oder reine Glei- 
chung »'* Grades: 
{(¢) = —y=0 
die zur Ausziehung einer Quadrat-, Cubik- oder m'*" Wurzel aus einer 
Zahl y sehr brauchbaren Algorithmen: 


, hos n a 1) 
(A}) £=—2@- e (n = R. "s A<n +1, 
(Bi) gene OTD ie A< 2; 


(n+’4—1)y—(A—1)a ? 
hier sind die beiden Algorithmen B unter den n+ 1 Algorithmen A 
mit enthalten, niimlich (B}) identisch mit (A7~*) und (Bi) identisch 
mit (Af). 

Will man etwa eine Quadratwurzel aus einer reellen Zahl auf sehr 
viele Decimalen, z. B. 24 Stellen, ermitteln, so empfiehlt es sich in 
der That, nachdem man durch die Methode des gewohnlichen Wurzel- 
ausziehens mit abgekiirzter Division einen sehr guten Niherungswerth 
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(auf 12 Decimalen genau) gefunden, den niichstfolgenden sogleich auf 
24 Decimalen genauen Werth mittelst eines dieser Algorithmen aufzu- 
suchen. Kin Vorzug dieses Verfahrens besteht noch darin, dass man 
bei demselben eine endliche Anzahl beliebiger Rechenfehler machen 
darf (wenn man nur durch dieselben nicht aus dem Convergenzgebiet 
hinausgerith), und dabei doch friiher oder spiiter den richtigen End- 
werth findet; auch hat man stets einen zuverliissigen Maassstab fiir 
die bereits erzielte Genauigkeit; sie ist auf doppelt so viele Decimalen 
erreicht, als auf wie viele der letzte Niherungswerth mit dem vorletz- 
ten iibereinstimmt. : 

Interessant wiire noch die Beantwortung der Frage, welcher Werth 
von 4 sich fiir eine bestimmte Wurzelausziehung am vorziiglichsten 
eignet, d. h. die rascheste Convergenz gewihrt. 

Man kénnte auch verschiedene Algorithmen vielleicht vortheilhaft 
combiniren, z. B. den aus dem Algorithmus (A,°) sich ergebenden 
ersten Naiherungswerth in den Ausdruck von (A,') fiir z¢ substituiren, 
um den zweiten Niherungswerth zu finden; alsdann diesen in den 
Ausdruck von (A,*) und den so sich ergebenden dritten Niherungs- 
werth in denjenigen von (A,°), u.s.f., sodass man anstatt einer Ite- 
ration oder wiederholten Ausfiihrung gleichartiger Substitutionen nun 
eine gesetzmiissige Reihe verschiedenartiger Substitutionen zu vollzie- 
hen hatte, um sich der gesuchten Wurzel zu nihern. 

Endlich wiire es der Miihe werth zu untersuchen, welcher Grenze 
die Algorithmen zustreben, wenn 4 eine andere als eine ganze posi- 
tive Zahl ist. 


is § 13. 
Einiges iiber das Convergenzgebiet dieser Algorithmen. 


Es bleibt die Aufgabe iibrig, die Convergenzgebiete der zuletzt 
angegebenen Auflésungsmethoden zu ermitteln, d.h. ihre Grenzlinien, 
wenigstens wenn die Wurzeln der Gleichung f(z) = 0 gegeben sind, 
za bestimmen. So leicht diese Aufgabe fiir die Auflésungsmethoden 
der zweiten Art in § 11. gelést werden konnte, so schwierig erscheint 
dies bei den Auflésungsmethoden der ersten Art oder den im vorigen 
Paragraphen aufgestellten Algorithmen. Die Beantwortung dieser 
Frage nach den Contouren der Convergenzbezirke ist mir nur bei den 
beiden einfachsten Algorithmen in den einfachsten Fallen, nimlich 
fiir die linearen oder iiberhaupt einwurzeligen und fiir die quadrati- 
schen Gleichungen bis jetzt gelungen. 

In dem Falle 4 0 kann das nachstehende Theorem zur Erleich- 
terung der Aufgabe dienen. 

Die Contouren der Convergenzbezirke der Algorithmen A ) oder (Bu) 


Mathematische Annaien. II. 


_ 
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hiingen lediglich ab von der gegenseitigen (relativen) Lage der m von 
einander verschiedenen Wurzelpunkte z,, 2, ...; 2m, keineswegs aber 
von der Lage dieses Punktesystems gegen die Punkte 0 und 1, iiber- 
haupt gegen die Axen der reellen und der imaginiren Zahlen. Mit 
andern Worten: Ersetzt man das System der Wurzelpunkte durch ein 
anderes , ihm dhnliches von beliebiger Lage, so werden auch die neuen 
Convergenzbezirkcontouren den alten dhnlich und sind zu den neuen 
Wurzelpunkten dhnlich gelegen. 

Beweis. Man denuke sich zwei Zahlenebenen , in der ersten die Wur- 
zeln Z,, 2), .-+- 2m der Gleichung f(z) =O als Punkte verzeichnet, 
in der zweiten die in der niamlichen Anzahl vorhandenen Wurzeln 
fi, &, +--+ & eimer andern Gleichung g (§) = 0. Sei ausserdem z 
in der ersten, ebenso € in der zweiten Ebene ein beliebiger Anfangs- 
werth, und: 

CS) 


oe = g 
&==@ 


C ®) (2) 
wo C gebildet ist fiir die Function /, desgleichen: 
oo oe rae) 
bk ef) 


wo C gebildet ist fiir die Function g, der zugehdrige erste Niherungs- 
werth, welchen unser Algorithmus liefert, wenn unter C wie friiher 
entweder die Function A oder die B verstanden wird. Setzen wir 
dann zwischen z und € die Relation fest: 

f=uz+ », 
und nehmen auch an, dass: 


9 


{=p2, + fira=1,2,3,...m™ 


sei, so ist leicht eimzusehen, dass das System der Punkte ¢, € in der 
zweiten Ebene, wenn uw und v beliebige complexe Zahlen bedeuten, 
dihnlich ist dem System der Punkte z, 2, in der ersten Ebene, dass 
jedoch das erstgenannte System gegen die Axen der reellen und der 
imaginiiren Zahlen eine beliebig geiinderte Lage besitzt. Denn ist 
uw = ee'*, so bewirkt die Multiplication der Zahlen z mit @ eine Ver- 
wandlung des betreffenden Punktesystems in ein anderes ihm ihnliches 
und tihnlich zu den Axen liegendes, dessen homologe Dimensionen 
alle gmal so gross sind als im ersteren; die Multiplication mit e’* 
bewirkt eine gemeinsame Drehung des Punktesystems iiber den belie- 
bigen Winkel #; und endlich die Addition von v zu dem Product 
uz = oe'*z entspricht einer parallelen Verschiebung des ganzen Sy- 
stems in der Richtung und iiber die Linge des Moduls der Zahl v. 
Der Beweis unseres Satzes ist nun gefiihrt, wenn gezeigt ist, dass 
auch die Niherungswerthe z’ und £° als homologe Punkte den beiden 
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iihnlichen Punktesystemen angehéren, da sich dieser Schluss alsdann 
leicht auf alle folgenden und vorausgehenden Niherungswerthe bis an 
die Grenzen der Convergenzgebiete hin ausdehnen liisst. 

Nun ist aber diejenige Gleichung, deren Wurzeln & = uz + v 
sind, offenbar: 


9) =f &") =9, 
und muss demnach: 
. 1 $—* 4 , _— 1 a, (E-% 
p™ (6) = 7 f( ; ) , tiberhaupt o(g) = rh (: =*) 
fiir jede natiirliche Zahl ¢ sein, oder wegen co? = 2: 


1 1 

P(E) =F) » PPE) = Tf) >--- PPO? &- 

Da ferner nach Gleichung (57) des § 8. in allen Gliedern der 
Function f°+' A® desgleichen der Function /” B®), die Summe der 
mit den Exponenten multiplicirten Derivationsindices von f die nim- 
liche und zwar = @ ist, so erweisen sich die beiden genannten durch- 
weg fiir die Function » gebildeten Ausdriicke: 

yp (grt! AW (€) resp. w (6)” BE , (6) 
gleich den entsprechenden fiir die Function f gebildeten Ausdriicken: 
: { (2)e+! A® (2) resp. f(z)” BO_, (2) 
behaftet mit dem Factor — - Aus der letzten der beiden Gleichungen: 


fle) ° Cn? 1) 





2’ =2—f(z)- Fa) 7H OW , [wo C gebildet fiir /], 
- 9 (f)” CO, (8) so - 
c’ = £—g (6) ? [wo C gebildet fiir g], 


9) °H COE 
folgt daher: 


f= we v—u: f(2)- 


also mit Riicksicht auf die erste Gleichung: 


f’ = we’ + v, 


foro. 


i® worl o® (@) ? [wo C gebildet fiir Al ; 


wie gezeigt werden sollte. 

Da also die Contouren der Convergenzbezirke in den ihnlichen 
Systemen der z und der § in der That aihnliche Curven mit der glei- 
chen Verhiltnisszahl g fiir die homologen Dimensionen sein miissen, 
welche gegen das Punktesystem eine iihnliche Lage haben, so wird 
man, wenn es sich um das Studium jener Contouren handelt, dasselbe 
ebenso gut in dem System der € als in dem der z vornehmen kénnen. 
Darnach kann man beispielsweise unbeschadet der Allgemeinheit zwei 
Wurzeln der zu discutirenden Gleichung ganz beliebig, etwa die eine 

23* 





ee ae OR NS CTR NS ET 





356 E. Scuréper. 


= 0 und die andere = 1 annehmen, indem es ja nur auf die rela- 
tive Lage der Wurzeln ankommt; man kann auch simmtliche Wur- 
zeln untereinander und dem Nullpunkte beliebig nahe annehmen, da 
sich die Verhiiltnisszahl @ beliebig klein denken lisst, u. s. w. 

Hieraus fliesst noch beiliufig die wichtige Folgerung, dass die 
Ausschliessung einer Wurzel 0 der Gleichung / (2) 0, welche bei 
vielen unserer Sitze erforderlich war, doch fiir die Endresultate bei 
den Algorithmen (A®) und (B®) irrelevant ist. 

Fiir die Algorithmen (A+) oder (B+), fiir die 4 > 0 ist, gilt das 
obige Theorem nicht; versucht man hier dieselbe Betrachtung durch- 
zufiihren, wie sie zum Beweise des Theorems nothig war, so zeigt 
sich leicht, dass man die Zahl v gleich 0 nehmen muss, wenn der 
neue Niherungswerth ein homologer Punkt des dem alten System iihn- 
lichen Punktesystems sein soll. Man darf also wieder die zu Grunde 
gelegte Masseinheit verindern, d. h. das System der Wurzelpunkte durch 
ein anderes ihm ihnliches und iihnlich gegen die Axen gelegenes er- 
setzen, man darf das System auch um den Nullpunkt herum iiber einen 
beliebigen Winkel drehen — nur darf man es nicht parallel mit sich 
verschieben , das heisst es gilt der Satz: 

Bei den Algorithmen (A*) und (B+) ist die relative Lage der Con- 
vergenzbezirkcontouren gegen die Wurzelpunkte nur abhingig von der 
Distanz des Schwerpunktes stimmtlicher Wurzelpunkte (des Mittelpunk- 
tes ihrer mittleren Entfernungen) und des Nullpunktes, in ihrem Ver- 
hiiltniss zu den gegenseitigen Distanzen dieser Wurzelpunkte; im Uebri- 
gen aber unabhiingig von der absoluten Lage dieser Wurzelpunkte und 
von der zu Grunde gelegten Einheit. 

Soviel iiber die Convergenzgebiete im Allgemeinen. 


§ 14. 
Einfachste Beispiele zu den Haupt- Algorithmen. 


Um in die Natur der Algorithmen einen niheren Einblick zu ge- 

winnen, wollen wir jetzt die beiden vorziiglichsten: 

(A) ams — fr , und (B,°) 2’ =s— fi, 
fiir ein einfaches Beispiel hinschreiben und fiir den praktischen Ge- 
brauch zurecht legen. 

Der allereinfachste Fall, nimlich der, wo die Gleichung f (2) =0 
nur eime Wurzel hat, also eutweder vom ersten Grade ist oder als 
Polynom eine Potenz eines Binoms besitzt, wird sofort durch die Be- 
merkung erledigt, dass man nach dem Vorausgehenden ohne Beein- 
trichtigung der Allgemeinheit diese Wurzel z, = 0 setzen, also 

f(@) = 


annehmen kann; dann wird: 
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(A) «2 = (1—+)z, wd (B) 2’ =0. 


Der Algorithmus (B,°) liefert also sofort die richtige Wurzel (0) der 
Gleichung. Fiir den Algorithmus (A,°) aber ergiebt sich leicht: 


” 1\2 1\" 
Zz =(1—-)s : er a) = ( ~~ =e a, 


woraus folgt: " “ ‘ 
im. 2 = 0, 


welches auch der Anfangswerth z gewesen sein mége. Es gilt also 
der Satz: Fiir eine einwurzelige Gleichung ist das Convergenzgebiet 
der beiden Algorithmen (A,°) und (B,°) die ganze Zahlenebene ; es giebt 
gar keine im Endlichen liegende Ausnahmepunkte. 

Der niichst einfache Fall ist der einer quadratischen Gleichung. 
Sind die beiden Wurzeln derselben einander gleich, so ist der Fall im 
vorigen schon enthalten und bereits absolvirt; wir kénnen also diese 
Wurzeln als von einander verschieden annehmen, und zwar empfiehlt 
es sich der dadurch zu erzielenden Symmetrie wegen, die eine Wurzel 


z, = + 1, die andere z, = — 1 zu wihlen, was man, wie schon 
erwihnt, thun kann, ohne die Allgemeinheit zu beeintriichtigen. Als- 
dann ist: 


: f@) =@—-) @+1) =2-1, 
und lauten die Algorithmen: 


e+ 
2 


; — _ test 2 
(A) 2 = a A wR 


Sa 
1 a 2 s+ 4 ? 
sodass, wie man sieht, der Niherungswerth bei dem einen Algorith- 
mus stets der reciproke Werth von demjenigen bei dem andern Algo- 
rithmus fiir denselben Anfangswerth ist. 

Will man nun aber fiir irgend einen complexen Anfangswerth 
z = «2+ iy den Niherungswerth z’ = x’ + iy’ wirklich berechnen, 
so muss man den complexen Algorithmus in zwei combinirte reelle Al- 
gorithmen zerfillen. Dieses hat iiberhaupt bei jedem Algorithmus 
2’ = F(z) mu geschehen, wenn man denselben wirklich anwenden 
will, und nicht etwa gerade die Coefficienten und die Wurzeln der 
Gleichung nebst dem Anfangswerth siimmtlich reell sind. Die ge- 
dachte Zerlegung des Algorithmus, welche sich durch Sonderung und 
Vergleichung der reellen und der imaginiren Theile auf beiden Seiten 
der Gleichung z’ = J’ (2) ergiebt, wire leicht fiir jeden unserer Algo- 
rithmen allgemein ausgefiihrt hinzuzuschreiben, nachdem man die 
Coefficienten 7), y;, .-- Yn der Gleichung f(¢) = 0 in der Form 


Yo = 0%, + if, (fir a=0, 1, 2,...m) 
angenommen hitte. 


je] 


» (BY) #= 
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Fiir unser Beispiel nun wird: 


- ; 1 22 2 P 1— 2? — 
(4) w= o-tbete , y--—4%.+555%. 
ae” poe, 14+-<e2+y ee RM, Lad eer. A 
CB) #20 aero eto)? YY eee ’ 


wonach zu jedem Anfangswerthe der erste Niherungswerth bequem 
zu berechnen ist. Will man den darauf folgenden Niherungswerth 
erhalten, so braucht man nur fiir x,y in den nebeneinanderstehen- 
den Gleichungen wz’ , y’ einzusetzen, und erhilt x” und y” oder die 
Elemente von 2” = x” + iy”, u.s. w. 

Aus diesen Gleichungen lassen sich schon viele Schliisse ziehen, 
zu deren Ausdruck es bequem ist, den Uebergang vom Anfangswerthe 
zum Niherungswerthe als einen Sprung des Argumentes z aus der 
Lage des Anfangswerthes in die des Niherungswerthes auf der Zah- 
lenebene aufzufassen. Da zum Beispiel fiir x? + y? = 1 stets y’ = 0 
wird, so gilt der Satz: Von der Peripherie eines mit der Einheit um 
den Nullpunkt beschriebenen Kreises springt das Argument stets auf 
die Axe der reellen Zahlen. 

Da ferner fiir y= 0 auch y’ = 0 ist, so sind fiir einen reellen 
Anfangswerth auch alle Naherungswerthe reell; das Argument springt 
niemals aus der Axe der reellen Zahlen heraus. — Desgleichen blei- 
ben fiir einen rein imaginiren Anfangswerth auch alle Niherungs- 
werthe rein imaginir; das Argument springt daher auch niemals aus 
der Axe der imaginiren Zahlen heraus, und kann also der Algorith- 
mus fiir einen solchen Anfangswerth unméglich gegen die Punkte 
+ 1 convergiren; die y Axe muss in ihrer ganzen Erstreckung zu 
dem Divergenzgebiet des Algorithmus gehéren oder lauter Ausnahme- 
punkte enthalten. Auch bei einem beliebigen Algorithmus lassen sich 
stets einzelne Ausnahmepunkte finden, indem man niimlich die Werthe 
von z aufsucht, fiir welche die Correction verschwindet oder fortwih- 
rend co wird, ferner diejenigen Werthe von 2 fiir die bei 

yan 1, 2, 3,... 
der r'* Naiherungswerth 2” wieder dem Anfangswerthe z gleich wird, 
also der Algorithmus in sich selbst zuriickliuft oder periodisch ist; es 
wiirde sogar nicht schwer sein, auch allgemein Ausnahmelinien zu 
entdecken — wohl aber, zu untersuchen, ob diese wirklich die simmt- 
lichen Ausnahmepunkte enthalten und letztere nicht vielleicht ein Fli- 
chengehiet ausfiillen. 

Aendern « und y einzeln oder gleichzeitig ihr Vorzeichen, so fin- 
det das Entsprechende auch bei x’ und y’ statt; der Algorithmus ver- 
lauft also symmetrisch in den vier Quadranten der Zahlenebene. Die 
Achse der imaginiiren Zahlen wird niemals von dem Argument iiber- 
sprungen, da x und & stets gleiches Zeichen haben, wohl aber die 
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Axe der reellen Zahlen; diese wird bei dem Algorithmus (4,°) von 
dem Argument iibersprungen, wenn dasselbe innerhalb des vorhin er- 
wiihnten Kreises lag, da alsdann y’ und y von entgegengesetztem Zei- 
chen sind; wenn das Argument ausserhalb jenes Kreises lag, bleibt 
es bei seinem Sprunge auf der niimlichen Seite der # Axe. Bei dem. 
Algorithmus (B,°) verhiilt sich letzteres gerade umgekehrt. 

Lehrreich ist es auch, den Algorithmus auf Polarcoordinaten zu 
transformiren, sodass aus Radiusvector und Polarwinkel des Anfangs- 
werthes auch fiir den Niherungswerth diese Elemente berechnet werden 
kénnen. Setzt man: 

x-+iy=oe* undentsprechend z#’ + iy’ = o9'e'*, 
so folgen aus den Gleichungen: 


a? of? ae EY TM I +y—) oy oy 1 at? 
(A,°) a? + ¥? = 4 (a? + y?) ‘ igvoe cae 1+ a2+y?? 
die combinirten Algorithmen: 
, 1 029 ¢ , 1 -— 9? 
(A,°) 7 = 20 V1-+ 20° cos 20+ 9! ? tg o nr gia 2 ae tg@, 


Bei (B,°) hat man fiir g’ den umgekehrten, fiir tg # den entgegen- 
gesetzten Werth zu nehmen. 


Da der Factor ; + a stets ein echter Bruch ist, so ist der nume- 
rische Werth von tg@’ stets kleiner als der von ig #, die Fiille 
tg # = 0 oder oo allein ausgenommen; mithin ist auch, da man sich 
auf spitze Winkel beschrinken kann, der Winkel @’ selbst kleiner als 
®%, das heisst: Bei jedem Sprunge schwingt sich der Leitstrahl gegen 
die Polaraxe zu, er pendelt gleichsam bei Fortsetzung der Spriinge 
gegen diese Gleichgewichtslage. 

Man kann sich auch fragen, welche Curve die Gebiete derjenigen 
Punkte von einander scheidet, welche sich beim Sprunge dem Null- 
punkte oder Schwerpunkt der beiden Wurzeln niihern oder aber von 
ihm entfernen. Es ist die Curve, deren Gleichung sich aus der For- 
derung 9? = g’ ergiebt und z. B. bei (B,°) lautet: 

+ Yt] +y—I]=4, oder (a+ y° $14 (1 +99), 
also: 
a=+V2Vi+y —(1+y?) und y=+V1—2+2VM1 — 2, 
oder auch in Polarcoordinaten: 7 
ot + 20° cos 24 = 3. 

Noch interessanter als die Frage nach den Polarcoordinaten ist die 
nach den Abstiinden @, , 9,, bezw. @,’, @, der Punkte z und z’ von 
den Punkten + 1 und —1, welche Distanzen auch als die beiden 
Fahrstrahlen des betreffenden Punktes in einem Bipolarcoordinaten- 
system aufgefasst werden kénnen, dessen Pole die beiden Wurzeln + 1 
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sind. Man wird nimlich aus den hier zu suchenden Ausdriicken erfah- 
ren, ob sich das Argument bei seinem Sprunge einem Wurzelwerthe 
geniihert habe, oder nicht. 
Nun bestehen die Gleichungen: 
a= +@—l? , k=" ++), 
(desgleichen fiir die mit einem Strich versehenen Gréssen @, x, y), 
folglich umgekehrt: 


a an P ¢ 
t= oe » V= 15 (2+ 01+ 2) (01+ 02—2) (Q2+2—@,) (2+ e1— @2), 
und setzt man diese Werthe ein in die Gleichungen: 


(4) 2 + (@ —12 = YEE, 





4 (x* + 9°) 
(desgleichen -+- 1 statt — 1 gesetzt) , 
(B,") y? + (¢ —1% = [y® + (a — 1)?]* a 


[2+ (y+ 1) [e+ 1h)” 
(desgleichen + 1 statt — 1 gesetzt) , 
so ergeben sich die combinirten Algorithmen: 
4 4 
(A) @?— serperay oO = Fert eSw 
(B,") Sees Jae ate _ ee" P 
ry CPF + tae? 2 (CF —8¥ + et 2P 

Die Gleichung der Curve, welche das Gebiet der Punkte, die sich 
bei dem Sprunge von dem Wurzelpunkte + 1 entfernen, von dem 
Gebiet der Punkte scheidet, welche sich ihm nihern, ist nun bestimmt 
durch die Forderung o,’? = @,’; also ist sie bei dem Algorithmus (A,°) 
in Bipolarcoordinaten: 9,2 + 20,2 — 4=—0, oder in rechtwinkligen 
Coordinaten: 3y? + 327+ 24—1=0, d.h. die Curve ist der mit 
dem Radius ? um den Mittelpunkt — 4 beschriebene Kreis. Bei dem 
Algorithmus (B,°) ist die Gleichung der entsprechenden Curve vom 
4's Grade und leicht nach y aufzulésen. Diese Curven enthalten alle 
Punkte, welche bei dem Sprunge nur eine Drehwng um den Wurzel- 
punkt 1 erleiden. 

Um schliesslich aus dem Niiherungswerthe auch umgekehrt den 
Anfangswerth, also iiberhaupt aus einem beliebigen Niherungswerthe 
den vorausgehenden zu berechnen, hat man nur nach ¢ die Gleichung 
aufzulésen? 


ad (A) 2 —2ee’ +1—=0 , ad (BY) #&— %41=0. 
. 

Da dieselbe vom zweiten Grade ist, so fiihren also zu jedem Nihe- 

rungswerth z’ zwei Anfangswerthe [z], und [z], hin, welche bei dem 

Sprunge in ihm zusammentreffen und bei allen weiteren Spriingen in 


ihm vereinigt bleiben. Die Punkte des Convergenzgebietes bilden so 
eine unendliche Schaar von Punkten, welche alle, friiher oder spiter 
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dem Wurzelpunkte zuspringend, sich unendlich dicht um diesen sam- 
meln, und es ist leicht die Formeln aufzustellen, nach welchen diese 
Operationen auch riickwirts ausgefiihrt und fortgesetzt werden kénnen. 

In einer folgenden Abhandlung iiber iterirte Functionen werde ich 
den Nachweis liefern, dass bei den zwei betrachteten Algorithmen 
fiir die vorliegende Gleichung die ganze Zahlenebene in zwei Conver 
genzgebiete zerfillt, welche nur durch die Axe der imaginiren Zahlen 
als einzige Ausnahmelinie von einander geschieden werden; ich hege 
iiberhaupt die Vermuthung, dass fiir diese Algorithmen bei jeder alge- 
braischen Gleichung das Gebiet der Ausnahmepunkte nur von einer 
Dimension ist, oder sich auf die Grenzlinien der Convergenzbezirke 
reducirt. 

An der genannten Stelle werden auch alle anderen Fragen iiber 
das betrachtete Beispiel der beiden Algorithmen zur Beantwortung 
kommen; dennoch werden sich die Betrachtungen dieses Paragraphen 
nicht als iiberfliissig erweisen. 


§ 15. 
Anhang: 
Theorem iiber die Functionen A. 


Anhangsweise will ich noch ein Theorem mittheilen, welches ur- 
spriinglich den Ausgangspunkt fiir die Aufstellung der Algorithmen 
des § 12. gebildet hat, und dadurch von Interesse erscheint, dass die 
Functionen A? (z) darin eine Rolle spielen. 

Sei wie friiher: 


(M1) f)— ZF yee *— Hy (6-4) (@—%)-.. (6A), 


und seien die Wurzeln z,, 2,, ... 2, der Gleichung f(z) = 0 simmt- 
lich von einander verschieden, mithin einfache Wurzeln. 

Die Function f(z) lisst sich nun durch die Differenz z— z, ohne 
Rest theilen, und man findet nach dem gemeinen Divisionsverfahren 
ein Resultat von der Form: 

=n—1 
(72) LOE p15 (a). 
* b=0 

Hierdurch sind gewisse ganze rationale Functionen %, (2,) definirt, 
zu deren Berechung sich durch Multiplication mit z— z, und Coeffi- 
cientenvergleichung leicht die Recursionen ergeben: 


Bo (Za) = Yo» 
(73) ny (Za) = &a Bo-1 (Za) + fiir b=—1,2,3,...n—1, 
0 = fa Gn—1 (4a) + Yn} 
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die vorletzte dieser Recursionen wird auch noch fir ) = » giiltig, 
wenn man: §, (2) = f(2) definirt, und man erhialt mit Hiilfe dersel- 
ben die bekannte Darstellung: 


> 
(74) So (fa) = = Ye %q>-° fir b= 0, 1, 2,... 0, 


welche wir auch fiir ein beliebiges Argument z an Stelle von z, gel- 
ten lassen wollen, desgleichen auch noch eventuell fiir b >, indem 
wir die Coefficienten 7,41, Yate, --- alsdann willkiirlich lassen. 

Setzt man in der Gleichung (72) einmal z, fiir z, wo ¢ eine von 
a verschiedene unter den Zahlen 1, 2, ...  bedeutet, ein anderes 
Mal z, fiir z, so ergeben sich wegen: 


f(%)=0 wd lim /© = fo) 


s=%4 &— & 
die fiir das Folgende wichtigen Relationen: 
6=n-—1 
= 42"-*-! & (24) = 0, wenn c 2 a, 
6=0 
(75) b6=n—I1 
= | ae Wo (Za) = {® (Za) . 
6=0 


Auf diese Relationen gestiitzt, kann man zunichst den Satz auf- 
stellen: 
Von den beiden Systemen linearer Gleichungen: 


c—n—1 


z= wet X,=—Y,f (¢) , fira=—1, 2,...n, 
c=—0 

(76) a—n 
X,= 2 F(éa) ¥., firc—0,1,...n—1, 

a=1 


desgleichen von den beiden Systemen: 
c—=n—1 

Z Gn—c-1 (Za) Ye = Xa f™ (22), fir a—1,2,...0, 
(77) er, seit 
Y= 2 #X, fir c—0,1,...n—1, 


ist immer das eine die Auflisung des andern. 

Denn, setzt man je aus der zweiten von diesen Gleichungen den 
Werth in die erste ein, wobei selbstverstiindlich die eaanalbeni- 
variable @ durch einen andern Buchstaben, z. B. b ersetzt werden 
muss, so entsteht mit Riicksicht auf (75) eine identische Gleichung. 

Wiirde man umgekehrt den Ausdruck aus der ersten Gleichung 
jedes Paares in die zweite substituiren, so wiire die Richtigkeit des 
Satzes nach dem Bisherigen nicht unmittelbar ersichtlich; man wird 
vielmehr auf diese Weise zu der neuen Relation gefiihrt: 


(78) Ss 2a” Fe (Za) —{% wennb+ ¢ z n—1, 
=1 FOG) 1, wenenbt+c=n—1, 
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welche iibrigens leicht aus einer von Cauchy gegebenen abgeleitet 

werden kénnte*). Die Auflésung der Systeme (76) und (77) ist auch 

von Baltzer**) mittelst Betrachtung von Determinanten ausgefiihrt. 
Es gilt nun ferner der Satz: 


Jede positive ganze Potenz einer linearen Function der Grissen 


vo (Za) ? os (Za) ees Bn Fa)» 


niimlich : 
c—n—1 , 
P — a Neo Wn c—1 (Za) ? 
c=0 


in welcher die Coefficienten 2,’ irgend welche Constante sind, lisst sich 
ebenfalls als lineare Function jener n Grissen darstellen, deren Coeffi- 
cienten symmetrische Functionen siimmtlicher Wurzeln sind, also nur 
die friiheren Coefficienten 2° nebst denjenigen y des Polynoms f(z), 
nicht aber die Wurzel Zz, enthalten. 

Am einfachsten lisst sich dies in folgender Weise einsehen. Denkt 
man sich die Ausdriicke der Functionen %, nach dem Schema der 
Gleichung (74) gebildet, in den Ausdruck von P’+' eingesetzt, so ist 
klar, dass sich dieser nach den Potenzen der Wurzel z, anordnen 
lisst. Diejenigen Potenzen von z,, deren Exponent grésser als »—1 
ist, lassen sich aber mittelst der Gleichung f(z.) = 0 durch die nie- 
diigeren ausdriicken, wonach P’+! als lineare Function der Groéssen 


20 ol n—1 
Tat “gt its 


erscheint. Die letzteren Gréssen lassen sich hierauf, indem man das 
System Gleichungen (74) auflést, durch die erstgenannten 


" Bo (2a) » Br (a) » «++ Fut (Za) 
darstellen, und wenn die gedachten Werthe eingesetzt werden, er- 
hilt man P+! in der That als lineare Function dieser Gréssen §. 

Bemerkenswerth diirfte jedoch auch nachstehender Beweis des 
Satzes sein. 

Denkt man sich die + 1" Potenz der Summe P nach dem poly- 
nomischen Satze entwickelt, so erhilt man ein Aggregat von Glie- 
dern, deren jedes ein Product von Potenzen einiger der Functionen 
®o (Za) » By (Za) +++ Baa (Za) zum Factor hat. Ein solches Product, 
und damit auch das ganze Aggregat, liisst sich jedenfalls linear durch 
diese Functionen § ausdriicken, wenn es gelingt, fiir ein Product von 
irgend zweien dieser Functionen dieselbe Aufgabe zu lésen. 

Wir wollen uns deshalb allgemein die Aufgabe stellen, wenn a 
und b irgend zwei natiirliche Zahlen bezeichnen, das Product 


*) Cf. Baltzer, Determ. 2. Aufl., pag. 79. 
**) Thidem, pag. 81 sq. 
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linear durch die Gréssen %, (2) , %, (2), ..- auszudriicken. Dabei mége 
das sich stets gleichbleibende Argument z der Functionen § weggelassen 
werden. Durch Multiplication der Gleichung (74) mit %, und Abson- 
derung des in die nullte Potenz von z multiplicirten Termes rechter 
Hand ergiebt sich alsdann: 


e=b—1 


Ba Be = Mat 2a 2. Ye ct oder Fa Fo = Yo Ba + 2 hat - 
Da ferner nach (73): 


2¥a —_ Vat — Vat » 
so folgt durch Einsetzung: 
Ba Fo — Vopr F1 = Yo Ba — VYots Ho-1- 
Schreibt man hierin a + ¢ statt a und b —e statt 6, summirt hier- 


auf nach ¢ vou 0 bis b — 1 und beriicksichtigt, dass %) — y, ist, so 
ergiebt sich bei passender Anordnung der Glieder: 


(79) Wa Be = 7) a + = (7 Bate — Yate Bie) ; 


was die gesuchte Darstellung ist. 
Der also auf zwei Wegen erkannte Satz soll jetzt auf den Fall 


angewendet werden, wo P der Ausdruck (72) selbst, niamlich gleich: 


£@- = a ze Un—c—-1 (Za) 5 


wo also ¥),’ = 2° ist. Die wm + 1'e Potenz dieses Ausdrucks lisst sich, 
wie gezeigt, linear durch die Functionen § darstellen, und es han- 
delt sich darum, diese pratt ar 


£@_ c—n—l1 
z—2, = Ve n—c-1 (Za) 


wirklich zu bilden. Dies lisst sich unmittelbar mit Hiilfe des Theo- 
rems (77) erreichen. Denkt man sich nimlich die letzte Gleichung 
fir a = 1, 2,... m hingeschrieben und versteht dort unter X, den 


Ausdrack 
f (2)e+1 


f™ (ea) (@— zat’ 





so erhalt man als Auflésung des Systems Gleichungen mit Riicksicht 
auf die Definition (38) der Function A sofort: 


Yo = f (z)°t? AQ (2). 


Nach Einsetzung dieses Werthes und Weglassung des gemeinsamen 
Factors f (z)”t! ist also die Identitat gefunden: 
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e=n—1 
(80) Gone = 2 42 © h1(%), 


und man kann das Theorem aussprechen: 
Driickt man die @ + 1'° Potenz von 
F(@)_ 
&— fa 
linear durch die Functionen % (2a), -- + Bn-1(Za) aus, so nihert sich 
das Verhiltniss der Coefficienten von irgend zwei aufeinanderfolgenden 
dieser Functionen bei unendlich wachsendem a stets derjenigen Wurzel 
der Gleichung f (2) = 0, welche dem willkiirlichen Werthe z am niich- 
sten liegt. 
Zur Berechnung dieser Coefficienten f°+! A® kénnte man sich 
auch des polynomischen Satzes in Verbindung mit der Relation (79) 
bedienen. 


Pforzheim, im Januar 1869. 














Die allgemeine lineare Transformation der 
Liniencoordinaten. 


Von Feurx Kiem in GOrrincen. 


Die Bedeutung der Liniencoordinaten ist zuniichst in ihrer steten 
Verbindung mit den Punktcoordinaten einerseits und den Ebenencoor- 
dinaten andererseits zu suchen. Dem entsprechend stellen sich die 
Liniencoordinaten dar als die Determinanten aus den Coordinaten 
zweier Punkte oder zweier Ebenen. Indessen scheint es, als wenn 
der Fortgang der allgemeinen Theorie es wiinschenswerth mache, die 
Liniencoordinaten unabhiingig von dieser Beziehung als selbststiindige 
Veriinderliche zu betrachten. Dieselben haben alsdann eine Bedin- 
gungsgleichung zweiten Grades zu erfiillen, welche eine Identitit ist, 
sobald wir zu dem Ausdrucke der Liniencoordinaten in den Coordina- 
ten zweier Punkte oder zweier Ebenen zuriickgehen. Die Theorie der 
Liniencomplexe fallt mit der Theorie der simultanen Formen der Com- 
plexgleichung und dieser Bedingungsgleichung zusammen. 

Die nichste hier entstehende Frage ist die nach der geometri- 
schen Bedeutung der allgemeinen linearen Transformation der Linien- 
coordinaten. Ich erledige dieselbe in der folgenden Notiz durch eine 
entsprechende allgemeinere Definition der Liniencoordinaten, bei wel- 
cher ich, wie dies bereits Herr Zeuthen gethan hat*), von dem 
Momente zweier gerader Linien in Bezug auf einander als einfacher 
Massbestimmung ausgehe. Ueberdies betrachte ich als bekannt den 
Begriff des linearen Complexes, sowie den der involutorischen Lage 
zweier solcher Complexe**). 

1. Es seien sechs lineare Complexe gegeben, die mit den Sym- 
bolen X,, X,,... X, bezeichnet sein mégen. Ueber ihre gegenseitige 
Lage mache ich nur die Voraussetzung, dass es keinen linearen Com- 
plex giebt, der mit siimmtlichen sechs zugleich in Involution liegt. 
Kiner beliebig gegebenen geraden Linie entspricht in jedem der sechs 


*) Diese Annalen. I. Band. p. 432. 
**) Vergl. diese Annalen. II. Band. p. 201. 
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Complexe eine conjugirte Polare. Die relativen Werthe der mit gege- 
benen Constanten multiplicirten Momente der geraden Linie in Bezug 
auf diese Polaren betrachte ich als die homogenen Coordinaten der- 
selben. 

Dieselben seien durch 2,, 2, ... % bezeichnet. Damit die ge- 
rade Linie emem der Complexe X angehére, muss die betreffende Coor- 
dinate verschwinden. 2 = 0 ist also die Gleichung des Complexes X. 

Kinem beliebig gegebenen Werthsysteme der x entspricht im All- 
gemeinen keine gerade Linie. Damit dieses stattfinde, miissen die x 
eine Bedingungsgleichung des zweiten Grades erfiillen: 

f=ai=0, 
in welcher die a Constanten sind. Aus der Form dieser Gleichung 
wird es erlaubt sein, auf die Art und die gegenseitige Lage der zu 
Grunde gelegten sechs linearen Complexe X zu schliessen. 

Neben die hier gegebene Coor dinatenbestimmung stellt sich sofort 
eine zweite. Wir erhalten dieselbe, wenn wir die nach den einzelnen 
x genommenen partiellen Differentialquotienten von f als neue Ver- 
iinderliche w,, wu), ... ug einfiihren. Dieselben sind proportional den 
mit passenden Constanten multiplicirten Momenten der geraden Linie 
in Bezug auf sechs lineare Complexe U,, U,, ... U,, welche beziig- 
lich durch wu = 0 dargestellt werden. 

Indem wir die w« an Stelle der x in f einfihren, erhalten wir 
eine Form: 

py = uz, = (abecdeu), 
deren Verschwinden die Bedingung ist, damit einem gegebenen Werth- 
systeme der wu eine gerade Linie entspricht. 

Dabei_ist: 

f=9 Ue 

2. Die Coordinaten zweier gegebener gerader Linien seien, in der 
zwiefachen Coordinatenbestimmung, beziiglich x, y und uw, v. Wir 
bilden uns den Ausdruck: 

Uy == Vz = Ay Ay = Ua Ve 
Derselbe stellt, bis auf leicht anzugebende Factoren, das Moment der 
beiden geraden Linien in Bezug auf einander dar. Die Gleichung: 
Uy == Ve = Oz dy = Ua ta = 0 
vertritt also, wenn wir in ihr die y, v als fest, die x, w als verin- 
derlich betrachten, die Gesammtheit derjenigen Linien (7, w), welche 
eine gegebene gerade (y, v) schneiden. 

Hiernach enaprieht die doppelte Cosrdinatenbeitianiing, x und u, 
der 2weifachen Bedeutung, in welcher die gerade Linie in der vorstehen- 
den Gleichung — so wie tiberhaupt in den hier anzustellenden Betrach- 
tungen — auftritt. Das eine Mal ist die gerade Linie Raumelement, 
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das andere Mal stellt sie die Gesammtheit der sie schneidenden gera- 
den Linien dar. Der ersten Vorstellung entsprechen die Coordinaten 
xz, der zweiten die Coordinaten u, oder umgekehrt, je nachdem wir 
bei ihrer Bestimmung von den Complexen X oder den Complexen U 
ausgehen. 


3. Wenn wir in die vorstehende Gleichung an Stelle von y, v 

beliebige Gréssen setzen (welche nicht mehr der Gleichung 
f=0,9=0 

zu geniigen brauchen), stellt dieselbe einen linearen Complex dar. Die 

Gréssen y, v bezeichne ich als die Coordinaten dieses Complexes. 

Dadurch, dass man diese Coordinaten in f, » einfiihret, ent- 
steht ein Ausdruck, den ich als Invariante des Complexes bezeichnet 
habe*). Bis auf leicht zu bestimmende Factoren ist die Invariante 
gleich dem Parameter**) des Complexes. Das Verschwinden der In- 
variante giebt an, dass der Complex ein specieller Complex ist. 

Als simultane Invariante zweier linearer Complexe (#,«u) und 
(y,v) habe ich den Ausdruck bezeichnet***) ; 

Uy == Vz = Ag Ay = Ue Ve. 

Derselbe hat die folgende geometrische Bedeutung. Seien die Para- 
meter der beiden Complexe beziiglich K und K’, der Abstand ihrer 
Hauptaxen A, die gegenseitige Neigung derselben m, so ist die simul- 
tane Invariante bis auf leicht angebbare Factoren: 

=Asng+ (K+ XK’) cos g. 
Diese letztere Grosse soll das Moment der beiden linearen Complexe 
in Bezug auf einander genannt werden. 

Das Verschwinden der simultanen Invariante zweier Complexe 
sagt aus, dass die beiden Complexe in Involution liegen. 

Fiir die simultanen Invarianten eines gegebenen Complexes mit 
den Complexen X beziiglich U finden wir seine betreffenden Coordina- 
ten. Als Coordinaten eines Complexes ersten Grades sind die relativen 
Werthe der mit gegebenen Constanten multiplicirten Momente desselben 
mit Bezug auf sechs gegebene Complexe anzusehen. 


4. Indem wir den Variabeln in der Gleichung eines Complexes 
unbeschriinkte Veriinderlichkeit ertheilen, gelangen wir, nach dem 


*) Diese Annalen II. Band. p. 201. Wenn man in f, 9 beziiglich die nach 
den einzelnen uw, genommenen partiellen Differentialquotienten irgend einer 
Complexgleichung an Stelle der Variabeln einsetzt, entsteht ein Ausdruck, wel- 
cher, gleich Null gesetzt, denjenigen covarianten Complex darstellt, der mit dem 
gegebenen die singuliiren Linien desselben bestimmt. (Pliicker, Neue Geome- 
trie p. 296.) 

**) Pliicker, Neue Geometrie. p. 38. 
***) Diese’ Annalen a. a. O. 
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Vorstehenden , zu einer zwiefachen Auffassung eines linearen Complexes. 
Das eine Mal ist der lineare Complex Element, das andere Mal Ver- 
treter der Gesammtheit der mit ihm in Involution liegenden linearen 
Complexe. 

Die bei dieser Anschauung zuniichst in Betracht kommenden Ge- 
bilde sind diejenigen, welche durch 


z 
1,2,3,4,5 


lineare Gleichungen zwischen den Complexcoordinaten definirt werden. 
Migen fiir diese Coordinaten zuniichst die X gewiihlt sein. Dann er- 
hilt man dieselben Gebilde beziiglich durch: 
Se Pe re Fe 

Gleichungen zwischen den « bestimmt. Dem entspricht eine doppelte 
Auffassung der dargestellten Gebilde. Wie sich dieselbe bei den End- 
gliedern der vorstehenden zwei Reihen (1, 5) , (5, 1), die beide lineare 
Complexe sind, gestaltet, ist bereits erdrtert. Bei (2, 4), (4, 2), 
welche beide Congruenzen sind, kommt dieselbe, wenn wir uns auf 
die Betrachtung specieller Complexe beschriinken, darauf hinaus, als 
eine lineare Congruenz entweder die Gesammtheit der geraden Linien, 
welche zwei gegebene schneiden, oder solche zwei gegebene gerade 
Linien selbst zu betrachten. In der doppelten Darstellungsweise von 
(3, 3) endlich ist die doppelte Erzeugung der Flichen zweiten Grades 
durch gerade Linien ausgesprochen. 

5. Nach diesen Erérterungen ergiebt sich fiir das hier zu Grunde 
gelegte Coordinatensystem der X und U das Folgende. 

Die Coordinaten von X, in dem Systeme der U, sowie die von U, 
in dem Systeme der X, sind: 

1,0,0,0,;0,¢@. 


Es sind also die U diejenigen sechs Complexe, welche mit jedesmal 
fiinf der Complexe X in Involution liegen. Diese Beziehung zwischen 
den X und U ist eine gegenseitige. 

Fiir die Coordinaten von X, in dem Systeme der X finden wir: 


Gy » Wo > Ug y Uy » U5 > UNG, 
und fiir die Coordinaten von U, in dem Systeme der U: 
O14 > Bio » Big » Gry » yy » Hyg. 


Die Coefficienten a, « sind die Invarianten der Complexe X , U. 

Mit dem Coordinatensysteme in unmittelbarem Zusammenhange 
stehen die durch die Complexe X oder die Complexe U bestimmten 
gemeinsamen Elemente. Daisei findet die Reciprocitiit statt, dass Alles, 
was nach der einen Auffassung der geraden Linie (des linearen Com- 


plexes) einer Anzahl von Complexen X gemeinsam angehirt, nach der 
Mathematische Annalen II, 24 
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anderen Auffassung den Complexen U zukommt, welche den noch 
iibrigen X entsprechen. 

So bestimmen zwei Complexe X, z. B. X,, X, eine Congruenz, 
deren Directricen diejenigen beiden Linien sind, welche U,, U,, U;, U; 
zugleich angehéren. 

4m Ganzen bestimmen die Complexe X, so wie die Complexe U, 
15 Congruenzen. Die Directricen einer Congruenz einer dieser bei- 
den Gruppen werden durch die Directricen von sechs Congruenzen der 
anderen Gruppe geschnitten. 

Drei Complexe X, z. B. X,, X,, X,, bestimmen eine Fiche 
zweiten Grades vermége der Linien ihrer einen Erzeugung. Dieselbe 
Fliche gehért vermége der Linien ihrer anderen Erzeugung den Com- 
plexen U,, U;, U, an. 

6. Wir mégen noch kurz die folgenden Bemerkungen hinzufiigen. 

So oft einer der Coéfficienten ay, a verschwindet, wird einer 
der Complexe X, beziiglich U ein specieller Complex. Sind insbeson- 
dere alle aj, und a, gleich Null, so bilden die zwélf geraden Linien 
X und U eine Doppelsechs. Als ein ausgezeichneter Fall dieser Grup- 
pirung ist das System der sechs Kanten eines Tetraeders zu betrach- 
ten, fiir welches die X von den U nur durch die Anordnung verschie- 
den sind. 

Dann ist noch hervorzuheben dasjenige Coordinatensystem, fiir 
welches die Complexe X mit den Complexen U identisch werden*). 
Dasselbe ist durch das Verschwinden simmtlicher Coéfficienten in f, » 
ausser denen mit gleichen Indices charakterisirt. 





*) Von der Betrachtung eines derartigen Systems bin ich in dem Aufsatze: 
Zur Theorie der Complexe ersten und zweiten Grades (diese Annalen II, Band. 
p. 198.) ausgegangen. 


Géttingen, den 4. August 1869. 




















Ueber die Abbildung der Complexflichen vierter Ordnung 
und vierter Classe. 


Von Fetix Kien in Gérringen. 


Herr Clebsch hat in diesen Annalen (Band I. p. 253.) die Ab- 
bildung der Flichen vierter Ordnung mit einer Doppellinie gegeben. 
Kin Beispiel fiir Fliichen dieser Art bilden die Complexflichen vierter 
Ordnung und vierter Classe, deren Erzeugung sich an die Liniencom- 
plexe zweiten Grades ankniipft*). Ausgezeichnet sind diese Flichen 
dadurch, dass die Kegelschnitte, nach welchen dieselben von den Ebe- 
nen, die durch die Doppellinie hindurchgehen, geschnitten werden, 
nicht als Curven der zweiten Ordnung, sondern als Curven der zwei- 
ten Classe definirt sind. 

Solch’ eine Complexfliiche besitzt acht, paarweise zusammenge- 
hérige Doppelpunkte. Die Verbindungslinien der beiden Doppelpunkte 
eines Paares sind die sogenannten singuldren Stahlen der Fliche. Die 
vier, doppelt zu zihlenden singuliiren Strahlen sind — abgesehen von 
dem Doppelstrahl — die einzigen Strahlen, welche der Fliche ange- 
héren. Die acht Doppelpunkte liegen zu vier in acht, paarweise zu- 
sammengehoérigen Doppelebenen. In jeder Doppelebene liegt ein Be- 
riihrungskegelschnitt; und diese acht, doppelt zu ziihlenden Kegelschnitte 
sind, abgesehen von der Kegelschnittschaar in den durch die Doppel- 
linie gehenden Ebenen, die einzigen Kegelschnitte, welche auf der 
Fliiche liegen. Je zwei zusammengehérige Doppelebenen schneiden 
sich in einem Punkte der Doppellinie. Diese Punkte heissen die sin- 
guliren Punkte der Fiche. 

Es sind dies die Singularitiiten der Fliche, die bei ihrer Abbil- 
dung zur Sprache kommen, sofern man die Fliiche als durch Punkte 
erzeugt betrachtet. 

Die Abbildung selbst gestaltet sich in der folgenden Weise. 

Das Bild der Doppellinie wird eine Curve der dritten Ordnung. 
Auf derselben liegt ein doppelter Fundamentalpunkt O. Die Beriih- 


*) Vergi. Pliicker, Neue Geometrie des Raumes, gegriindet auf die Betrach- 
tung der geraden Linie als Raumelement. Leipzig. B. G. Teubner. 1868, 69. 
24% 
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rungspunkte a, b, c, d der von O an die Curve gezogenen vier Tan- 
genten sind doppelt zu ziahlende einfache Fundamentalpunkte. Die 
Tangenten mégen a, B, y, 0 heissen. 

Von den acht Doppelpunkten der Fliche sind vier dargestellt durch 
a, B, y, 9, die vier iibrigen durch a, b, c, d, doch in der Art, dass 
eine auf der Fliche liegende Curve, deren Bild beziiglich durch a, b, c, d 
geht, nur dann die betreffenden Doppelpunkte enthiilt, wenn sie nicht 
a, B, y, 0 in a, b, c, d beriihrt. 

Die vier singuliren Strahlen sind durch a, b, c, d dargestellt. 
Curven, welche a, b, c, d enthalten und in denselben a, 6, y, 3 
beriihren , schneiden die entsprechenden singuliren Strahlen in Punk- 
ten, die von den auf denselben liegenden Doppelpunkten verschie- 
den sind. 

Von den acht Kegelschnitten, nach welchen die Doppelebenen die 
Fliche beriihren, ist einer durch den Punkt O, ein anderer durch den 
Kegelschnitt a, b, ec, d, O abgebildet. Die sechs iibrigen sind durch 
die Verbindungslinien von a, b, c, d unter sich gegeben. 

Kiner der vier singuliiren Punkte faillt in den Fundamentalpunkt 


ne 
sil 


O. Alle ihn enthaltenden Curven beriihren in O die Curve dritter wt 

Ordnung. Die iibrigen drei singuliiren Punkte sind der Durchschnitt he 

je zweier zusammengehoriger der 6 Verbindungslinien von a, b, ¢, d. 

Diese Durchschnittspunkte liegen auf der Curve dritter Ordnung. ” 
Endlich sind die durch O hindurchgehenden geraden Linien das bs 

Bild der auf der Fliche liegenden Kegelschnittschaar. : 


Gottingen, den 14. Juni 1869. 














Ueber die Méglichkeit, zwei gegebene binire Formen 
linear in einander zu transformiren. 


Von A. Ciesscu in GOTTINGEN. 


L 


Dass zwei binire Formen nur dann durch lineare Transformatio- 
nen iiberfiihrbar sind, wenn ihre absoluten Invarianten einander gleich 
sind, folgt aus dem Begriffe der Invarianten. Aber nicht so einfach 
ist die Frage zu behandeln, ob und wann umgekehrt aus der Gleich- 
heit der absoluten Invarianten die Méglichkeit der Ueberfiihrung folgt. 

Die Formen ungerader Ordnung besitzen, von der fiinften Ord- 
nung aufwirts, lineare Covarianten, die Formen gerader Ordnung, 
von der sechsten aufwirts, quadratische. Man kann nun folgende 
Siitze aufstellen, welche die obige Frage ihrer Lésung so weit nihern, 
dass fiir jede Ordnung nur noch einzelne besondere Fille zu erledigen 
sind: 

Fiir Formen ungerader Ordnung folgt die Méglichkeit der linearen 
Ueberfiihrung aus der Gleichheit der absoluten Invarianten immer, so- 
bald fiir die beiden verglichenen Formen zwei Paare entsprechender, 
von Null verschiedener linearer Covarianten existiren, welche nicht nur 
um einen constanten Factor verschieden sind. 

Fiir Formen gerader Ordnung folgt jene Moglichkeit aus der Gleich- 
heit der absoluten Invarianten immer, sobald fiir die beiden verglichenen 
Formen zwei Paare entsprechender, von Null verschiedener quadra- 
tischer Covarianten existiren, welche keinen gemeinschaftlichen linearen 
Factor besitzen*). 

In beiden Fiillen ist nicht blos die Méglichkeit erwiesen, sondern 
man kann auch die Transformation sogleich ausfiihren. Sei im ersten 
Falle f die eine Form, &, 4 zwei nicht verschwindende und nicht blos 
um einen constanten Factor verschiedene lineare Covarianten von /, 
D ihre Determinante, eine nicht verschwindende Invariante. Man kann 


*) Aehnliche Siitze existiren fiir Formen mit mehr Veriinderlichen, 
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A. Crepscn, 


dann §, » als Veriinderliche einfiihren, und hat, wenn 2n + 1 die 
Ordnung von / ist: 
(1) De. f = ABH 4 A, 2" + A, 2" y? TREE i 

Ist § vom Grade a@, 4 vom Grade f in den Coefficienten von /, 
so hat D den Grad «+ 6, A, A,, A, ... haben beziehungsweise die 
Grade: 
(1) (Qn+1) B+1,a+2n68+1, 2e+(2n—1)6 +1 ete, 


und es sind also die Ausdriicke 


! A 

B= 5 em neti’ 

> A 4 
B= Sat ing i ’ (o—D sa), 
B, £ ; 


— 2 a+@n—1)p+1 


absolute Invarianten von bestimmtem Werthe. Setzt man noch 


x= le a ¢ Y= — — oe 
O° 2n+i 9! sri 
so verwandelt sich die Gleichung (1) in folgende: 
(2) f = BX + BX*Y + BX» Y?.... 


Fiihrt man nun dieselben Operationen an der zweiten Form /’ aus, und 
bezeichnet Alles entsprechend durch einen beigesetzten obern Strich, 
so treten an Stelle von X, Y die neuen Covarianten X’, Y’, wiih- 
rend die Coefficienten B der Voraussetzung nach ungeiinderte Werthe 
behalten, sobald man nur die Irrationalitit ©’ in geeigneter Weise 
bestimmt. 

Denkt man sich nun auch f, X, Y mit den Veriinderlichen z,, x,, 
dagegen f’, X’, Y’ mit den urspriinglichen Verinderlichen z,’, 7, 
geschrieben, so sind die Gleichungen 
(3) xX = x’ 

Y= Y 
lineare Gleichungen zwischen 2,, x, einerseits und 2,’, 2,’ andrerseits, 
aus denen man, der Voraussetzung nach, immer eine Art von Veriin- 
derlichen durch die andere wirklich ausdriicken kann; andrerseits hat 


man 

f _— f "9 
d. h. die beiden Formen sind durch die lineare Transformation (3) in 
einander iibergefiihrt. 
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Sei zweitens f eine Form von gerader Ordnung 2”, und habe die- 
selbe zwei quadratische Covarianten, /, m, welche keinen linearen 
Factor gemein haben. Sei dann 


st i% ol Gm om al 
wa 4 \Ox, 02, Ox, ba, 


und D die Invariante der quadratischen Form &. Es ist dann D zu. 
gleich die Resultante von / und m, und daher der Voraussetzung nach 
von Null verschieden. Man kann nun die drei Covarianten 1, m, @ 
dazu benutzen, um 2,”, 2%,%,, 2,” linear durch sie auszudriicken, wo- 
bei nur D im Nenner erscheint, und indem man dann zuniichst a? 
durch 1, m, » darstellt, die ne Potenz von a? aber als symbolischen 
Ausdruck von f betrachtet, ergiebt sich f als homogene Function n'* 
Ordnung von /, m, #, mit dem Nenner D", und mit Coefficienten, 
welche Invarianten sind. Endlich ist bekanntlich noch 


# = — } (PP +2Qlm-+ Rm’), 
wo P, Q, R Invarianten sind; und mit Hiilfe dieser Gleichung lisst 
sich also die Gleichung bilden: 
(4 D*.f = A*+ A,l"'*m+ Al? m?+.--- 
) + (Bl + Bl mm? + Bm -- -). 

Hier sind die A, B Invarianten; sind J, m in den Coefficienten 
von f von den Graden a, 6, so hat # den Grad a+ £, D den Grad 
2(a+ B), P, Q, R die Grade 28, a+ 8, 2a, und die A haben die 
Grade : 
na+ 2np+1, (n+1) a+(2n—1) B+1, (n+2) «+(2n—2)6+1..., 
die B aber die Grade: 
na-+ (2n—1)B-+-1, (n+ 1) a+ (2n—2) B-+-1, (n-+2)e-+-(2n—3) B+-1.... 


Fiihren wir also die Bezeichnungen ein: 











Pa a A, ae 
Ta 2np+i 1 THF) ef en—HeB+1 
— aH’ = TF TEE LED ih 

o= on ? T= Fr , 
i-- = , k= 25) ( = Dieta) 
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so wird die Beziehung zwischen Q, mp, » genau der Beziehung zwi- 
schen #, 1, m ahnlich: 
= — 4 (Tg" + 2Kpe + Pe), 
die Gleichung (4) aber verwandelt sich in: 
f= Eg" + Egy + Egy... 
+ Q(FPo*t+Fh gp rv+ Fig y...). 
Hier sind die HZ, F absolute Invarianten; ebenso TT, K, P. Hat man 
also eine zweite Form /f’, deren absolute Invarianten dieselben Werthe 
wie bei f haben, und unterscheidet man sonst alles auf f’ Beziigliche 
durch einen oben beigesetzten Strich, so ist 


[’ = Eg*+ E,p™'y’ + Ey’ yp”... 
+ 2’ (Foe* + F, 9 ** 9’ + F, o’** y’?...), 
withrend zwischen Q’, om’, w’ die Gleichung besteht: 
Q?2 = — 4 (Tp? + 2K’ y+ Py”). 
Beziiglich der Gleichheit der Invarianten ist nur zu bemerken, dass 
dieselbe sich zuniichst nur auf rationale bezieht; aber da nur die bei- 


den Irrationalitaten 
Tay 


vorkommen, so kann man durch passende Wahl der 2 (a@ + £)'*" Wur- 
zeln auch die Identitit der durch EZ, F' etc. bezeichneten Invarianten 
erreichen. 
Die Theorie der quadratischen Formen lehrt nun _ bekanntlich, 
dass, wenn 9, 6 die Wurzeln der quadratischen Gleichung 
T+ 2eK+ e°?P=0 
sind, sowohl g + ov, p + oy als mp’ + ow’ , mp’ + 6y’ Quadrate 
linearer Ausdriicke sind, und dass unter den hier festgehaltenen Vor- 
aussetzungen immer 6 von @ verschieden ist. Nehmen wir zuniichst 
an, P sei von Null verschieden. Dann ist weder @ noch 6 unendlich 
gross; man setze 
9 + ev = X? pp + oy = Xx” 
p+ ov— Y¥? o +o = Y*, 
und bestimme die Vorzeichen der X, Y , X’, Y’ so, dass 
Q=y— jT-xXY , Y=yY—jT-x’'yY’ 
Aus den Gleichungen: 
(5) Aa X’ , Y= Y’ 
folgt dann auch 
p9=—y ? poy ? Q = Q', 
und demnach 


f=f". 








—a = A fF 
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Durch die lineare Substitution (5) wird also f in f’ tibergefiihrt. 
Und diese Substitution ist immer eine solche, aus welcher x,, x, und 
2;, £ sich wirklich bestimmen lassen; denn wenn X, Y oder X’, Y’ 
nur durch einen Factor unterschieden wiren, so hitten g, wy oder 
y’, vy’ einen gemeinsamen Factor, was ausgeschlossen ist. 

Ist P =O und TT von Null verschieden, so braucht man nur » 
mit ~, my’ mit w’ zu vertauschen, um dieselben Schliisse zu machen. 
Ist endlich TT = 0 und P = 0, so ist K nothwendig von Null verschie- 
den, und , a, 9’, v’ sind Quadrate. Setzt man also 

g = X? , g' = X” 
y= Y? ? y’ — y, 
so kann man wieder die Vorzeichen der X, Y, X’, Y’, ‘so bestim- 
men, dass 
Q=yY—K-XY , Y=y—K-X’, Y". 
und man hat also f = f’ durch die lineare Substitution 
X=X’ , Y=Y’. 


Hiermit sind die ausgesprochenen Siitze bewiesen. 


Il. 


Ich werde jetzt auf die Formen fiinfter Ordnung den in I. aufge- 
stellten Satz anwenden, muss aber zuniichst die Bildungen wieder auf- 
zihlen, wie sie von Herrn Gordan und mir in den Annali di Mate- 
matica Ser. I]. Tom. I. und von Herrn Gordan in Crelle’s Journal 
Bd. 69. gegeben sind. Ist symbolisch 

f= a, 
so hat man zuniichst die quadratische Covariante 
= (ab) dz be = t3, 


=. 


sodann die cubische: 
j=—4 (ail at =§3, 
aus welcher die ferneren quadratischen 
t= (jj P jeje » = (it) te 
und die lineare 
a= 4 (jt) je 
folgen. Wie Herr Gordan (Crelle’s Journ. Bd. 69. p. 343.) gezeigt 


hat, existiren ausser dieser nur noch folgende lineare Covarianten: 


B = (¢@) tz, 
, (ta) Tz » 
0 = (iy) tz. 


Die vier Invarianten sind: 


A=4(i’P, B= fit? , CH h(er), R= § (a) (iy). 
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Ausserdem sind von Wichtigkeit die Invarianten: 
2M = (ia)? = 2(AB — 30) 
2N = (ra)?*=— 4 (AC — B?); 
R aber ist mit A, B, C durch die Gleichung verbunden: 
R? = — {AN — 2BMN + CM"}. 
Soll nun der in I. nicht behandelte Ausnahmefall eintreten, dass 
nicht zwei wesentlich verschiedene lineare Covarianten vorhanden sind, 


so miissen die aus den vier linearen Covarianten zusammengesetzten 
Determinanten 


(«B), (ay), («8), (By), (B94), (79) 
simmtlich verschwinden. Nun ist 
(ap) = — (ia)? =—2M 
. (ay) = — (ta)? —2N 
(ad) = — (iy) (ia) —2R 
(By) = (é@) (it) (ta) = (ta) (iy) = 2K 
(Bd) = (ta) (iy) it’) = 4G’)? (@y) = — 2AN 
(yd) = (ta) (iy) (ci) = (ea) (¢t’) (We) (x2) 
= — {(ta) (ir)? —} (tr)? (@i)?} = —4BN+2CM. 
Man sieht hieraus, dass nur M und N zu verschwinden brauchen; 
nach der oben angefiihrten Gleichung verschwindet dann auch R, und 
somit alle jene Determinanten. Der Fall M—0O, N =O kann aber 
auf zwei verschiedene Arten eintreten, indem 
1) B=0 ,C=0 
A? A’ 
2) B => = ? C = 9 e 
Man kann aber den Satz aussprechen: 
Formen fiinfter Ordnung mit identischen absoluten Invarianten sind 
stets linear in einander iiberfiihrbar, sobald nicht gleichzeitig B und C, 


oder B— — und C — 4° verschwinden. 


Es ist nicht ausgeschlossen, dass nicht auch noch in anderen Fil- 
len die Ueberfiihrung méglich sei; bei derselben aber miissen dann 
andere Principien zur Anwendung kommen. 


Ii. 


Bei den Formen sechster Ordnung tritt, wenn symbolisch 


=as=bds... 
gesetzt wird, zuniachst die Form vierter Ordnung auf 
k=3 (ab)! ai bi = kz 
(vgl. die angefiihrte Abhandl.), so wie die Invariante 
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A = } (ab)’. 
Aus k ergiebt sich die Reihe der Covarianten zweiter Ordnung: 
| = (ka)! a} = 2 
(1) m == (kl)? kz mi, 
n == (km)?k? = ni 
und ihre Functionaldeterminanten : 


|: = (lm) l,m, = v3 


(2) uw = (nl) mele = wd - 

A = (mn)m,, = A} 

Wie Hr. Gordan (Crelle’s Journ. Bd. 69.) bewiesen hat, ist die Reihe 
der Covarianten zweiter Ordnung hiermit abgeschlossen. 


Aus k entspringen die Invarianten 
B= 3k)! , C=} GkY WK WD 
aus 1, m, ” ergeben sich die Bildungen: 
Au =4(? =2(04 4 
Amm = 4 (mm’)? = J 
An, =} (nn? = BD+F7 BC+ 8AC? 
+ Ann = $ (mn)? = 4074+ aBo+ + B 
Ay =jt (nl? =D 
Aim =} (lm)? =$§ B+4AC. 
Zu dicsen, welche sich durch die vier unabhiingigen Invarianten 
A, B, C, D ausdriicken, tritt noch die fiinfte hinzu 
R = — 4 (lm) (mn) (nl), 
deren Quadrat sich durch die Gleichung 
Ay y Ain 
Rk? = Ami Aum Ann 
An: Ani Ann 





ausdriickt. 

Soll nun die in I. vorgesehene Transformation eintreten kénnen, 
so diirfen nicht zwei der quadratischen Former 1. 2. einen linearen 
Factor gemein haben. Untersuchen wir also, in welchen Fiillen alle 
Resultanten je zweier jener Formen verschwinden, und welche Fille 
also oben ausgeschlossen sind. 

Sind » = g2, » = vi zwei quadratische Formen, so ist ihre Re- 
sultante bekanntlich: 

(py) (¥’)? — (py) v7 

= Aggy Ayy — Agy- 
Wir miissen also, um die betreffenden Gleichungen aufstellen zu kénnen, 
ausser den oben angefiihrten Invarianten noch die folgenden kennen: 
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Ag ? Ana ? A nd Ay ? Any 
Ay ? Am ? Any Anu ? A, 
A Ww » Any ? A nv Avy ? An . 


Sind zwei quadratische Formen gegeben, deren eine eine Fune- 
tionaldeterminante ist: 
P= 92, @ = (XP) Yr Fz, 
so ist ihre simultane Invariante: 
Aga = (x#) (x9) (x). 
Stimmt eine der Formen 7, # mit » iiberein, so ist 
Agu = (49) (x19) (py) = 0. 
Man hat also zunichst: 
Ay = Anz = Any = 2R 
Ana = Ay = Ay = An, = Ay = An = 0. 
Sind sodann zwei Functionaldeterminanten gegeben: 
v = (9%) Or vz = V2, w = (49) 72 8, = Wi, 
so hat man fiir ihre simultane Invariante zuniivhst den Ausdruck: 
(vw)? = (pv) (pw) (yw); 
aber es ist 
Wz Wy = 4 (LF) (Xe By + dy Fx), 
und daher 


Ayy = (vw)? = § (py) (x19) { (px) (YF) + (42) (9)} . 
Aber bekanntlich ist: 
(MY) (x9). (px) (YO) = $ { (pd)? (x9)? + (x)? (YO)* — (wy)? (pP)*} 
(pv) (x9) - (xv) (PO) = + { (pv)? (x9)? + (ox)? (9)? — (px)? (¥F)*} 
und also 
des 


4 {(px)? (po)? — (ox)? (po)*} 
=+4 (Ag, Ays — Ayy Ags). 
Daher hat man: 
Aji _ 4 (Amm he besa M3.) Aus aid 4 (Ani An oid Ay hen) 
Aun = 4 (Ann Aun. tom Ai) Ay = 5 (Aaa Am — y An; ) 
Any — 4 (Ax Aum basen Aj.) Ay, _ 4 (Ain Ans — Ann Ain) 3 


es sind diese Gréssen bis auf einen numerischen Factor die Unter 
determinanten der Determinante R?. 
Bilden wir nun die Resultanten. Diejenigen von 1, m, » gegen 
einander sind: 
Rin = Ay , — A} n 
Rin — Ay has = Aj, 
Ras = Aun4as — Ada 
Sind diese, wie wir voraussetzen, siimmtlich gleich Null, so verschwin- 





di 


g 
D> 


di 


d 
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den Aj, Ayu, Av; die Resultanten von /, m, m gegen 4, uw, v lie- 
fern also die einzige Gleichung 

R= 0. 
Und da die aus den Unterdeterminanten von R? zusammengesetzten 
Resultanten von 4, uw, v gegen einander offenbar R? als Factor ent- 
halten, so verschwinden damit alle in Rede stehenden Resultanten. 

In der ofters citirten Abhandlung ist gezeigt, dass schon die bei- 
den Gleichungen 

R= 0, Au Ann — Ain = 0 
geniigen, um alle anderen Unterdeterminanten von R? verschwin- 
den zu machen. Das Nichtverschwinden dieser beiden Ausdriicke ist 
daher die nothwendige, aber auch hinreichende Bedingung dafiir, dass 
auf die oben angegebene Weise die lineare Transformation vor sich 
gehen kinne. 

Dureh diese Betrachtungen erscheinen die von Herrn Gordan 
und mir in den Annali di Matemat. gegebenen typischen Darstellun- 
gen der Formen 5" und 6' Grades in einem neuen Lichte. Sie 
geben einerseits die lineare Ueberfiihrung von Formen mit identischen 
absoluten Invarianten fiir alle Fiille, in denen eine jener typischen 
Darstellungen mdglich ist. Aber man erkennt andrerseits, dass jene 
typischen Darstellungen iiberhaupt alle Fille umfassen, in denen der- 
gleichen moglich ist, indem, wenn sie unmdglich werden, iiberhaupt 
keine solche typische Darstellung mehr ausgefiihrt werden kann. 


Gottingen, den 27. November 1869, 











Ueber die Bestimmung der Wendepunkte einer Curve 
dritter Ordnung. 


Von A. Cresscn in GérTTINGEN. 


Im Folgenden will ich einige Endformeln zusammenstellen, welche 
sich auf das Problem der Wendepunkte einer Curve dritter Ordnung 
beziehen, oder, was dasselbe ist, auf das Problem, die Gleichung 
einer solchen Curve in die canonische Form 
(1) f=a(e+y+ 2) + 6bayz 
za bringen. Von den beiden Constanten @ und b kann eine gleich 1 
gesetzt werden; es ist aber besser beide zu behalten. 

Ist 
(2) gs t+P + #, 
so ist, in Bezug auf die neuen Variabeln x, y, z der Term 6 xyz 
die Function A,*); sie soll, wie alle in Bezug auf die neuen Varia- 
beln x, y, 2 ausgefiihrten Bildungen durch einen obern Strich von der 
entsprechenden Bildung in Bezug auf die urspriinglichen Variabeln 
unterschieden werden. Dann ist also 


(3) A, = 6zyz, 

und also 

(4) — ay + dy; 

daher auch, wenn + die Determinante der Substitution ist: 
(5) ra =— b= 45, 4, — 5 12)- 

Die Function [ entsteht aus der Aronhold’schen Function G, 
wenn man die Function y = 2° + y® + 2° an Stelle von f zu Grunde 
legt: es ist also fiir diese Form x die erste Invariante gleich Null, 
die zweite gleich — 1, und demnach 
(6) r=a'+t sab. 


Man erhiilt ferner nach Aronhold folgende Bildungen fiir die 
Invarianten : 


a 1 or er 2) ‘ 9 

a. Pee Pe 3 3 
a A S=S’ = = ‘oat Ab — (£5 ‘on 4b (b* — a*). 
2 , 1 of os’ or 0s'| x ‘ © . 
67 bn — 276 1 7373 6 
fT=—T = 16 a aD Db oat = 8b° 4+ 20a b'—a’. 


b3 , 4 ‘ 
qa bestimmt sich also aus der Gleichung: 


Der Quotient 


*) Die den verschiedenen Invarianten und Covarianten vorzusetzenden nume- 
rischen Factoren sind immer wie bei Aronhold gewiihlt. (Crelle’s Journ, Bd. 55.) 














Ueber die Wendepunkte der Curven dritter Ordnung. 


s3 64 b (b3 — a)? 
(8) T? ~ (8b + 203 b — at 
und zugleich findet man, weun eine der Gréssen a, b beliebig ange- 
nommen ist, und also a und b mittelst der vorstehenden Gleichung 
bestimmt sind, die Transformationsdeterminante aus der Gleichung: 

9 S 808+ 20a b'— a’ 
@) ot ee ae 

Um nun die zu einer Lésung a, b gehérigen x, y, z zu finden, 

hat man zuniichst aus (4), (5): 


‘ 1 or 9 
o+ytamyot lift — rao} 


, 1 or 
eye=th,= GF lth bp + rb-a| 
Benutzen wir ferner die Covariante ~, wie sie Bd. I. p. 57. dieser 
Annalen definirt ist. Diese Form ist eine Combinante, daher 











(10) 


r6 Way+oay iad Waytosy == f*. Wy. 
Um aber w, zu bilden, hat man aus einer der angefiihrten For- 


meln, indem fir 7 S=0, 7 = —1 ist: 
vy, = —39,4+ 27, 
und 
x 0 QO 2yz| 
0 4 O 2x ll P 
9, = —2 0 - ze 2Qay| — 8y2+ 22+ zy’), 


2yz 22x 2ay O 
also endlich 


= 2@+y + 2)? — 24(y 2+ 2a + ay’), 
und 


(11) 2 p= fP?- {2 (a + y> + 23)? — 24 (8 23 4 23 a3 4 a y’)\. 
Dies in Verbindung mit (10) giebt folgende weitere Bestimmun- 
gen symmetrischer Functionen von 2 y 2: 


| v2 5+ a8 + iy = — art iars tars or —ra-o}* 
| x + y' + 2 = Sta 6re cone — rAd} 


Ausser diesen symmetrischen Functionen findet sich noch das Diffe- 
renzenproduct der Gréssen 2°, y’, z> aus der Function Q (a. a. O.), 
welche ebenfalls Combinante ist, und also durch die Formel gege- 
ben wird: 


(12) 4 


M Q=Q'’ =. Q, = 14473-| 2° a yz 
yo y 2x 
2 2 wy 
are.) — 4) @—29, 
so dass 
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(13) (@—y¥)¢— =) (@—2)—— - 
dace i 14478 

Zu bemerken ist, dass das Vorzeichen der rechten Seite nicht 
bestimmt ist, weil nur 7°, nicht aber 7 selbst oben gefunden wurde. 
Der Ausdruck (13) enthilt also aus . noch den irrationalen Factor 

ai V cs 8 3 + 20 a b —@. 
7 4b (b3 — a) 

Der numerische Werth der Grésse unter dem Wurzelzeichen besteht 

r an: bss ene -_ 
aus einer vollig gegebenen, nur von (-) abhingigen Grosse, und aus 


einem willkiirlich zu wiihlenden Factor b*, welcher, wie man sieht, aus 
der Irrationalitiit als solcher ausscheidet. 
Man kann nun mit Hiilfe der obigen Data die Cuben und das 
Product der beiden irrationalen Covailaaiien 
Mae8p ey pee 
(14) N=2+ey'+ es 
darstellen. Man findet sofort: 
P . ° or 9 
863 (M3 + hay ty Garg rae 
(15) +10 f 4 —rad) +26 (7 4 4 Aaa)’ 
C3 (M3 — N*) = 3e(e — pte 
PMN=*" 437% 


8 





—ra b) ‘ 


Man sieht aus den ersten beiden Gleichungen, dass folgende bei- 
den Covarianten neunter Ordnung vollstiindige Cuben sind: 


166? M3 =3rv(pf — Ad) +1074 —r2b) + 
+ 216 ars + Aa) + %4e(e—1) 2 

16 63 wim 5rty (4p — Ab) + 10(Rf & — rd)’ 
+ 216 (ard + rAa) — Me (e—1) 792 


Zieht man die Cubikwarzeln, und zwar so, dass der dritten Gleichung 
(15) geniigt wird, so a Tae 


323 = t ; Gf> on rAb)+M+ N 
Sy a 1 > Grs —rAb)+eM+e2N 
* r °° T 
30 = + + (arf = r? Ab) +°&M+ «NN, 
wodureh die letzten pidielinass vollig gegeben sind. 


Gottingen, den 20. August 1869. 


ca 
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Analytisch-geometrische Studien. 
Von M. Retss*). 


Erste Abtheilung. 


Die Elimination der Coefficienten aus vollstindigen 
homogenen Gleichungen und ihre Anwendung auf alge- 
braische Linien und Flichen. 


1. 


Jede homogene Function von k Veriinderlichen 2,, x, .. 2%, .. 2% 

besteht aus Gliedern von der Form: 

%1r Kir kr 
. Ky 2. Moe Mey 
worin K,. den von den Veriinderlichen unabhiingigen Coefficienten bedeu- 
tet. Die Exponenten x, .. %, .. %;, sind entweder positive ganze 
Zahlen oder = 0. Thre Summe ist in allen Gliedern dieselbe; sie 
heisst der Grad der homogenen Function und werde durch n be- 
zeichnet. 

Ist eine homogene Function zerlegbar, so kann sie nur in andere 
homogene Functionen niedrigeren Grads zerlegt werden. Homogene 
Functionen von zwei Veriinderlichen sind immer zerlegbar; die von 
mehr als zwei Veriinderlichen kénnen auch unzerlegbar sein. ; 

Die Anzahl aller Variationen x, .. x .. %ir, Welche den oben 
aufgestellten Bedingungen Geniige leisten, ist 

€te-) €¢4s-§ ... S298. 
1 : 2 2. (m—A)n? 
wofiir wir abkiirzend N schreiben werden. Diese Variationen kann 
man ihrer willkiirlichen, aber bestimmten Ordnung nach, durch 
Hi. - Ae yee My + Hey 5 +e Hin - - Hen G 


darstellen, indem man dem Suffixum + nach und nach die Werthe 
1,2..N beilegt. 


*) Leider ist der kenntnissreiche Verfasser vor Kurzem einem langjihrigen 
Leiden erlegen. 


Mathematische Annalen. 25 


II. 














386 M. Rerss. 


Entspricht jede Variation einem Gliede der homogenen Function, 
besteht diese also aus N Gliedern, so ist sie eine vollstiindige und 
wird durch 


Xr Kir Xkr 


ZBE, &% ..%.. & 


bezeichnet. Die Ordnung der Glieder wird durch die der Variationen 
bestimmt. 

Wir erstrecken unsere Untersuchungen nur auf vollstiindige homo- 
gene Functionen und zwar nur auf solche, welche mehr als zwei Ver- 
iinderliche enthalten. Die Coefficienten K,..K,.. Ky werden dabei 
als willkiirliche, von einander unabhiingige Gréssen angesehen. Von 
den Veriinderlichen 2, .. 2 .. 2, wird angenommen, dass sie durch 
die (iibrigens unbestimmte) Gleichung 


Xr Kir Xkr 
(1) ZK, 2%, ..%..% = 0 


unter einander verbunden seien und dass ausserdem keine weitere Re- 
lation zwischen ihnen bestehe. Hat man mehrere Systeme zusammen- 
gehoriger Werthe der Veriinderlichen zu betrachten, so werden auch 
diese als von einander unabhiingig vorausgesetzt. Solche Systeme wer- 
den wir zu ihrer genaueren Unterscheidung durch 2, .. 2js .. is 
bezeichnen; so dass jedes System durch den Werth von s partikulari- 
sirt wird. Demgemiiss erhilt die Gleichung (1) die Form: 
M1 Kir kr 

(1’) 2K, Vis -- Hig «. Leg =H 0. 

Giebt man dem Suffixum s nach und nach die N Werthe 
bestimmt man N Systeme: 


_ 

= 
nm 
° 


(I) M11 - + Her 5 + + Lis .. Les 5 -- Hin ~~ Uy, 
und erhilt aus (1°) die N Gleichungen: 
4ir kr 
ZK, 2%, -- % =O 
41r Ak 
& 
(2) ) 2K, tu... tee = 0 , 
*ir Xkr 
2K, Mn-- Xn = O 





welche in Beziehung auf die Coefficienten K, .. Ky linear sind und 
aus welchen man diese NGréssen eliminiren kann. Das Resultat ist 
eine Gleichung D = 0, in welcher D eine Determinante N'” Grades 
bedeutet, deren Elemente allgemein durch 
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Hr Xir Xkr 
| Big « « Lig o a Lig 2 


dargestellt werden. Giebt man hier dem Suffixum 7 nach und nach 
alle seine Werthe 1... N, wiihrend s unveriindert bleibt, so erhiilt 
man eine Horizontalreihe der Determinante D; zu deren vollstiindiger 
' Darstellung man sodann auch fiir s und nach die Werthe 1 .. N zu 
setzen hat. 

Da es unsern Annahmen zufolge, zwischen den in den Gleichun- 
gen (2) enthaltenen Gréssen keine anderen Beziehungen giebt als eben 
diese Gleichungen, so sind diese von einander unabhiingig und die 
Determinante D kann nicht identisch verschwinden. Andrerseits kann 
man aus den Gleichungen (2) keine andere als D =O herleiten, da 
sie alle zur Elimination der N Coefficienten erforderlich sind. Man 
sieht hieraus, dass die Gleichung D = 0 nothwendig und hinreichend 
ist, wenn jedes der N Systeme (I) der allgemeinen Gleichung (1°) 
Geniige leisten soll. 

Kine Eigenschaft der Determinante D, welche besondere Beriick- 
sichtigung verdient, besteht darin, dass sie unzerlegbar ist. Sie ist 
niimlich in Beziehung auf jedes der N Systeme (I) eine vollstiindige 
homogene Function »'" Grades und liisst sich daher auf die Form: 


~_—~_— %we 


ks 


: . X11, Kir kr 


ZK,, Lig « « Lig 0 o Lig 


, 


bringen. Hierbei ist zu bemerken, dass die Coefficienten Ky .. Kyy 
keine der Gréssen 2, .. 2%, enthalten, dass sie vielmehr ausschliess- 
lich Functionen der in den anderen N—1 Systemen enthaltenen 
Gréssen sind. Es finden daher unseren Annahmen zufolge keine Be- 
ziehungen zwischen den N Coefficienten Ky .. K,y statt. Wire nun 
D das Product zweier homogener Functionen 


Av Ane Uy Uku > 
DL; Lis .. Vee und DM, Hip .. Mis 


resp. vom /'*” und m'*" Grade, so wiren die Coefficienten ZL, und J, 

mit den Coefficienten K,, durch N Gleichungen verbunden, welche 

man erhilt, wenn man das Product entwickelt und Glied fiir Glied mit 
Hr kr 


ZK, His «+ Vhs 


vergleicht. Die Anzahl der J, ist aber 
(b+t—1)..8. 
oe - e 
id die der M, 
st (k+m—1)..k, 


es Rs < sae 


auch darf man offenbar fiir eine dieser Gréssen den Werth willkiirlich 
25* 
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festsetzen, wonach sich die Anzahl aller Unbekannten auf 


‘ 
eri—): eee—) 
re a = 

beliiuft. Erwiigt man nunmehr, dass / + m= und k > 2, so findet 

man jedenfalls 
_ (kK+n—1)..k etl»: Cte—) 
Tee Sr , i+ 


~ 


— 1; 





m 


es giibe also mehr Gleichungen als Unbekannte; was auf eine Anzahl 
Beziehungen zwischen den Coefficienten K,, fiihren miisste, welche, 
wie bereits gezeigt worden, im Allgemeinen nicht stattfinden. Die 
Determinante D kann demzufolge nicht als das Product zweier homo- 
gener Functionen dargestellt werden, und ist mithin unzerlegbar. 

Aus den bisherigen Erérterungen liisst sich folgender Schluss 
ziehen: 

Es werde die Bedingung festgehalten, dass jedes der N Systeme 
(1) der allgemeinen Gleichung (1’) Geniige leiste. Kann man, hier. 
von ausgehend, auf irgend einem andern Wege als dem hier einge- 
schlagenen der directen Elimination eine nicht identische Gleichung 
E = 0 zwischen den Gréssen (I) ermitteln, so muss HL entweder mit 
D ibereinstimmen oder es muss EK = DA sein, wo A einen im All- 
gemeinen nicht verschwindenden Ausdruck bedeutet, der folglich in 
der Gleichong E = 0 als fremder, iiberfliissiger und auszuscheidender 
Divisor enthalten ist. 

Denn einerseits hat die Gleichung D = 0 iiberhaupt keinen Divi- 
sor, andrerseits giebt es keine andere Beziehung zwischen den Gris- 
sen (I). 

Dieser Schluss ist fiir die folgende Untersuchung von grosser, 
wenn auch nur theoretischer Wichtigkeit, da wir in der That eine in- 
directe Eliminationsmethode angeben werden, welche auf eine von 
D = 0 verschiedene Gleichung fiihrt. 


9 


we 


Man bilde eine Anzahl linearer Functionen der Griéssen 


: : Vig « «© Hig « - Us 
und bezeichne sie durch 


| My Xs + eee + iy Lis + We + Ay Ls = Aes. 


(3) Dw Vis + .4 + biy Lis » 4- Diy Ls = ; = 
Cw Ls + - + Cy Lis + ane + Cy Us = a . 
u. S. W. 
Setzt man v nach und nach = 1, 2, .. m, so erhiilt man zu- 


nichst aus dem allgemeinen Werthe von A,, die n folgenden: 














ep 


y 
t 


-_ 
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Ay = Gn Xz +:-+ + Ga Lis + * + As Xs 
As, = Mie Dz + +++ Gate + + + Ane Xs 


(4) oe ee 
|. = An Ly +++ + AinXig + + + Ain Ds 
deren Product A;, .. Ay, eine vollstiindige homogene Function ne 
Grades von 2, .. 2s ist. Dasselbe gilt von den analogen Producten; 
By .. Busy Cis .. Cas 3 u. 8. w. und von dem Ausdruck : 
K, - Ay +--+ Au + Ke- Bi, «+ Bu + Ko- Ge ++ Cu +°-; 
in welchem K,, Kz, Ke .. beliebige Coefficienten bedeuten. Setzt 
man demgemiiss : 
| Ka- Ais ++ Ans + Ke- Bis ++ Bus + -°- 
(5) M1, Ukr 
| == DK, %,* > Vis 

und entwickelt die Producte, so finden sich die Coefficienten K,.. Ky 
als Functionen der Gréssen K,, Kg, .. und ayy. . diy; Dw .. Devj;-- 
ausgedriickt und zwar als Functionen, die in Beziehung auf Ky, Kz, .. 
linear sind. Nimmt man daher an, dass die Anzahl der Gleichungen 
(3) und folglich auch die der Gréssen Ky, Ky .., = N sei: so kann 
man diese Gréssen umgekehrt vermittelst der Werthe von Ki .. Ky 
bestimmen; wozu nichts Anderes erfordert wird, als die Auflésung 
von N Gleichungen ersten Grades zwischen N Unbekannten und wo- 
durch die Gréssen K,, Ky, .. als Funetionen von Ki, .. Ky und 
(iy .+ Gin; Yip. diys .. ausgedriickt werden. 

Diese allgemeine Betrachtung macht es augenscheinlich, dass man 
jede gegebene homogene Function 


4*1r kr 
ZK, Vis- - Ls 
auf die Form 
Ky 2 A;, ~ Phe hus + Kp By, a Bs + : 
bringen kann, wo die Gréssen: A,,, B,,.. beliebig gegebene lineare 
Functionen der Veriinderlichen bedeuten*). Es ist daher nicht weni- 
ger erlaubt, die Gleichung (1’) durch 
(6) K4 , Aj; —— Ans + Ke Bi; nha Bas ++ -- == 0 


*) Man kann die vollstiindigen homogenen Functionen noch auf eine andere 
Weise vermittelst linearer Functionen der Veriinderlichen darstellen, niimlich un- 


ter der Form: 

Ky A” + Kz Bb + ei 
wo die Anzahl der Glieder ebenfalls = N angenommen wird. Der Beweis der 
allgemeinen Zuliissigkeit dieser Form ist dem obengefiihrten durchaus analog. Es 
sei tibrigens noch bemerkt, dass dieselbe auf kein anderes Resultat als die im 
Texte angegebene fiihren wiirde. 
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zu ersetzen. Aus dieser erhilt man ferner die den Gleichungen (2) 
entsprechenden, wenn man in den durch die Gréssen 


A; *- y ? B,, es Bus os 2 


reprisentirten linearen Ausdriicken dem Suffixum s nach und nach alle 
seine Werthe 1... N zuertheilt. Kann man nun aus den dadurch 
entstehenden N Gleichungen die Nnk Grossen, a;,, bi,, Ciy ... eli- 
miniren; mit andern- Worten: kann man mit ihrer Hiilfe eine nicht 
identische Gleichung zwischen den Gréssen (I) herleiten, so ist da- 
durch derselbe Zweck wie durch die Gleichung D = 0 erreicht. Kine 
soleche indirecte Elimination ist aber leicht ausfiihrbar, wie nunmehr 
gezeigt werden soll. 


3. 


e 
Den Zahlen 1 .. N entnehme man & beliebige, z. B. die k ersten 
1 ..k und verstehe unter 6 irgend eine der N — k iibrigen, also 
k+1..N. Legt man dem Suffixum s nach und nach die Werthe 
1 ..k, 6 bei, so ergeben sich zunichst aus der ersten der Gleichun- 
gen (4) die & + 1 folgenden: 
| Qn tu +++ + aia Ma +++ + an on = An 
(7) , , ‘ 
An + .s + Qi1 Ge +e > + an te = Ay 
Qu Me + ++ + Gin Lic +++ + On Lio = Aig. 
aus welchen man die k Gréssen ay, .. G1... 4 eliminiren kann. Dies 
fiihrt auf eine Gleichung von der Form: 


(8) Wo Ay + .* + Qo j Aj; +-:: + ox Arx + Moo Ais, 

in welcher die Gréssen a .. Go; . + Gok, “oo Determinanten i!" Gra- 
des bedeuten, die mit je k Horizontalreihen des Systems 

My. e Hit. - Me 

Vij. - Lig « « Lpj 


(9) 


Miz - - Die - - Le 
Vig - - Lig - « Lig 





gebildet sind. Um diese Determinanten auf zweckmiissige Weise dar- 
zustellen , bezeichne man allgemein jede Determinante 


Hie » Ly ~~ + | Lie » Lut + + + 
Sus 9 Sup ss >| CO | Men» Suess | 
| 


$e... . : : : ; 
durch x ? je ); indem man die oberen Reihen mit den ersten Suf- 
fixen, die untere mit den zweiten bildet und dabei die Ordnung der 
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Suffixe festhilt (vergleiche des Verfassers ,,Beitriige zur Theorie der 
Determinanten® 8. 1.). Demzufolge findet man: 


a= +0 (35) pg) ts (= Me a Ds 
«+ gx = (— 1) a ( Aare )5 Maa = (— 1) a G is 4a 


Da diese Determinanten sich nur durch ihre unteren Suffixenreihen 
unterscheiden, so geniigt es, sie durch dieselben anzudeuten und ein- 


facher 
(10") Qo = + (23 a ke); +2 yj = (— 1. (1 a Ne 1,j+ 1 .. ke); 

+ ge =(— 11.1... — 1,6); agg = (— 1)* . (1...) 
zu schreiben. 

Bringt man nun die Gleichung (8) auf die Form: 

— Aig Goo = Ay Hot -++ ** + Aj; Qoj + as + Ay Gok; 
und verfihrt mit jeder der Gleichungen (4) wie soeben mit der ersten 
geschehen: so gelangt man zu den » folgenden: 


steal Aig “oo = Ay Oot + oa ++ Ay Qok 


(10) 


(11) — Ay Goo = An Qo1 + lis + Ay Gok 
— Ane Gog = Ant Gor -+ wt + Ajj Cox « 


Das Product (— 1)" Ais .. Ayo .- Ano . @%, ist eine vollstiindige ho- 
mogene Function 2'" Grades der Gréssen a; .. Go; .. @ox. Bezeich- 


net man es demgemiiss durch 


~ (— 1)" Aj . , ae = 


au 
¢ 
(12) Hr jr Akr 
Kua, Hot «+ «© Agr « « Age, 


so sind die Coefficienten Ky, . . K4y ausschliesslich Functionen der 
Gréssen : 
Ai °° Ax; °° Ay ee Ay 3 ee Ant ee Ank 3 

bleiben daher unveriindert, wie man auch das Suffixum 6 bestimme. 
Von den Coefficienten der Glieder, in welchen sich 

41, % jr Ukr 

Ooi «+ » Agi « « Age 
auf eine Potenz we reducirt, ist noch insbesondere zu bemerken, dass 
sie durch ein einziges Product: A,; . . Aj; ausgedriickt werden. 

Geht man nun, statt von der ersten der Gleichungen (3), von 

irgend einer andern derselben aus, und verfahrt auf analoge Weise, so 
erhilt man die N Gleichungen: 
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%1r Xkr 
(-- 1)" Ate ee Ang . Oe — DK, Qoi - + Age 
Hr Xkr 
(13) (—1)" ; ee we Oro = JK>;, Qoi - - Xgt 
Hy tkr 
(— 1) Cie ee Cac e One a » Ke, Aoi - - Age 
u. 8. W. 





und aus diesen, wenn allgemein 
‘ Ka ' Ku, -- Ke Kp, + Ke Ke, --+ ve Ks, 
gesetzt wird, 
(— 1)" (Ku . Ate o-* in -f Ke ° Bie . 3s : + ° +) Gee 
i, Xkr 
= ZK 5, agi . « ox « 
Nach der allgemeinen Gleichung (6) ist aber 
K+ Ate - + Ans + Kp- Bro - - Bus + 7 - a= Q; 
und folglich . 
Xr Xkr 
(14) Kz, Qs °° kaye = QO. 
Ferner verschwinden nach derselben Gleichung alle Glieder von 
- %ir Ak 
ZK sy gi + + Hox 
in welchen sich 
41, % jr kr 
Qo1 ** Agy -* Agy 
auf eine Potenz a” reducirt; denn die Coefficienten dieser Glieder sind 
von der Form: Ky + Ay; - - Ay -+ Ke- By -- Bay + +--+ und mit- 
hin = 0. 

Da j die kK Werthe 1..% annehmen kann, so besteht die Glei- 
chung (J4) nur aus N — k nicht verschwindenden Gliedern, deren 
Coefficienten Ks, von dem Werthe des Suffixums 6 unabhiingig sind, 
denn die in dieser Hinsicht beziiglich der Gréssen K4, gemachte Be- 
merkung gilt nicht weniger von Ky,, Kc, .. und von den Summen 
Ky Ka, + Key Ky, + +--+ Setzt man daher o nach und nach 
=k+1,k+2.-- N, so erhilt man die N — k Gleichungen: 

%i,y ky 
DK Op4ir+ + Crpi~ = O 


Mir Mtr 
(15) ZK ss, M421 °* Cryo. = O 
Xr kr 





Z2Ks, G@y ++ Oy = 0, 
und aus diesen durch Elimination der N—% UCoefficienten Ks, eine 
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Gleichung E =, in welcher EF eine Determinante (N — k)'" Gra- 
des bedeutet, deren Elemente Producte von der Form: 


Hi, Xkr 
Qoi - - Age 
sind und folglich keine andern Gréssen als die durch (I) bezeichneten 
enthalten. Um diese Determinante darzustellen, hat man aus allen 
Werthen von 


mit Ausnahme der k Potenzen «, .. a,, eine Reihe zu bilden und in 
dieselbe fiir 6 nach und nach die Werthe i +1, k + 2.. N zu setzen. 
Die Determinante FL’ ist keine identisch verschwindende, was man 
folgendermassen beweisen kann: 
Man nehme an, dass die Gréssen 


(11) Meg + Ge hos Mey i Rite Ge on Med 
alle bis auf a .. %;; .. % verschwinden und dass diese simmtlich 
= -+ 1 seien. Hierdurch geht allgemein 

@; = (— 1"... j—1, 7 +1.. ko) in (— 1)" aj, 
iiber. Vergleicht man nun die Werthe von D und FE, welche sich in 
Folge dieser besondern Annahmen ergeben, so erkennt man, dass sie, 
vom Vorzeichen abgesehen, iibereinstimmen. Der allgemeine Werth 
der Determinante D ist aber, wie gezeigt worden, eine nicht iden- 
tisch verschwindende Grésse. Dies muss daher auch von ihrem beson- 
deren Werthe und mithin nicht weniger von dem der Determinante 
FE gelten; woraus sich umgekehrt ergiebt, dass auch der allgemeine 
Werth von EF nicht identisch verschwinden kann. 

Ks ist somit eine nicht identische Gleichung zwischen den Gréssen 
(1) gefunden, aus welcher alle anderen eliminirt sind. 


4. 


Die Determinanten D und J sind nicht nur der Form, sondern 
auch dem Werthe nach verschieden, denn sie sind homogene Functio- 
nen der Grdssen (I) und als solche resp. vom Grade Nn und (N—k)kn; 
es ist aber (N—k)kn > Nn, wenn k > 2. Hieraus folgt: H—= DA 
(Art. 1, am Ende). Um A zu bestimmen, bemerke man, dass D in 
Beziehung auf jede der Gréssen (I) eine ganze rationale Function n'" 
Grades ist. Auf denselben Grad steigen in EF die Grissen: 


(ITT) Mikti- + Ueetijs ++ Vig «+ Uke 5 ++ Hin -- Len, 
withrend die durch (II) bezeichneten darin einen hoheren Grad errei- 
chen. Da D in E aufgeht, so ersieht man hieraus, dass der Quotient 


4 oder A keine der Gréssen (III) enthalten kann; dass also der Werth 
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von A unverindert bleiben muss, wie man auch diese Gréssen bestimme. 
Setzt man aber allgemein 
Lia = Cor ir + + + Cay Lig H+ + H+ Cok Lik 3 
so sind die Determinanten 
] 








Li oo Bes oo Oe | “i «2 Ht ++ Ue | 
| 
Hy, j-1 + + Hijj-1 + + Le,j-1) U1,j-1 + + Hi,j—-1 + + Le, j-1| 
: 
1, jti ++ Vij ++ Le j+i) und U1, jpt ++ Vij ++ Ue, jp) , 
Vk oo Mee 7 + Lee | Vk oo Lik oo Le 
Ve ~« Lie -- Lio | CojfHij - + CojHij «+ CojXxj | 
oder 


(l..g—1,3+1.. ko) und (— 1)’ ag;. (1. . &) 
identisch. Es kommt also nach (10’), 
Oi = (— 1)" e,; (1. . &) 
und demgemiiss: 
(16) | B= DA=(1..k)-™ A, 
wo A’ einen Ausdruck bedeutet, der nur mit den willkiirlichen Grissen: 


Ceti,i + + Chtikj + + Cot - - Cok3 + + Ont +--+ ECnk} 
gebildet ist. Da diese in A nicht vorkommen, so muss A in (1../)“—* 
aufgehen. Versteht man also unter q eine von den Gréssen (II) unab- 
hingige Constante, so muss A von der Form q (1.. 4)’ sein; denn 
die Determinante (1.<%) ist im Allgemeinen unzerlegbar. Nun ist 


schon bemerkt worden, dass EK = -+- D und folglich 4 =A=+!1 
wird, wenn alle Gréssen (Il) bis auf a, .. 2; .. 2 verschwinden 
und diese simmtlich = + 1 sind. In diesem Falle ist aber auch 
(l..k) = -+ 1 und A = q; man findet daher g = + 1. 

Was den Exponenten N' betrifft, so wird der Grad von = oder A 
als homogene Function der Gréssen (II) sowohl durch (N—k)kn— Nn 
als durch N'k ausgedriickt. Es ist daher 

N! = (N—k) n—Nj; 


und 


(16°) E=+D.(1..)-0-¥2. 


Wiigt man nun den grésseren oder geringeren Werth der Glei- 
chungen D = 0 und FE = 0 gegeneinander ab: so muss man aller- 
dings sagen, dass die erste die Bedingungsgleichung in ihrer reinsten 
Form darstellt, wihrend die zweite einen iiberfliissigen Divisor besitzt, 
dessen Ausscheidung, allgemein zu sprechen, nicht ohne weitliufige 
Rechnungen zu bewerkstelligen ist und sogar auf erhebliche Schwie- 
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rigkeiten stossen kann. Andrerseits jedoch gewiihrt die zweite Form 
der Bedingungsgleichung den unbestreitbaren Vortheil, dass EF eine 
Determinante niedrigeren Grades als D ist. Hierzu kommt der Um- 
stand, dass sich die Elemente von EF nicht wie die von D als Pro- 
ducte aus den Gréssen (I) darstellen, sondern als Producte aus Deter- 
minanten, welche diese Gréssen zu Elementen haben und zwar aus 
Determinanten, die simmtlich vom k'"~Grade sind und iiberdies in 
Beziehung auf die obern Suffixenreihen iibereinstimmen. Der Gewinn, 
welcher dadurch entsteht, ist namentlich bei den Anwendungen auf 
algebraische Linien und F lichen fiir die Wahl der Gleichung FE = 0 
entscheidend; wovon man sich durch die folgenden Betrachtungen 
iiberzeugen wird. 


5. 


Ks seien O X, und OX, zwei gegebene rechtwinkelige Coordinaten- 
axen; P, irgend ein Punkt in ihrer Ebene und %,, 22, dessen auf OX, 
und OX, bezogene Coordinaten. Setzt man i = 3 und also 

N=} (n+1) w+2), 
so erhilt die Gleichung (1') die s‘orm: 
41, #2, 43r 
2K, Ms Hs Bs = 0, 
und stellt die allgemeine Gleichung der ebenen Linien n'" Grades dar, 
wenn den obigen Bestimmungen riicksichtlich der Gréssen 2, und 22, 
noch die Annahme hinzugefiigt wird, dass x3, fiir alle Werthe von s 
der positiven Einheit gleich sei. Giebt man diesem Suffixum nach 
und nach die Werthe 1.. N, so driickt jede der Gleichungen D = 0 
und H = 0 die Bedingung aus, unter welcher die N Punkte P,.. Py 
auf einer ebenen Linie »'" Grades liegen. Die Elemente der Deter- 
minante D sind aber von der Form: 
41r Hor X3r 
X35 Ly, X5 
und folglich Producte aus Potenzen der Coordinaten je eines der N Punkte. 
Andrerseits sind die Elemente von /, welche die Form 
%1, Aer X3,r 
Got = Xeq = Hg 
haben, 2”fache Producte aus den analytischen Ausdriicken fiir n Dreiecke, 
theils gleiche, theils ungleiche, denn man findet nach den Gleichun- 
gen (10'), 
| | 
| 12 > Tee» Us | 2 > 2 » 1 
2 =e, Ba 
tn = + (236) = | Hy» Uy » Hyg | =| By y Myg , 1 ; 


Xo » Wq 4, Xo | X16 ? X20 ? 1 
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Ly,» Ly, I | Hy, Lay, I 
oz = — (136) = — | x5, a3, 1 =+ (126) =) a2, ay 51). 
| Xie, Yee, 1 | Via 5 X20 4 1 


Fragt man also nach der geemcieieden Beziehung zwischen N 
auf einer ebenen Linie n'™ Grades liegenden Punkten: so hat die 
Gleichung D = 0 in dieser Hinsicht nur einen untergeordneten Werth, 
da sie etwas Willkiirliches und der Frage Fremdes, niimlich ein Axen- 
system, in Betracht zu ziehen hat. Die Gleichung EH = 0 dagegen 
ist von jeder Riicksicht auf ein Axensystem durchaus unabhiingig; sie 
driickt vielmehr, wie man sieht, eine Beziehung zwischen Dreiecken 
aus, von welchen jedes durch drei der N Punkte bestimmt wird und 
ist aus diesem Grunde schon an sich selbst einer geometrischen Deu- 
tung fahig. 

Die niedrigsten Werthe von » sind n = 2 und n = 3. Im ersten 
Falle ist: N=6; N'=2; A =(123)? und 
| (234) (134) , (234) (124) , (134) (124)| 
(17) E= | (235) (135) , (235) (125) , (135) (125)| = 0. 
| (236) (136) , (236) (126) , (136) (126)| 
Im zweiten Falle kommt: N= 10; N'=11; A = (123)" und 
E besteht aus 7 Reihen der Form: 
(18) (236)? (136) , (236)? (126) , (230) (136)?, 
(236) (136) (126) , (236) (126)?, (136)? (126) , (136) (126)’, 
wobei 
o—4,5..10. 


Die Folgerungen aus Gleichung (17) sind aus der Theorie der 
Kegelschnitte zur Geniige bekannt. Die Gleichung (18), welche sich 
auf die ebenen Linien dritten Grades bezieht, gestattet, wie wir in 
der dritten Abtheilung sehen werden, eine Reihe von Transformationen, 
die ihren geometrischen Charakter nicht beeintriichtigen und zu einer 
viel einfacheren Form der Bedingungsgleichung fiihren. 

Setzt man nunmehr k = 4 und also N = ; (n+ 1) (n-+-2) (n+3), 
so stellt 

Mr Her HX3r Har 
ZK, Xs Les 3s Le = O 
die allgemeine Gleichung der Fliichen n' Grades dar, wenn man 
1s » Lx, Lj als Coordinaten eines Punktes P, in Beziehung auf drei 
gegebene rechtwinkelige Axen betrachtet und ferner annimmt, dass 
a4, fiir jeden Werth von s der positiven Einheit gleich sei. Die Glei- 
chung EF = 0 driickt in diesem Falle die Bedingung aus, unter wel- 
cher die N Punkte P, . . Py auf einer Fliche n' Grades liegen und 
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man erkennt leicht, dass sie diese Bedingung als eine Beziehung zwi- 
schen Tetraedern darstellt, von welchen jedes durch vier der N Punkte 
bestimmt wird; denn die Elemente von FE haben die Form: 


und es ist 


| Lip y Log y yp, 1 | 
| gy Log, Leg, 1 
Go, = (2346) = Hy» Uy y Lyy, 1 | 5 
Vig » Ue», Uo 4 1 
u. Ss. W. 


Ist n = 2, so findet man: N= 10; N'=7; A = (1234)’, und 
E besteht aus 6 Reihen der Form 


(19) (2346) (1346) , (2346) (1246) , (2346) (1236) 
(1346) (1246) , (1346) (1236) , (1246) (1236) 

wo 

o=5,6.. 10; 


E = 0 ist die als Bedingungsgleichung fiir die Fliichen zweiten Grades. 


Zweite Abtheilung. 


Sechs Punkte in der Ebene und ihr Flichenproduet. 


9, 


Ist ein Sechseck einem Kegelschnitte eingeschrieben, so liegen, 
nach dem Pascal’schen Satze, die Durchschnittspunkte der einander 
entgegengesetzten Seiten in gerader Linie. Im allgemeinen Falle da- 
gegen, wenn das Sechseck kein eingeschriebenes ist, bilden die drei 
Durchschnittspunkte ein Dreieck, dessen Flicheninhalt kurz durch A 
bezeichnet werde. Heissen die Eckpunkte des Sechsecks P,, P,, .. P; 
und folgen sie sich nach dieser Ordnung: so sind die einander entge- 
gengesetzten Seitenpaare resp. P, P, und P, P, ; P, P; und P, P,; 
P, P, und P, P,. 

Ks seien OX, und OX, zwei gegebene rechtwinkelige Axen in 
der Ebene des Sechsecks; P, irgend ein Punkt in derselben Ebene und 
#1, und a, dessen auf OX, und OX, bezogene Coordinaten. Demzu- 
folge werden die Seiten des Sechsecks, als unbegrenzte gerade Linien 
betrachtet, durch nachstehende Gleichungen ausgedriickt: 





P, P, 
P, P, 
P, P, 
P, P, 
P,P; 


P, P, 


_- > -—§ We NF = 


ao = HH 


gesetzt wird, 


durch 0 = 


durch 0 
durch 0 
durch 0 
durch 0 


durch 0 


oder wenn zur Abkiirzung 


2 
) = &u- 
2 
2 
= £2 
3 
2 
a3 
) 
2 
) = Za 
5 
2 
= £5 
6 
2 
1 = a 


; 


we 


¢ — 


o 


— 


—_ oe —s 


fy | 


a 


P, P, durch 0 
P, P, durch 0 


P, P, durch 0 = % 
P, P; durch 0 = Zas 
P, P, durch 0 = % 
P, P, durch 0 = 2 


bt = 
nm ¢ 


oo 
> 


mo wo 


> 


— ~ aa 


[~) 


wo we 
a 


no 


— 


- mS oe 


co 


— 


no 


ed 
H 
# 


2a5 E 4- £c5 Vj} 
26 & + 26 V;3 


a T1 * 
= v: 
(a) & +3) ") 
I? I1 
— Vv: 
" (3) +5) % 
I 2 ve 
am v: 
(54) & + (54) , 
¢ I 1 
_- Vv; 
(5) &+(5) ; 
I 2 Z 3 
a v: 
Cat+ty , 
Is I 1 
oe v: 
)-G)*+6)% 
2 z1 
= &n 3 = £15 
>) = #3 (15) 
2 - ae 5 
5) = #85 (, alae 
2 i 3 
) = 213 5 * ) = 43 3 
ee oe 
5 —— “44 es = ee 9 
2 — 2 tae tes 2 
6 65 4 56 eb 3 
2 es . 
:) = 26 5 (, ') = 26 5 
Za — 21 &§ + 21 v3 
faz — fe &§ + 220; 
— 2 § + as v; 


Man findet daher fiir die Durchschnittspunkte: 


von P, P, und P, P, : § = - 
4 


*) Hier steht allgemein ( a ur Abkiirzung fiir x (, »)’ wodurch die Deter- 
Tw Tt 


minante 





Z 


? 


Bry | 





2 (*¢ 
14) | 

be) 

14 


? 









(C1) 
4 
cn, ” 


bc 
2 
c; 
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(rs) _ 2 Gs) 

von P, P,; und P, P, : § = a Ue +4 
Gs) (38) 

25 25 


ae 
|e” 


(56) 2 ( 
von P, P, und P, P, : §= es ae 


wo S% & 
oe a! 
~~” 

~ 


und folglich 


>> 


_ SO 
> F 8 > 
a eee | Se 
x 








b 
( ‘) 
ac ab 
st ho 
£3a=—) 1, 7(°) , 7(°2) 
2 2 
25 25 
(; ) (; 3) 
2 2 
1 36 . 3 6 
? be 1 be 
z 2 
Gy *G@a 





= aes be ac ab 
be be be é ae > & 

2 - 2 - 2 2 5, 25 5 

14 25 3 6 b 


-— be ae ee 
- Peet 14 25 36 . 
‘Co *Go: 

14 25 


~ (ee ; 
* (16) 
(vergl. Beitréige S. 27) oder 
- . be\. be\. be ow be ac ab 
(0) +24 eC) “(.5) “(5 6) —s C 25 te): 
10. 


Zieht man aus 0, dem Anfangspunkte der Coordinaten (also aus einem 
beliebigen Punkte) die Geraden O« und OB resp. gleich und parallel den 
Strecken P, P, und P, P, wid zwar derart, dass die Richtung von O nach 
« der von P, nach P, und die Richtung von O nach # der von P, 





bezeichnet wird. Das Zahlzeichen I hat als Suffixum die feststehende Bedeutung, 
dass x1s fiir alle Werthe von s der positiven Einheit gleich ist. 
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nach P; entspreche, so ist das Dreieck Oa vollkommen bestimmt 
und werde das Dreieck der Geraden P, P, und P, P, genannt; sein 
Flicheninhalt werde durch A, bezeichnet. Unsern Bestimmungen zu- 
folge sind die Coordinaten des Punktes a: 


11 
M2—- M11 = & 12 = £5 


12 
ye" Meta, 


I 
M15 — M4 = & Ca = a5 


und 


22 — %21 


die des Punktes p: 


— 


i 


und 
I ¢ 
45 


to 


ts — ta = 2 ( 


45 
woraus sich 


+24, —| % lames) 


2.4 9 2n4 14 
ergiebt. Ebenso findet man, wenn man das Dreieck der Geraden P, P, 
und P, P, und das der Geraden P, P, und P, P, auf analoge Weise 
bestimmt und ihren Fliicheninhalt resp. durch A, und A, bezeichnet, 
+2A,=—2 (; )s +2A,=—2 (| :) . Es kommt daher nach 
2 ae 
Gleichung (20), 


(21) + 16AA, A, A,=<(i' as oP 
" 14 25 36 


Die Determinante 
ie ac ab ab ae be 
zZ —=— ¢Z 
14 25 36, e saruaae 
ist eine einseitig vollstiindige der ersten Gattung (Beiiriige 8. 62 u. ff.) 
und lisst sich (nach dem zweiten Beispiele 8. 64) in 


(‘ b ) ‘abe | 
Z a 
125 (; 3 2 | 
“3 , (abe m ( be | 
) \a25) ’ © \ase)| 
transformiren. Nun ist aber 
‘abs E eaore “nnd 
125 12 23 56 12 23 He 
ebenfalls eine einseitig vollstiindige Determinante der ersten Gattung 
und hat (nach dem ersten Beispiele, 8. 64) den Werth 


co ae 
—2 . 2 ; 
123 256 


wofiir wir abkiirzend — (1 23) (256) schreiben. Auf ihnliche Weise 
findet man: 








u 


se 
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+ (F) 6) = (126) (134); # (fo 5) = + 456) 239); 


136 
» (4be\ _ OAx ’ 
‘ (; ‘ :) — + (345) (146); 
folglich kommt: 
foe ae ab\___| — (123) (256), — (126) (134) | 
: (; 4 25 3 * | + (456) (235), + (345) (146) | 


= (123) (256) (345) (146) — (456) (235) (126) (134) 

=+ 16A4, 4, A,. 

Dieser Formel liegt die Ordnung P,, P,, .. P, der Punkte oder, 
was dasselbe ist, die Ordnung 1, 2, .. 6 der Suffixe zu Grunde. Be- 
zeichnet man, um dies anzudeuten, den Ausdruck: 

(123) (256) (845) (146) — (456) (235) (126) (134) 
durch f (123456), indem man die Suffixe unter dem Symbole f ihrer 
zu Grunde liegenden Ordnung gemiiss schreibt: so ist 
(22) + 16 AA, A, A, =f (123456). 

Man kann sich leicht iiberzeugen, dass f (125456) nur das Vor- 
zeichen, nicht aber den absoluten Werth iindern kann, wenn man die 
Suffixe oder Zahlen 1, 2,... 6 auf beliebige Weise untereinander 
vertauscht. Vertauscht man nur zwei Zahlen untereinander, so hat 
man darauf zu achten, ob dieselben in einem Factor der Producte 

(123) (256) (345) (146) und (456) (235) (126) (134) 
zusammen vorkommen oder nicht. In dieser Hinsicht bemerke man, 
dass jede Ambe, welche in einem Factor des einen Products enthalten 
ist, auch einem Factor des andern (und nur einem) angehdrt, dass 
also in f (123456) nur zwélf Amben, nimlich: 

12 13 14 16 23 25 26 34 35 45 46 56 
vorkommen, wahrend die iibrigen: 
15 24 36 
darin fehlen. Vertauscht man zuerst zwei Zahlen, welche eine der 
vorkommenden Amben bilden, z. B. 1 und 2: so erhiilt man: 
f (213456) = — (123) (156) (345) (246) 
+ (456) (135) (126) (234); 
und 
f (123456) + f (213456) = 
(123) (845) [(256) (146) — (156) (246)] 
— (456) (126) [(235) (134) — (135) (234)] 
oder da, wie hier als bekannt vorausgesetzt werden darf, 
(256) (146) — (156) (246) = (456) (126); 
(235) (134) — (135) (234) — (123) (845)5,_ 


Mathematische Annalen. II. “0 
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gefunden wird, 
f (123456) + f (213456) = 
Gehéren die zu -vertauschenden Zahlen einer der fehlenden Amben an, 
wie 1 und 5, so verwandelt sich jedes der beiden Producte in das 
andere. Man ersieht hieraus, dass der Ausdruck f (123456) in bei- 
den Fallen in — f (123456) iibergeht und dass er folglich- nur das 
Vorzeichen andern kann, welche Ordnung man auch fiir 12...6 sub- 
stituire. Bestimmter ausgedriickt: sind a, a, ... a, und b, b, 
zwei Permutationen von 12...6, so ist allgemein: 
f (a, a, -- a) = + f (hb, . . by); 
und man sieht, dass das obere oder untere Vorzeichen zu nehmen ist, 
je nachdem die beiden Permutationen derselben Classe angehéren oder 
nicht. 

Da der absolute Werth von f (123456) von der Ordnung der 
Suffixe unabhingig ist, so gilt dies auch von dem Producte: A A, A, A,. 
Wir sind somit zu folgendem Satze gelangt: 

Obgleich sich die vier Dreiecke, naimlich das der Durchschnitts- 

punkte und die der einander entgegengesetzten Seitenpaare mit 

der Ordnung der Punkte alle oder-zum Theile findern miissen: so 
bleibt doch das Product ihrer Flichen bei jeder Ordnung der 

Punkte dieselbe. 


Der Werth des Products A A, A, A, hingt nach diesem Satze 
nur von der gegenseitigen Lage der sechs Punkte ab; wir werden es 
aus diesem Grunde das Flichenproduct der Punkte P,, P,, ... P,; 
nennen und durch F (123456) bezeichnen; wobei die Ordnung, in 
welcher die Suffixe geschrieben werden, gleichgiltig ist. Man hat 
demzufolge : 

+ 16 F (123456) = f (123456); 
und allgemeiner: 


(23) +16 F(123456) = + 16 F(a, a, ... a.) =f (a, ay... ay)... 


11. 


Bei der Beantwortung der Frage: ob in Gleichung (23) das obere 
oder untere Vorzeichen zu nehmen sei, hat man auf die Lage der 
sechs Punkte, dem zu Grunde liegenden Axensystem gegeniiber, Riick- 
sicht zu nehmen. Wir diirfen diesen Punkt hier iibergehen, da er fiir 
unsern Zweck iiberfliissig ist. Dagegen haben wir eine andere damit 
verwandte Frage zur Entscheidung zu bringen, welche in ihrer allge- 
meinsten Fassung folgendermassen ausgedriickt wird: 


Es seien P,,, Pa, .. Py, und Py,, Pe, .. Pa, zwei Systeme von 
sechs Punkten und also 
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+ 16 F (a, a... a5) = f(a, a - « a); 
und 

+ 16 F(a, a...) = f(a, a@,.. a). 
In welchen FiiJlen hat man die Fliichenproducte F (a, a,... a) 
und F'(«, @,..a@,) mit gleichen und in welchen mit ungleichen 
Vorzeichen zu nehmen ? 
Wir betrachten zuvérderst den einfachsten Fall, wo die beiden 


Systeme fiinf Punkte miteinander gemein haben und stellen in dieser 
Hinsicht folgende Frage: 


Die 


Ks sei P, .. P; P, ein System von sechs Punkten und also: 
+ 16 F (12345a) = f (123454). 


Setzt man den Punkt P, an die Stelle von P, , so erhilt man ein 
zweites System : 

P,.. P; Pa wnd + 16 F (12345a) = f (12345ae). 
In welchen Fiillen hat man die Flichenproducte F'(12345a) und 
F (12345«) mit gleichen und in welchen mit ungleichen Vor- 
zeichen zu nehmen? 
Antwort hierauf ist diese: 


Durch die fiinf gemeinschaftlichen Punke P, ... P; lege man den 
durch dieselben unzweideutig bestimmten Kegelschnitt. Die durch 
P, wand P, gehende unbegrenzte Gerade schneidet den Kegel- 
schnitt entweder in keinem oder in zwei reellen Punkten. Im ersten 
Falle hat man den Fliichenproducten gleiche Vorzeichen zu geben. 
Im zweiten seien P, und P; die beiden Schnittpunkte. Liegt von 
den Punkten P, und P, keiner oder liegen sie beide zwischen P, 
und Pj, so hat man ebenfalls gleiche Vorzeichen zu nehmen; 
ungleiche dagegen, wenn nur einer der Punkte P, und P, zwi- 


schen P, und P, fallt. 


Dem Beweise dieses Criteriums schicken wir die Bemerkung vor- 


aus, dass f (12345s) = 0 sein muss, wenn der Punkt P, auf dem 
durch P, ...P; gehenden Kegelschnitte liegt; denn in diesem Falle 


wird A =0, da die Eckpunkte des beziiglichen Dreiecks in gerader 
Linie liegen. 


Nun sei P, ein willkiirlich bestimmter, aber fester Punkt der 


unbegrenzten Geraden P, P, und P, ein verinderlicher Punkt der- 
selben. Setzt man P, P, = r und nimmt r positiv oder negativ, je 
nachdem P, auf der einen oder andern Seite von P, liegt: so kann 
man die Coordinaten von P, unter der Form: 


Lis = M4 + 7 5 tee = Moy + rm 


darstellen; wo / und m ebenso wie 2:4 und #2, fiir alle Punkte der 
Geraden P, P, constant sind. Da nun 


26* 


| 















404 M. Ress. 


f (123458) = (123) (345) (25s) (14s) — (235) (134) (45s) (12s) 


und 


1, Xo Lop 1, U2, Ly 
~ Gas , ; 
(25s)= 1,%,,%, = (25.4) +ri1, %; , X, - 

F , Su ; Se .F a 


u. Ss. w., so sieht man, dass f (123455) auf die Form 
Lr+Mrtwn 

gebracht werden kann, wo auch L, M und N fiir alle Punkte von 

P, P, constant bleiben. 

Trifft die Gerade P, P, den Kegelschnitt in keinem Punkte, so 
folgt daraus, dass die Gleichuig Lr? + Mr + N =O keine reellen 
Wurzeln hat; woraus man weiter schliesst, dass Lv? + Mr + N 
oder + 16 F'(12345s) fiir alle Werthe der Grosse +, von r = — co 
bis zu r = -+ oo dasselbe Vorzeichen behalten muss. Man hat also 
in diesem Falle + 16 F'(12345a) und + 16 F (12345) mit glei- 
chen Vorzeichen zu nehmen. 

Trifft dagegen P, P,, den Kegelschnitt in zwei Punkten P, und 
P,, so hat die Gleichung Lr? + Mr + N = 0 awei reelle Wurzeln 
ry’ und +”, welche sich auf diese Punkte beziehen. Da nun in diesem 
Falle 

Lr + Mr+N=L (r—r’) (r—r”"); 

so erhellt, dass der Ausdruck Lr? + Mr + N fiir alle Werthe von 
y zwischen x’ und x” dasselbe Vorzeichen hat und dass er fiir alle 
ausserhalb dieses Intervalls liegenden das entgegengesetzte annimmt. 
Man hat demnach + 16 F'(12345a) und + 16 F'(12345a@) mit 
gleichen Vorzeichen zu nehmen, wenn P,, und P, beide zwischen oder 
heide ausserhalb P, und P, liegen; mit ungleichen dagegen, wenn 
dies nicht der Fall ist. 

Es ist leicht einzusehen, dass das eben bewiesene Criterium hin- 
reicht, auch alle weniger einfachen Fille zu beurtheilen. Handelt es 
sich z. B. um die Systeme P, .. Py P. P, und Py .. Py Pa Pp, 
welche nur vier Punkte gemein haben: so bilde man das Hiilfssystem 
P, .. Py Pa Pz, welches von jedem der zu vergieichenden fiinf Punkte 
besitzt, Man kann daher bestimmen, ob 

+ 16 F (1234a8) und + 16 F (1234ab) 
und ferner ob 
+ 16 F (1234a8) und + 16 F (1234a8) 
gleiche oder ungleiche Vorzeichen haben; woraus man ohne Weiteres 
auf die Gleichheit oder Ungleichheit der Vorzeichen von 
+ 16 F (1234ab) und + 16 F (1254ea8) 
schliesst. Wiiren die Systeme 
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»s) 27% FF he S FT BH FP, FP, 
zu vergleichen, so hiitte man zuniichst das Hiilfssystem 
PF, Ff Fh hy PF, 
zu bilden u. s. w. Wir diirfen daher die gestellte Frage als in ihrer 
allgemeinsten Fassung geliést betrachten. 
Anmerkung. Bei dieser relativen Vorzeichenbestimmung zweier 
Kliichenproducte kommt, wie man sieht, das Axensystem OX, , OX, 
nur in sofern in Betracht, als vorausgesetzt wird, dass die Cogrdina- 
ten aller Punkte auf ein und dasselbe System bezogen werden. Die 
- Entscheidung der Frage hingt also nur von der gegenseitigen Lage 
der Punkte ab. Dieselbe Bemerkung kann man auch in Beziehung 
wd auf Dreiecke machen. Bezeichnet man niimlich den Fliicheninhalt des 
‘4 Dreiecks P, P, P, durch F(a bc); so ist 
fee) + 2 F(a b ¢) = @ (; . ) ? 
“a abe 
v4 und man hat bei der Frage, ob das obere oder untere Vorzeichen zu 
nehmen sei, die Lage der Punkte P,, P, und LP, dem Axensysteme 
ad gegeniiber in Betracht zu ziehen. Dagegen hiingt die Frage, ob in 
“t zwei Gleichungen, wie 
m +2F(abe)=2 (’ ‘ ) und + 2F (apy) = «2 (; : ') 
eter abe mas ; apy 
gleiche oder ungleiche Vorzeichen zu nelimen seien, nur von der gegen- 
ie seitigen Lage der Punkte P, P, BP; Pa P; Py ab; vergl. Beitrdge, 
le S. 101. 
at. 12. 
uit 
-™ Liege die Punkte P, .. P; auf einem Kegelschnitte, so ist, einer 
= hereits gemachten Bemerkung zufolge: f (123456) = 0; dies muss 
sich also auch aus der Gleichung (17) der ersten Abtheiluug ergeben. 
~. In der That kann man zeigen, dass — EF oder 
es (124) (134) , (124) (234) , (134) (234) 
"8 (125) (135) , (125) (235) , (135) (235) 
- (126) (136) , (126) (236) , (136) (236) 
ie 
' mit (125)? / (123456) identisch ist. Bezeichnet man niimlich diese | 
Determinante auf analoge Weise wie die zusammengesetzten der zwei- 
ten Gattung durch 
12-13 , 12-23 , 13-237. 
| + 5 6 ] : 
es (Beitrdge, 8. 55): so findet man, wenn man sie wie eine gewohnliche 
behandelt*) und das Product 12-13 isolirt (Beitrdge, 8. 3), 
*) In welchem Sinne dies erlaubt sei, erkennt man, wenn man 
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_ pa [12-18] 712-23, 13-28 
4 5 6 


__ [12-13] 712-23 , 18-23 
5 4 6 


12-13 12 .23 13 - 23 
+ [%; Il  ethdies mt 


Es ist aber, wenn man allgemein ab ¢ statt (abc) schreibt, 
ae , 7 5 = 235-236 (125-136 — 126-135) 
235 - 236-156-123; 


u. s. w., folglich kommt: 
E 12 13 23 23 1 
123" 4+4 4 56 6 56 
—5 5 4 6 46 
+6 6 4 5 45 
eine tabellarische Darstellung, welche wohl ohne weitere Erklirung 
verstindlich ist. Nun ist 


? 








ts Ie 4§ 
eS See ae eee” hy 
— 6 45 
man erhialt also, wenn man diesen Werth in das erste Glied von 
E 
123 
substituirt , 
E 12 13 23 23 1 
~ 193" +5 £6 6S 
—6 4 5 6 45 
° —5 5 4 6 46 
+6 6 4 5 45 


125-236-146 (134-235 — 135-234) 
~ \— 126-235-145 (134-236 — 136 - 234). 
und hieraus 
_ E _f  125-236-146.345 — 
123? ~ \— 126.235.145.346 


(12s) (138)=o,, ; (128) (23s)=o,, ; (138) (238) = o,,; 
setzt, wodurch — FH auf die Form: 


| 
Dig > Woy 5 Wy 


12: 
Ben | M5 » We, » W35 | 9 (156)? 
| Mig .» Dee » M36 | 


also auf die einer gewéhnlichen Determinante gebracht wird. 
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. a ist aber mit 
f (123456) = 123-256-146-345 — 126.235.134.456 
identisch, wie man sofort erkennt, wenn man die Zahlen 3 und 5 
unter einander vertauscht und demgemiiss die Vorzeichen wechselt. 

Es ist daher: 


(4) —E= a 12-23 : ae — 123° £(123456) - 


Dieser Werth von — 


Vergleicht man diesen Werth von — FE mit der Gleichung (16°) 
der ersten Nummer, so ergiebt sich ferner: D = + / (123456). Das 
Vorzeichen wird hier durch die Ordnung der Elemente in den Hori- 
zontalreihen von D bestimmt. Wird diese so angenommen, dass 

| 
D= 


2 r 1 . wr? wr 
Vis ? Ws ? D2 ? Hs ? X25 ? A253 ? 1 





gs=i1,2,... 6; 
so ist D = -+ f (123456); denn das Anfangsglied von D ist in die- 


sem Falle: ++ aj: 212 X22 X13 3, %5, und dieses Product, mit dem- 


selben Vorzeichen genommen, ist ein Glied der Entwickelung von . 


+ 123-256-345-146; wovon man sich leicht iiberzeugen kann, wenn 
man die Anfangsglieder der Determinanten 
Hy» yy , 1 

| Mis, > %3 » 1 

u. s. w. bestimmt. 
Setzt man 
bis -_ Bo 
7 
so geht der eben festgesetzte Werth von D in 
Tr . | 7, ? E15 Eo. p) E15 E35 ? &3, ? £2, E35 ’ 3, 
emn 3G, . + «8 

iiber, wenn zur Abkiirzung TT statt 


2 2 2 2 2 2 
31 32 33 34 35 36 


geschrieben wird. Ferner verwandelt sich allgemein abc oder 


As = 


Ma 3+ Xa ? 1 | 


x x 1 in : ae” 
b 2b ar Say - 

- 2 ogee: | Esq §3n Sse abe}? 
We ? X26 > 1 | 
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1 
TT 










(25) 





iiber. 


Bei der 
von grossem 


I. 


verschwindet 
daher, wenn 


(25) 





und folglich, 
worden, 


(26) 


. Retss. 


und folglich f (123456) in 


¢ 
© 


123\ , (I 
123) ° \s 


0) { 
— F056) FG 


ye 
yee ECT 


Die Gleichung D = + f/f (123456) geht demnach in die allge- 
meinere : 


ow o& 8 


Car ark Ge ge ae 
' . . . . . . . . 
oS 
123 1 2 3) 123 123 
4 E(i3) E(, 6) ‘io E (iis) 
| *Gs0) #630) 4 Gea) #30) 


13. 
Rechnung mit den Functionen f/f ist die Gleichung (24) 
Nutzen. Wir lassen hier einige Formeln folgen, welche 


dies niiher veranschaulichen werden. 


Die Determinante 


9° 


12-13 , 12-13, 12-23 , 13-23 


ie ‘he 
identisch; denn sie hat zwei gleiche Reihen. Es kommt 
das erste Product: 12-13 isolirt wird, 


o 


12.13] [12-13 , 12-23, 13-23) 

+ | 4 lI i. se 

__ f12-13] [12-13 , 12-23 , 13-23 
5 + 6 7 0 
12-13] (12-13, 12-23,13-23] ’ 

Ore ira es | 

- [12-13] (12.13, 12.23, 13-23 
eS See 5 6 


vermége Gleichung (24), nachdem durch 12 3? dividirt 


12 13 f (123) =" 
+ 4 4 567 ; 
— 95 D 467 
+ 6 6 457 
— 7 7 456 
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II. Die zusammengesetzte Determinante der zweiten Gattung: 


12 13 14 
a b c 





verschwindet identisch; denn sie entsteht durch Erweiterung aus 
234 

2 abe 

und diese ist identisch = 0 (Beitriige, 8. 89, Beispiel I.). Es ist 

also auch 


12-34, 135-34, 14-34 
b c 


a 


= () und 


12-34 ,13-14, 13-34, 14-34] _ 9, 
5 6 7 8 ’ 


was augenscheinlich wird, wenn man das zweite Product: 15 - 14 iso- 
lirt. Isolirt man dagegen das erste Product: 12-34, so erhilt man 
mit Riicksicht auf Gleichung (24) und nachdem mit 134? dividirt 


worden 
ey 13 14 (134) 
21) st —_— > 
) — 6 6 578 
p ; +7 7 568 
— 8 8 567 
Il]. Setzt man allgemein: 
12s-13s = m, 3 128-238 = @, 3 138- 238 = @3,; 
so ist 
12-13, 12-23 , 13-23] _, (123). 
“ a b ¢ abe)’ 


und folglich auch 
o * . 7 = 1232 f (123abc). 


abe 


Man ersieht ,hieraus, dass jede Gleichung zwischen Determinan- 
ten dritten Grades in eine andere zwischen Gréssen von der Form: 
123° f (123abc) umgewandelt werden kann oder in eine zwischen 
Gréssen von der Form: f (123abc) allein, wenn die zu Grunde lie- 


gende Gleichung in Beziehung auf die Determinanten @ ¥ : *) homo- 
gen ist und die Suffixenreihe 123 iiberall dieselbe bleibt. So ist z. B. 


123 123 
o ((**)e (0%) - 123 123). 
+ 457 689 =o (5,)° ahd | 
— 458 679 
4+ 459 678 


identisch: 





















also: 


(28) 


28’) 


(vergl. die allgemeinen Formeln (18) und (19), Beitrige, S. 24) und 


Die Gleichungen (26), (27), (28) und (28’) stellen, wie man sieht, 
allgemeine Beziehungen zwischen je sieben, je acht und je neun Punk- 
ten in der Ebene dar. Es wire leicht, diesen Bezichungen mit Hiilfe 
der Criterien fiir Dreiecke und Flaichenproducte einen rein geometri- 
schen Ausdruck zu geben. 

IV. Auch die Gleichung (25) fihrt auf wichtige Formeln, von 
welchen wir schliesslich einige der niitzlichsten mittheilen wollen. 

Betrachtet man in Gleichung (25) die identischen Ausdriicke links 
und rechts vom Gleichheitszeichen als Functionen der Grosse §&,,, so 
sind sie vom zweiten Grade und der Coefficient von &%, muss in bei- 
den derselbe sein. Bestimmt man also diesen Coefficienten fiir beide 
Ausdriicke, so findet man: 
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o(f**)o('*") 
pm: “ae ASO. ' LE ete, 


467 89 























of 

— 468 579 
+ 469 578 
+ 478 569 
— 479 568 
+ 489 567 


pares Le = f (123456) f(123789) 


— 458 679 
+ 459 678 


£4938) f (123) _ o. 





+ 467 589 
— 468 579 
4+- 469 578 
4+ 478 569 
— 419 568 
+ 489 567 





E1825 ? E15 Es. ? =. ? Eo, E35 ? .. 


(8 =1,2,...5) 














\“ 
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Betrachtet man nunmehr die hier verglichenen identischen Aus- 
driicke als Functionen von £3; und bestimmt die Coefficienten von &3;, 
so kommt: 





«} tes toe. 4 
(30) 6 =1,2, 3, 4) oe 
| 2G299C9 6G2e 
| EG) FG) 8G 5) & 





Da die Gleichungen (29) und (30) identisch sind, so darf man die 
Grossen §,,, &, und &, durch beliebige andere ersetzen. Es sei also: 
s+ 3 = ¢ und 

oe it, = 23t ; fe, = 134 5 by, — 12¢; 

demnach geht 


Eis bo. ? £15 &3; ? ES, ? Eo, E3, ? ES, 





(g = 1, 2,... 5) 











in 
23¢ . 13¢ , 23¢ . 12¢ 4 13¢? , 13¢. 122, 12¢? 
Gets, .:.% 
oder in 
23.13,23.12, 137, 13.12, 127]. 
4 5 6 7 S i? 
und 
&is bos ) £15 §3. ? §, ? Eo, Ess 
(s ad 1, 2, 3, 4) 
in 
23¢.13¢ , 23¢.12¢, 13@ , 13¢. 12¢ 
(t ss a 4, 5, 6, 7) 
oder in 


23-13, 23-12, 13? , 13-12 
t 5 6 7 





















412 M. Reiss. 


iiber. Ferner findet man, wenn allgemein s; + 3 = ¢; gesetzt wird, 


g (?: = 13¢,-12t, — 13t,-12t, = — 123-14,8,; 
8182 

: he = 23t,-134, — 234-134, = — 123-344; 
S48 

B() ee) = — 1287-4 fts5 
8; 8283 


und folglich : 





1236 § toy edb 
(— 568°467°178°145 


(ED ECD ECD te] 
—¥ (123) 822) &(12) aa | 
— 456.147.367.135 


1234 fo ertiiassa56.is7t 128! f (134567). 


= — 1238 f (145678); 


und 


Die Gleichungen (29) und (30) verwandeln sich demzufolge in die 
nachstehenden : 


23-13,23-12,13?,13-12, 12? 
(31) 4 5 6 7 3 | 
= 123° f (145678) 
und 
cut ves iia sage aaa ahd 
(32) 4 5 6 7 
= 123! f (134567). 
V. Die Determinanten 
12-13 , 23-13, 23.12, 13?.,13 - 12, 12? 
4 5 6 7 8 9 
und 


12-13,23.13, 23-12, 182, 13-12 
4 5 6 7 8 


verschwinden identisch, da jede von ihnen zwei gleiche Reihen besitzt. 
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Es kommt daher, wenn man in jeder das erste Product: 12 13 iso- 
lirt und resp. mit 123° und mit 123‘ dividirt, - 


12.13 f (1) 


(33) iret = ° 
—5 5 46789 
+6 6 45789 
— 7 7 45689 
+8 8 45679 
— 9 9 45678 
und 
12.13 f (13) 
(34) ace Oe 
—h 5 4678 
+6 6 4578 
—7T 7 4568 
+8 8 4567 


Dritte Abtheilung. 


Die Beziehung zwischen zehn Punkten einer Curve dritter 
Ordnung. 


14. 


a Erste Transformation. 


Die aus dem Schema (18) gebildete Gleichung E = 0 driickt die 
Bedingung aus, welcher zehn Punkte einer ebenen Linie dritten Grades 
geniigen miissen. Wendet man auf sie die schon Ofter benutzte Be- 
zeichnungsweise an, so erhalt sie die Form: 

E= eo , 237.12 , 23.13? , 23.13.12 , 23.12? , 137.12 , a -" 
4 5 6 7 8 9 0 

Statt der Ziffer 10 ist hier, wie im Folgenden, immer 0 gesetzt. 

Isolirt man die zwei letzten Producte: 137.12 , 13.12? und schreibt zur 


Abkiirzung: 
« 2 2 ao. 22 
[a b] statt ar ’ “— |: | 
[ab ede} statt 237.13 , 237.12 , 23.13? , 23.13.12 , 23.12? . 
a b c d e 


so findet man: 














M. Reiss. 


(4 145] [67890] — [57] [46890] 
— [46] [57890] + [58] [46790] 
+ [47] [56890] — [59] [46780] 
E—} — [48] [56790] + [50] [46789] 
+ [49] [56780] + [67] [45890] 
— [40] [56789] — [68] [45790] 
+ [56] [47890] + [69] [45780] 





Es ist aber allgemein: 


[ab] = 
— 13a-12a-13b-12b-1ab-123 = 


und 


[abede] = 23a-23b-23e-23d- -2e[ 8: er ‘ad é 


oder mit Riicksicht auf Gleichung (31), 








jabede} 


23 23 23 23 23 
— 1926. q ' 
= 123 abede 


2igliedrige Gleichung: 


(35) E __— 12:13:12 13 1 «23 2 
” 19337 —4 465 5 45 6 7 
+4466 45 7 
— 4 4 7-F Bo G 
+448 8 48 5 6 
—4 4.99 @ 5 
+4400 40 5 6 
ST ewtar = 
+5577 5T 4 6 
—§ 888° Bs 
+559 9 59 4 6 
—5 500 50 4.6 
—6 6 717 6 4 5 
+668 8 68 4 5 
—€¢ 69 9 @ 4 5 
+6600 6 4 5 
—%F 78S 8 TW 4 5 
+779 9 79 4 5 
—% 308 78 £28 
—8 8 9 9 89 4 5 
+8 8 0 0 80 4 5 
—9 9 0 0 90 4 5 


+)++i4+] 


Es ergiebt sich demzufolge, nach der Division 


3 23 2 


8 
8 
8 
7 
7 
7 


aaa aANNaA DWAIN oO 


aon 





[60] [45789] 
[78] [45690] 
[79] [45680] 
[70] [45689] 
[89] [45670] 
[80] [45679] 
[90] [45678] 


13a-12a-13b-12b (13a-12b — 13b-12a) = 
on 


d 


== 23.a-23b-23¢-23d-23e-123° f (Labede) 
f (1) 


abcde 


durch 


23 23 f (1) 
0 67890 
57890 
56890 
56790 
56780 
56789 
47890 
46890 
46790 
46780 
46789 
45890 
45790 
45780 
45789 
45690 
45680 
45689 
45670 
45679 
45678. 


~ 
— 


MUNDO OHDOEODSHMDOHDEHDHODOOS 
aepoeowswoorsooorwooqocoeovsooso 





12 13 12 181, 
aa b bab? 


13-12, “< 
ee is 


927 
1237, 


= (0). 





] 
2 








die 
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Zweite Transformation. 
















Aus Gleichung (33) folgt, wenn man a, b,c, d, e resp. statt 





0. , 6, 7, 8, 9 setzt, 
21 ft) 28 fQ@) ej8 BSH | 
4 4 abede + aa 4bede +a4a_é 0bede 
—b b 4acde —b b acde / 
+e e 4abde +e ie abde : 
—d d Aabce —dd abce i 
+e e 4abed +ee abed. 
Substituirt man die sich hieraus ergebenden Werthe von 
12 138 f(a). 12 13 f (1) 
4 4 67890’ +e _.*™ 


in die sechs ersten Glieder der Gleichung (35) und ordnet, so kommt: 


E 
1237 ~ 


12 13 12 13 23 23 23 23 f (14) 





~5 566789 0 7890 (145236 — 146235 + 156234) 
455776 89 0 6890 (145237 — 147235 + 157234) 
—5 588679 0 6790 (145238 — 148235 + 158234) 
+5599 67 8 0 6780 (145239 — 149235 + 159234) 
—5 500678 9 6789 (145230 — 140235 + 150234) 
—66%75 89 0 5890 (146237 — 147236 + 167234) 
+668 65 79 0 5790 (146238 — 148236 + 168234) 
-66995 7 8 0 5780 (146239 — 149236 + 169234) 
+6600 5 7 8 9 5789 (146230 — 140236 + 160234) 
—778 8569 0 5690 (147238 — 148237 + 178234) 
4779956 8 0 5680 (147239 — 149237 + 179234) 
—77005 6 89 5689 (147230 — 140237 + 170234) 
—8 899567 0 5670 (148239 — 149238 + 189234) 
488005679 5679 (148230 — 140238 + 180234) | 
—~9 900567 8 5678 (149230 — 140239 + 190234) ) 


Es ist aber allgemein: 


14a-23b — 14b-23a + 1ab-234 = 123-4ab; 


eee ee 


|Beitriige, 8. 24, Formel (18)|; also ergiebt sich, nach der Division 
durch 123, die 15gliedrige Gleichung: 











' ~ 
e- 
L 


~ 


omy #5 Ae 
wt Ot 


~ 


° 


rococo oo 
~1 «] 


en 
— 


on 
nas 


e 
LS 
Lt) 


Dritte Transformation. 


Multiplicirt man Gleichung (36) mit 145, 


14 12 13 12 13 


6 


manoenas 


co © ¢ 


0 


0 


68 
69 
60 
78 
79 
70 
89 
80 
90 


_£ - 14 
1238 
4 23 
56 7 
57 6 
58 6 
59 6 
50 6 
67 5 
68 5 
69 5 
60 5 
78 5 
79 5 
70 5 
89 5 
80 5 
90 5 


e 


~ 


bo 
eso 
en 
bo 
a 
L 
wa 

Le 


NTs DBI 1 D ®D 
oH ® 


5678. 








FOR... «. 


7890 
0 6890 
0 6790 
0 6780 
9 6789 
0 5890 
QO 5780 
QO 5790 
9 5789 
0 5690 
0 5680 
9 5689 
0 5670 
9 5679 
8 5678. 
so kommt: 
fi) _ 9. 
7890 
6890 
6790 
6780 
6789 
5890 
5790 
5780 
5789 
5690 
5680 
5689 
5670 
5679 








Aus Gleichung (34) folgt, wenn man a, b, c, d statt 5, 6,7, 8; 


5 statt 4; 4 statt 3; 3 statt 2 schreibt, 
14413 f(14) _ 14 13 f (14) 
5b 5 abed  +aa_ O5bed 
—b bd d5aed 

+ee b5abd 


—dd_ babe 
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_14 13 f (145) _ 


~ +e 


—b bd 


+ee 
—da 


Substituirt man die sich hieraus ergebenden Werthe von 
14 13 f (14). 14° 13 f (14) 


5 5 7890 ° 5 


kommt, wenn man zur Abkiirzung 


12 12 4 14 23 








5 


6890 


u. s. w. in die fiinf ersten Glieder der Gleichung (36’) und ordnet, so 





+5 aba bb ~ ree 
—5 b5baa 
+a bab 5 5 
setzt, 
E-145 __— 13 13 23 23 23 ff (145) es 
1235 "—6 7890 89 @ (67) 
+68 79 0 790 = @ (68) 
—6 9 7 8 0 780 = (69) 
+6078 9 789 = (60) 
—7 8690 69 g (78) 
+79 68 0 680 = (79) 
i —7068 9 689 = (70) 
—8 9670 670 = (89) 
+8 067 9 679 = (80) 
—9 067 8 678 = (90). 
Ks ist aber 
ae. Sees. 3 
ab 5 + 5b a 
und folglich: —5a b 
ooo 5 Me OAM PS = 120 . Aba . 14d . (125.236 — 120.235) 
—5 b5b aa —12b. 45d. 14a. (125.23a —12a.235) 
a b5db a 5d 
2 a b5a b 5 


= 123.(12a.45a.14b.25b — 12b.45b.14a.25a) = 123. f (1245ab). 
Man gelangt daher, nach der Division durch 123, zu der zehn- 
gliedrigen Gleichung: 


Mathematische Annalen. II. 








bed 
acd 
abd 
abe 










| 
| 
| 
| 
| 
| 
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E-145 13 13 23 23 23 f (1245) f (145) _ 



























(37) i 2 oe 67 390 — 

+68 79 0 68 790 

— Gf © FS @ 69 780 

+6078 9 60 789 

——_ 2 8's 9 78 690 

+79 6 8 0 79 G80 

~%FOo6¢s 9 70 689 

eo 6. 7a '¢ 89 670 

+8 0679 80 679 

—9 06 78 90 678 


Vierte Transformation. 


Multiplicirt man Gleichung (37) mit 45), so erhilt man: 


yer 145.450 13 13 45 23 23 23 f (1245) f (145) ia fi 
(37) 1239 ees Be ey ee 67 890 


+68 679 O G8 790 

69678 0 69 780 
+6067 8 9 GO 789 
—7%7 8669 0 78 690) 
+79 6 6 8 0 79 GSO 
—%7 066 8 9 70 689 
—8 96670 89 670 
+8 06679 80 ° 679 
-9 0667 8 90 678 


Aus Gleichung (27) folgt, wenn man a statt 7, b statt 8 schreibt 
und ferner 1, 2, 3, 4, 5, 6 resp. durch 2, 3, 4, 5, 6, 1 ersetzt, 
45 23 ff (245) 


= (): 
+6 6 lab ’ 


— 1 1 Gab 
+a a 61b 
— b b 6la 


und hieraus 
45 23 f (1245) 
6 6 ab 


45 23 f (1245) 
+ aa 6b 
— bb ba 
Substituirt man die sich hieraus ergebenden Werthe von 

45 23 f (1245) 45 23 f (1245) ;' 
66 78 eS ws @ - U. S. W. 


= — 145.123. f (2456ab) + 





6 WY 

















wenn man zur Abkiirzung 


setzt, 
FE - 145-456 
123° 


Nun findet man aber, wenn man in Gleichung (27) statt 1, 2,3, 4,5 


+ 


13 


6 


- & 


45 


6 


f (145) 
abe 
6be 
bac 
Gab 
13 23 23 
>. Fo 
9 8 O 
eo 6-3 
o Tt @ 
o t 8 
Oo ¢ 3 
23 f (1245) 
0 67 
0 68 
0 69 
Y 60 


= x (abc) 
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78 
79 
70 
89 
80 
90 


f (2456) 


4(890) 
(790) 


4( 780) 


y(789). 


6, 7, 8 resp. 1, 3, 4, 5, 6, a, b, € substituirt, 


es ergiebt sich daher 


13 
+ 6 
— @ 


+b 


— Cf 


14. f (145) 
6 abe 
a Obe 
b Gace 
€ Gab 


gliedrige Gleichung: 


[2310 


oder 


E+ 456 | 
+ 


1 


a] eae] =] 09 


DR 


+ 
“f- 


ab 
Oo w 





nach der Division durch 145,123, die sechs- 


bo 
o ole 2) sv) 


-~1 +l 


~] 


= 0 oder x (abc) = 0; 


23 f (2456) f (1456) 


0 
O 


78 
79 
70 
89 
80 
90 


90 
80 
89 
70 
79 
78 


in die sechs letzten Glieder der Gleichung (37’) und ordnet: so kommt, 


f (1456) 


90 
80 
89 
( 


~J «] @] 
co oO 


nm ¢ 






= 
Fd 
= 
& 























(38) E - 456 13:13 23 23 of (456) f (456) a 
123! +78 9 O - 278 190 
—%7 9 8 0 279 180 
+708: 9 270 189 
+8 970 289 170 
—§ 6%? 280 179 
+9 07 8 290 178 


Anmerkung. Der Verfasser hat diese bemerkenswerthe Gleichung 
urspriinglich auf einem viel kiirzeren und directeren Wege gefunden. 
Wenn er es nichts desto weniger vorzog, sie vermittelst successiver 
Transformationen’ aus der Gleichung (18) herzuleiten: so geschah dies, 
weil das auf dem directeren Wege erhaltene Resultat wohl als ein 
plausibles, nicht aber als ein durchaus unanfechtbares gelten konnte. 
Er sah sich daher veranlasst, eine sicherere, wenn auch weitliuftigere 
Herleitungsmethode aufzusuchen. 


Fiinfte Transformation. 


Aus Gleichung (28) folgt: 
f (456) f (456) _ 





= f (456271) f (456890), 


+ 278 190 
— 279 180 


+ 270 189 


und 
(456) f (456 ili 
foe =. = f (456172) f (456890); 
— 179 280 
4+ 170 289 
oder 


f 8) £8) ng a OO FOO Lo. 


+ 278 190 + 289 +170 


— 2719 180 — 280 179 
+ 270 189 4+ 290 178 
— 127 890 + 127 890 


Zieht man diese Gleichungen, nachdem sie resp. mit 


33S B a 138 13 23 23 
7 Tes tT Ts 


multiplicirt worden, von Gleichung (38) ab, so erhalt man: 
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E-456 13 23 f (456) f (456) ee 
279 180 (138 . 239 — 139.238) ~~ 


133" CT 0; 
—7 9 270 189 (138 . 230 — 130. 238) 
+8 7 280 179 (139 . 230 — 130. 239) 
—9 7 290 178 (138 . 230 — 130. 238) 
+8 0 127 890 (137 . 239 — 139 . 237) 


und hieraus: 


i) 


23 3 f (456) f (456) 


, 9 
(39) Br “FZ 7 089 — 
7 9 80 270 189 
+8 7 90 280 179 
—} .¢ 2 290 178 
+8 0 79 127 = 890 


also eine fiinfgliedrige Gleichung. 


Sechste Transformation. 


Da im gegenwirtigen Falle 
E 
D = + “gn 


so erhilt man die Bedingungsgleichung in ihrer reinsten Form, wenn 
man aus Gleichung (39) den Divisor 456 oder aus Gleichung (38) den 
Divisor 123.456 ausscheidet. Wir thun hier das letztere, da sich die 
dazu erforderlichen Operationen leichter gestalten und auch die resul- 
tirende Gleichung eine gréssere Uebersichtlickkeit gewiihrt. 
Nach Gleichung (28’) ist: 

f (456) f (456) © = 

+ 278 190 

— 279 180 

+ 270 189 

4+ 239 170 

— 280 179 

+ 290 178 


? 


Zieht man diese Gleichung, nachdem sie mit 


13. 13 23 23 
2. oR 


multiplicirt worden , von Gleichung (38) ab, so kommt: 





| 
| 
\ 
| 














(138 . 239 — 139 . 238) — 0; 


9 270 189 (138. 230— 130. 238) 
—~8 0 289 170 (137.239— 139. 237) 
+8 9 280 179 (137.230— 130.237) 


sae 290 178 ( 


und folglich 


137 . 138 . 239 ed 
— 139 . 130 . 237 . 2 





(38’) E-46 18 23 3 f (456) f (456) _ |, 
‘ 123"! +7 0 @ 180 ; 
—7 9 80 270 189 
—8 0 79 289 170 
+8 9 70 £280 179 
=—_e @ 
- } 290 178*) 
—9 8 0 
Aus 


f (123 456) = 123 . 256 . 345 . 146 — 456 . 235 . 126 . 134; 
folgt, wenn man 1, 2, 3, 4, 5, 6 resp. durch 5, 4, 6, a, b, ¢ ersetat, 
{ (546 abc) = 546.4be.6ab.5ac — abe.46b.54c. 56a; 

oder 
f (456 abc) = 456. 4be.5ac.6ab — abe.56a.46b. 45e. 
Substituirt man die sich hieraus ergebenden Werthe von 
f (456 279) ; f (456 1810) ; f (456 2710) u. s. w. 
in Gleichung (38’) und entwickelt, so findet man eine Gleichung von 
der Form: 
E - 456 


(38”) 1931 = 4567 7 — 456 U+ V= 0, 
in welcher 
T — i 2. 3 4.4 -5 & .& G 
~~ +7 0 89 7 80 29 10 2718 
—7T 9 80 TW 89 20 19 27 18 
—8s8 079 89 7 29 10 28 17 
+8 9 7 80 79 20 19 28 17 
—7T O 89% 
> 3 8 2? 7 
ray Se 705 90 7 > 9-17 


*) Es ist niimlich: 
137 . 138.239. — x ( 137 . 138 . 239.230 ( 139 . 130 . 237 . 238 

— 139. 130.237.2387 ~—- \— 1387. 1389. 238.2307 = \—_ 137. 139 . 238 . 230 
A 137 . 230.(138 . 239 — 139.238) 


+ 139 . 238.(137 . 230 — 130. 237)" * 








| 13 23 

ee Ss 

—7 9 

— 

+8 9 

—7 0O 

—9 8 

13. 23 

+ 7-0 

—7 9 

ma = 

+8 9 

—7 O 

—9 8 

13. 23 

r- +7 0 

| —7T 9 
? 

—§ 6 

+8 9 

—7 Ob 

--9 8 


| — 


a b 
eo , 23-13 
a b° 








15 - 


( 


|= 123- 


80 


79 
70 


89 
70 


© 
~ 


9: 


2 
ov 
a 


13 13 23 


+7 
— 7 


+17 
+8 
—% 


+9 


8 
9 
0 
9 
0) 
0) 


> 
23 : 


Nun verschwindet die Determinante 
12, 13- 
8 


2 4 5 
79 80 10 
70 89 19 
89 70 10 
80 79 19 
90 78 18 
LO. ms 
80 79 29 
89 TO 20 
7 89 29 
7) 80 20 
78 90 20 
2 1 56 
| a £6 6S 
70 89 2 
S 7.2 
80 79 2 
oS 2 F 
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6 
18 
18 
17 
17 


—_ 


23-12 , 23. 


so findet man nach der Division durch 1237, 


1 
90 
sO 
89 
70 
79 


23 1 | 
~~ b ab’ 

2 2 
9 0 % | 
8 0 79 
8 9 17 
7 #O 89 
7 #9 80 
7 8 9 


78 


56 46 45 


e YT 
a» TF 
2 3 
e $s 
an 
56 46 
5 3 
1 8 
t. 4 
 .F 
bt 7 
46 46 
> .2 
3 
8 7 
8 7 
» = 


= 0), 


1 


Zieht man von dieser Gleichung die ebenfalls identische 


45 


9 


(12a.23b — 12b.23a) = 123. 





45 


9 


0 


identisch, da sie zwei gleiche Reihen besitzt. Isolirt man also die bei- 
den ersten Producte 13-12 , 13-23 und erwiigt, dass 
pow ; 19°29) 13 - 13 

3 


3132. 
a bab? 














ab, so erhalt man: 


1I3 23 3 on " 
+7 0389 79 8 ° 
—~%F oa ws 
8 0 79 89 TW 
+8 9 70 80 7 
—7 0 89 " 
9 sm % ® 
also kommt, wenn diese Gleichung durch v = () bezeichnet wird, 
“a” aan 56 56 46 46 45 45 


:* = a $ $ 0 
13 23 3 e-4 56 56 46 46 45 45 
—Tem 9 6°43 FF FT ¢ 


+ 9 8 7 —ie* 3 2 # @ 
_ 45g. _23_23_ 3 2 1 56 56 46 45 4 
- —7 089 ° 0 8 12 7 *0 89 
—9 8 70 


Substituirt man diesen Werth von V in Gleichung (38”) und dividirt 
durch 456, so gelangt man schliesslich zu der Bedingungsgleichung 
in ihrer reinsten Form, namlich zu der 20gliedrigen Gleichung: 


E 


= BD = 


Oo= 


[+ 456.479. 480 . 529.510. 627 . 618 
— 279.480.510.618 . 256 . 467 . 459 
— 180.479 . 529. 627. 156 . 468 . 450 


+ 137.230. 389. 


[+ 456.470. 489.520.519.627 . 618 
— 137. 239.380.| — 270.489.519.618 . 256 . 467 . 450 
— 189.470. 520. 627. 156 . 468 . 459 


+ 456. 489. 470 . 529 . 510. 628 . 617 
— 138 . 230.379.| — 289.470. 510. 617 . 256 . 468 . 459 
|— 170. 489. 529. 628 . 156 . 467 . 450 
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— 280.479.519.617 . 256 . 468 . 450 
— 179.480.520.628 . 156 . 467 . 459 


4° 456 . 490. 478 . 520. 518 . 629 . 617 

137 .230 . 389] | — 290. 478 . 518. 617 . 256 . 469 . 450 

— | 4.139 (938 370]° 178 . 490 . 520 . 629. 156 . 467. 458 
4. 290. 178. 156 . 256 . 467 . 450 . 489 


+ 138 .239 . 37 


Fe 456 . 480 . 479 . 520. 519 . 628 . 617 
0 





15. 


Jede der Gleichungen (18), (35), 36), (37), (38), (39), (40) ist, 
wie man sieht, eines rein geometrischen Ausdrucks fahig. In dieser 
Hinsicht diirfte Gleichung (38) den Vorzug verdienen; denn sie steht, 
was die Anzahl und Beschaffenheit der Glieder anbelangt, nur der 
Gleichung (39) nach, iibertrifft aber diese durch die Regelmiissigkeit 
und leichte Erkennbarkeit ihres Bildungsgesetzes. 

Es ist hier nicht die Absicht, auf die Anwendungen der mitge- 
theilten Gleichungen niiher einzugehen. Ein einziges Beispiel geniige, 
ihren Nutzen thatsiichlich zu bewihren. 

Nimmt man an, dass die Punkte P,, P,;, P, und ferner, dass 
die Punkte P,, P,, P, in gerader Linie liegen, so ist 137 = 0, 
238 = 0, und die Gleichung (38) reducirt sich auf 

13 13 23 23 f (456) f (456) 
+8 97 0 289 s«170 
—-8 OT 9 280 179 
Fiigt man die Annahme hinzu, dass die Punkte P,, P,, P;, P,, P, P, 
auf einem Kegelschnitte liegen, so ist auch f (456 179) = 0 und 
folglich: 
138 . 139 . 237 . 230. f (456 289) . f (456 170) = 0. 


—- = 0, 


Es kann aber unsern Annahmen zufolge keine der Determinan- 
ten 138, 139, 237, 230 verschwinden, da nicht mehr als drei Punkte 
einer Linie dritten Grades in gerader Linie liegen kénnen. Ebenso 
wenig kann f (456 170) = 0 sein, da der durch die Punkte P,, P,, 
P;, P,, P; gehende Kegelschnitt die Linie dritten Grades in nicht 
mehr als sechs Punkten schneiden kann. Hieraus folgt, dass 

f (456 289) = 0 
sein muss, dass also die Punkte P,, P,, P,, P., Ps, Py ebenfalls 
auf einem Kegelschnitte liegen. Da nun dieser mit dem ersteren die 
vier Punkte P,, P,, P,, P, gemein hat, so schliesst man ohne Wei- 
teres auf folgenden bereits bekannten Satz: 


M. Reiss. Analytisch-geometrische Studien. 


Es sei Z eine ebene Linie dritten Grades. Durch vier Punkte 
derselben, A, B, C und D, lege man irgend einen Kegelschnitt, 
welcher Z noch in zwei anderen Punkten, EF und F, schneide. 
Die -durch E und F' gehende Gerade trifft Z in einem dritten 
Punkte G, welcher fiir alle durch A, B, C und D gehenden 
Kegelschnitte derselbe ist. 


Frankfurt a. M., den 31. October 1867. 






























Ueber die héheren hypergeometrischen Reihen, 
insbesondere tiber die Reihe: 
1 +§ My MH My a+! he (te FO) oa (4 + 1) ay (a, + 1) a? 


. b; bs +1) bo (4 


2.0, (bj +1) by (ey + 1) 


Von J. Tuomar in Haye. 


ore eens 


Bei der Integration linearer Differentialgleichungen mit rationalen 
Coefficienten mittels der Methode der unbestimmten Coefficienten, ist 
es in mancher Hinsicht von Vortheil, die Differentialquotienten nach 
der unabhiingigen Variabeln x in Differentialquotienten nach lg # um- 
zuformen, so dass dieselben die Gestalt erhalten: 


dhy dr—ly dy 
(1) X)- dilgayh + X;- No n)h—l + ++ Xi dlga + X-y=9, 


ad (Ig a)” 


worin X,, X,, .. X, ganze Functionen von # sind. Setzt man nim- 
lich fiir y die mit einer unbestimmten Potenz beginnende, und nach 
um eine Kinheit steigenden oder fallenden Potenzen von x geordnete 
Reihe 

y = 2a,2" 


in die Differentialgleichung ein, so fangen die differenzirten Reihen 
alle mit derselben Potenz von x an, und man erhilt so in iibersicht- 
licher Weise die Gleichung: 
Zan (n*§ X, + nv X, +--+ X,) z™ — O, 

aus der sich fiir die Coefficienten a,, a@,-1, ... Recursionsformeln erge- 
ben, die vom h'® Grade in Bezug auf » sind. Im einfachsten Falle 
sind die Coefficienten X,, X,, .. X, Constanten, etwa A,, A,, .. Ay. 
Ks sind dann die particuliren Integrale der Differentialgleichung (1) 
Potenzen von x, deren Exponenten «, a’, .. @@— die Wurzeln der 
Gleichungen sind 


wr Ay + wrt A, +--+ wAnia + Ar = 0. 
Sind aber einige von diesen Wurzeln einander gleich, etwa «, a’, .. «, 
so sind die ihnen entsprechenden Integrale 
a*, w*igaz , 2*(igz)’,.. a (Igz)*'. 

Setzt man 2 fiir lgw, so erhilt man hieraus die Integrale einer ge- 
wohnlichen Differentialgleichung mit constanten Coefficienten. 

Demniichst ist der einfachste Fall der, in welchem die Coefficien- 
ten X,, X,, ..X, ganze lineare Functionen von z sind. Die Diffe- 
































(i— 


f (4—1) a, a al) 
F (36 pe x), 1 F + poe a x) 
*\B,B, -. Bo B,B, .. Ben")? 


F,. 
F 6,8, .. Be» i. B, B ,-- Be) 1 Fe B, 6’, . ees * 
e aa, ra at) x ? F a Ff nS gl) xL ? p a, a, . gl) a ,7° 
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rentialgleichung (1) kann dann, abgesehen von speciellen Fillen, auf 
die Form gebracht werden 


ia 


as ie bond 
a fe +(—A,—B,2) di igs j +(42— Bex) ies +--+ ((—1)4 An, —Bix) y=0. 
Sind nun a, a’, .. a» die Wurzeln der Gleichung 
wh — Apt + A, pr? —-- + (— 1 4 = 0 
und — Bp, — fp’, .. — B@-" die Wurzeln der Gleichung: 
p" -{- B, "ie + DB, oie a aya B, ae 0, 
und setzt man die Reihe X a, 2" in die Differentialgleichung (2) ein, 
so liefert die Methode der unbestimmten Coefficienten die Recursions- 
, Gh e+6 ij$s+f #+f- 
formel: ae ie n+1 ma n+ 1— a—v ? 
welcher durch die Gleichung geniigt wird: 
nile, 1h ___Const. (— 1) 
On = TT (n—a) -11(n—a’) -- T1(n—ax—D) - T1(—n—f) 1(—n—f’) -- T1(—n—f@—D) ' 
Demnach wird die Differentialgleichung (2) durch die Reihe 
Const. (—1) ae 
= TT (n—ex) - TT(n—av’) -- TH (m—a @—D) - TT (—n—) - TT (—n— 8’) - - TT(—n— B@-) 
integrirt, sowohl wenn die Exponenten von « oder a .. oder a’—» 
an um eine Kinheit zunehmen, als auch wenn sie von — # oder — f’ 
oder — B” .. oder — B%—» an um eine Einheit abnehmen. 
Fiihren wir nun die Bezeichnung ein 
, ” (h—1) 
F. (5 a, a", «) = 
B, B, BY... Be» 
> (ty - a™ - TH (e—a) T1(e—e’) :- TH e—ae*—) 128) (— 28’): - TH(— 2-8) 


n=0 as ices Tin--e—a"—)11(—n—e—f)T1(—_n—e—f)-- - T1(—n—e —p- 1) 


machen die Voraussetzung, dass von den Differenzen 


a—a,a—a’,....,a%-)2— at), B—f’, B—”, ...., Be) — Be-d 


keine eine ganze Zahl sei, und setzen ferner: 
A,=ata+.--- a), 1=6+ 8 +-- pm, 
A, =ad + ac’ +.--- at) gt), B, = pp’ + pp” + --- Be») pl» 


Ay =e ee” +++ 9, B, = Bp’ Bp’ --- Be. 
Alsdann sind die 2h Reihen 
af. 4 
>a?” ays) ©), 
B,B, .. Bl 









(4) 





if 


)y=0. 


)) 
ra) 











(3) A— 


(4) 
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eben so viele verschiedene particulire Integrale der Differentialglei- 
chung (2), von denen die aufsteigenden fiir Norm 2 < 1, die abstei- 
genden fiir Norm x > 1 convergiren. Diese Reihen sollen hypergeo- 
metrische Reihen hi Ordnung genannt werden. 

Diese Reihen sollen nun fiir den Fall h = 3, in welchem sie sich, 
abgesehen von einem Factor, der eine Potenz von x ist, von der in 
der Ueberschrift gegebenen nur dadurch unterscheiden, dass fiir die 
Griéssen a), a,, a), b,, b,, eimfache Ausdriicke in a, a’, a”, B, B’, B” 
eingetreten sind, weiter untersucht werden. Und zwar soll die stetige 
Fortsetzung irgend einer der Reihen iiber ihr Convergenzgebiet hinaus 
durch die dort convergirenden Reihen dargestellt werden. Ist also: 


A, mete +e, B,=6 + B+", 
A, = ae’ + aa” + oa”, B, = pp’ + BB” + BB”, 
A, = ac’a’, B; = BBB", 


so wird die zu behandelnde Differentialgleichung 


2) ed , —(A, + Byt) 7 oY, + (Ay — Byt) a Y— —(Ag+Byt) y=0 


d (log x)! (log a)? dlog x 


sein, und ihre Integrale werden 


re eee) BG gene) Gee?) 
B, ( B, pot) 7 es ue 4) , Fr vigtiael, ') 


7 7 ’ 7 a», 
a, a, a”, x a, a, a”, & a, a, a, # 


oder (wenn es ohne Zweideutigkeit geschehen kann) kiirzer 


Fy (2) , Fe:(#) , Fer (x) , Fp (2), Fe (SZ), Fr) 


sein. Ich bemerke noch, dass ich unter der Bezeichnung 


Ls (x) es. F p" (<) 


nicht blos die convergirenden Reihen, sondern zugleich auch ihre steti- 
gen Fortsetzungen verstanden wissen will. 

Machen wir nun fiirs erste die Voraussetzung, dass der reelle Theil 
von «+ 6” —1 und von — a” — $” grésser als — 1 sei, so finden 
wir fiir F(x) leicht einen Ausdruck durch ein bestimmtes Integral, 
der fiir alle Werthe von x brauchbar ist, da ja lingst die gewohn- 
liche hypergeometrische Reihe fiir alle Werthe ihres vierten Elemen- 
tes fortgesetzt werden kann. Es ist nimlich 

a* Th (a —«’) F(a+6,a+ 6',a—a' +1, 28) ds 
TT (@ + p’—1) TT (— a” — 8”) ge (1 — aye + ' 





F, (2) = 


Wir wollen nun einen Zweig a Function J, (x) so definiren. 
Wir ziehen von 0 iiber 1 nach oo lings der reellen Axe in der Ebene, 
welche die Werthe der complexen Variabeln x repriisentirt, eine Ge- 
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rade, die wir den Querschnitt nennen. Die Function F,(#) soll nun 
auf dem positiven (linken) Ufer des Querschnitts fiir reelle Werthe von 
« kleiner als Eins durch die Reihe dargestellt werden : 4 < 


a lg x a+ B « + B 2 a 
en's (i + ft ea—e@e+1- nae . ++), 


PF: () fiir reelle ~ griésser als Kins durch die Reihe: | 
e-blgz (1 + ffs. B+ a , B+ «” , 4 a 
e—F > OF +1 
worin lg x reell zu nehmen ist, und soll von da aus durch die ganze 
Ebene, ohne den Querschnitt jemals zu iiberschreiten, stetig fortge- 
setzt werden. Der so definirte Zweig soll der Hauptzweig sein, und 
hier immer zu Grunde gelegt werden. Aehnliches gilt von 


1 (r) F.(n)_ BF (1 'e 
Fu (2) ? F,- (x) ? Ft & () ? Ps () ° 
Da nun zwischen je vier Integralen der Differentialgleichung (3) 


eine lineare Gleichung mit constanten Coefficienten stattfindet, so kann 
man setzen: 


Fi («) = ag Fs (‘) + ag Fe (*) + apg: Fs: (*) ; 


Nehmen wir dabei an, dass die Gréssen B, 6’, 6B”, die mit einander 
vertauscht werden kénnen, so geordnet seien, dass 6B — Bp’, B — B”, 
6’ — B” einen negativen reellen Theil besitzen, und daher fiir sehr 
grosse « die Potenzen a?-#' , a®-*" gegen Null convergiren, so niihert 
sich F, (x) . 2% mit wachsendem a der Constanten a und es ist daher: 





a, = lim . at? TT (a—e”) : f F(a+f6,ae+ 8’, e—oa«’'+1,28) ds 
2=@ TI(a-++-6'—1) TI(—a"”— 6”) 0 si seal all (i - -— +p" 


Wir kénnen hierin die Anniiherung des Punktes x an den unend- 
lich fernen Punkt lings der negativen reellen Achse vor sich gehen 
lassen, damit die Integrationsvariabele bei der Integration niemals auf 


die Unstetigkeitsstelle aa treffe. Ist nun # selir gross, so ist das In- 


tervall 0, fiir welches Norm (as) < 1 ist, und also die hypergeome- 
trische Reihe unter dem Integralzeichen convergirt, sehr klein, und da 
a + p” — 1 einen reellen Theil grésser als — 1 hat, so ist das Inte- 
gral iiber das Intervall von 0 bis 0 sehr klein und convergirt mit 0 
gegen Null. Fiir das Intervall von d bis 1 aber kann man das Inte- 
gral in die beiden zerlegen:*) 


*) Die Formeln fiir die Fortsetzung der gewéhnlichen hypergeometrischen 
Reihe, die hier angewendet sind, habe ich in Schlimilchs Zeitschrift fiir Math. 
und Phys. Jahrgang 1869 pag. 60 zusammengestellt, es haben aber dort die ab- 
steigenden Reihen ihren Hauptwerth auf dem negativen Ufer des Querschnitts. 
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em @F OTT (cw — o’) TB’ —B—1) T(a—e") f F(a+6,« +8,B—6 +1, &0) ds 














. TI (@-+f—1)T(e-+p"—1) 1 —a"— BT —a' —B) si PP. (45) OP” 
4 e'* (+8) TT (¢ —a’) 1 (B—f’—1)T(a—a") wh -P f P@PE.d +0.8— 6+1, &0) ds 
TH (ee-+-B—1) TT (a-+p"—1) TT (—e’—B')T(—a"—B") site . (4 — 9) 2 te" : 
wo zur augenblicklichen Abkiirzung § und 6 gesetzt sind fiir z— und s—. 
Geht man hierin mit x zur Grenze oo iiber, so verschwindet 0 und 
x®-® und die hypergeometrischen Reihen unter den Integralzeichen 
niithern sich der Kins, und man findet: 
sad (5) ap = 2 CHT (@—e')-T(a— a") - TG’ —B—1) -T1(6"—6—-1_, 
e- TT (a+ p’— 1) - T(@+ B’—- 1) - T(— @’ — B) - TH (— a” — 8) 
id In der Gleichung 
a ’ 1 7 1 ’ 1 
Fi, («) = ag - Fe (*) + ay Fe (*) + ag: + Fee () 
bleibt die linke Seite ungeiindert, wenn man die Grissen B, fp’, B” 
3) vertauscht, dasselbe muss daher auch auf der rechten Seite statthaben, 
in was nur moglich ist, wenn durch Vertauschung von f und p’ der 
Ausdruck fiir «g in den fiir «g iibergeht, und durch Vertauschung 
von 6 mit 6” der Ausdruck fiir «eg in den fiir «eg. Setzen wir nun 
7 f ’ 7 1 ’ 1 , al 1 
Fy: (x) = ag: Fp (2) + ey Fe GC) + ae Fe ©), 
er ’ ‘ ”” y 1 ” ’ 1 ” ’ 1 
" Fe) = ep Fy (8) +e Fe 8) + oe (9), 
| » ee ae cae , 
rt Fs (2)= Be: Fe @) + Bes Fe (0) + Bor» Fer (@), 
wed , 1 , 7 , ’ \ , y 
‘ Fy (Z)= Be + Fe (@) + Bas Fe (@) + Bors Fer (@), 
’ 1 Li pa] Ld ’ ” al 
Fiy(2) = Bu + Fe (0) + Ba + Fe (0) + Bev + Fer(a), 
1 so finden wir in derselben Weise die Coefficienten a, ay, ... Bar, 
" von denen wir hier eine Zusammenstellung folgen lassen: 
if ; T(@—a@) T(a—a’) i do — B—1) T1(6”’—B—1) pix (a+) 
” ¢ ~ T(— p—e’) T(—p—a’”) TB a—1) TB’ a—1) ‘ 
pore TT («@— a’) T(a—a") ) TT (6—B —1) T1(6"—p’'—1) pin (a+6’) 
a e (—p—e’) 1(—p’— @’) T(6B+-a—1) 1(8’+a—1) 
‘i oe — Wa—«) Mea’) 16—6’—1) 16—6"—1) | in +6") 
3 T1(—B’—a’) M—B’—a”) TB a—1) Mp a—I) ° 
e- id to TI (a —«a) TI(e’'—a ) TT (6’—B—1) T1(6’—B—1) pin (e’ +6) 
* = 11(—p—a) M—p—e’) TB Fa'—1) M1 6"-e—1) 
ay = (ea) T1(e—a") 1 B—B—1)N6'—B—1) in (aw +6") 
n eo (— Be) 1(—p’—@") 1B + «’—1) 1(6"+-a’—1) 
h. TT (cc’ —«) T(¢— a" ) 1(6—6"—1) 16—6"—1) ts 
i _— ‘ all (a’ +6") 
“= TB’ a) TB a") MBE e 1) MBF eI)” 








432 J. Tomar, 


a” — T(a"—«) MW(e’—e«’) M1(6—f—1) 16"—6—1) in (w’-48) 
“e  TH(—B—a) 1 (—B—a’) 1(6’+-e"—1) T1(6’+-0”—1) 

a” — (@"—a) MWa"—e') 16—6—1) 16—6—1) n(e"+6) 
* =~ T1(—B’ —a) 1(—B’— a’) M(B e"—1) 116’ «"—1) ‘ 

at. — (@"—a) MW(a"—e’) 16—6"—1) 16—8"—1) | 5 (a'4.-6") 
e T(—B’— a) 1(—p’— e’) 1 B— @”—1) 16 «’—1) ‘ 

Be = B—6) M6—B) MWe—a—1) Me"—a—1) | in (e+6) 
« ~ T(—a—B’) T1(—a—p’) Ta’ B—1) Me’+-p—1) © 

Be = —b—B') TB—B") MW(a—a’—1) Me"—B—1) 5 _ in(e+p) 
“ T(—e'—B) 1(—e’ — 6’) W(@'+B—1) Me"pa—1)" 

new ox - B’) z 
“~~ 1(—a"—p) 12" — B’) T(a+p—1) Twp —1) “ 


g, — M@—6) WG-6") We’ —e—1) Me «-1) _ ingfat p) 
«=~ T(—a—A) M(—a—8") M(@+p—1) Te’+p—1) ° 
gi, — 16'—B)__M(B—B") M(a—a—1) Me" —e 1) | «ine 
«= Ta’ —f) 1(—e—8") T(a+p—1) Me’+p—1) ° 
g— 6-8) T(6—B") Mew —1) Me —e"—1) ince’) 
“= T(—a"— 8) N(—a’— 8") Te P—1) Me B—1) 


» _ (6"—6) TG"—B) MW(e—a—1)T1(e"—e—]) | igiatp”) 

“~ (—a—B) 1(—a—f’) M(ae'+p’—1) Te’ p"—1) 

Bi = _T1(6’—f) (6’—B) T(a@—o'— 1) T1(e’—o'—1) -_ina’46”) 
“~ (—a’—8) 1(—a—B) T(e+p"—1) Me’+p"—1) 

B= T1(6"—B) 1(6"—B") Ma—a”—1) Ma’ —e"—1) in (a’4.6"), 
o T(—e’—8) 1 (—«"— 8’) Ma+p’—1) Ma’+p"—1) ‘ 


Diese Coefficienten sind jedoch unter der Voraussetzung gefun- 
den, dass die Integrale, welche die Functionen F(x), F(x), .. dar- 
stellen, einen Sinn haben, also apy “e » ag” unter der Voraussetzung, 
dass der reelle Theil von a + p” — 1, — a” — B” grosser als — 1 
sei. Entwickelt man aber F(x) nach sufeteigenden Potenzen von 
x —a, und wihlt a innerhalb des Einheitskreises so, dass der Con- 
vergenzkreis dieser Reihe (der nothwendig einen der Punkte 0 oder 1 
beriihrt, weil nach der Theorie der Differentialgleichungen F',(x) an- 
dere Unstetigkeits- oder Verzweigungsstellen als 0,1, co nicht haben 
kann), ein endliches Gebiet von Punkten enthilt, deren Entfernungen 
vom Nullpunkte grésser als Eins sind, so ist diese Reihe eine eindeu- 
tige Function der Gréssen a, a’, .. 6”, und wird als Function einer 
cinzelnen derselben nur in einzelnen Punkten unstetig. Diese Reihe, 
sie heisse S, geniigt nun der Gleichung 


Sag. Fy (2) + ag By (Z) + ag Fer () 
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fiir alle diejenigen Werthe von x, fiir welche sie selbst und die rechts 
stehenden Reihen convergiren, so lange die Gréssen a, a’, .. B” den 
genannten Beschrinkungen Geniige leisten. Da diese Beschrankungen 
aber fiir jede der Variabeln a, a”, .. 6” ein endliches Gebiet von 
zweifacher Ausdehnung frei lassen, so kénnen die Ausdriicke zu bei- 
den Seiten der Gleichung nur auf eine Weise stetig als Functionen 
der complexen Variabeln a, a’, .. 6” fortgesetzt werden, die Glei- 
chungen gelten daher allgemein, und da auch die Entwicklung der 
Reihe S aus der Reihe F(a”) nicht von den speciellen Werthen der 
Gréssen a, «, .. 6” abhiingt, so behalten die. oben aufgestellten Coeffi- 
cienten ihre Giltigkeit fiir alle Werthe der Exponenten, fiir welche 
sie nicht oo werden. 

Die hier angewendete Methode, die Fortsetzung einer aufsteigen- 
den Reihe F(x) durch die absteigenden darzustellen, und umgekehrt, 
lisst sich ganz ebenso der Reihe nach auf die héhern hypergeometri- 
schen Reihen ausdehnen. 


Setzen wir 
a, a’, .. af) 
Fe (5, 6? 1 pen) = 
‘ 7 pen 1 7. pe) 41 
td \s <a to =) + Hay . Fy es ie a = - ei 
so ergiebt sich der Coefficient H,,; als folgender: 


TT (a — a’) TT (a@— a”) .. TT (a—ael’—) 
(6) Hep = TOE —a IC p— eo). Wi pa 


TT (g’—f—1) TT (p’—B—1) .. TT(@@—1)—p—1) 
TT (pe +a—1) TI(p’+a—1).. T(BU—-)+ «@ —1) 
woraus durch Vertauschungen die tibrigen Coefficienten Hz,» .. leicht 
abgeleitet werden. 

Integrirt man die Differentialgleichung (2) durch Reihen, welche 
nach Potenzen von 1 — x geordnet sind, so findet man, dass dieselben 
beziiglich mit der O'", 1", .. h—2" und yt Potenz beginnen, 
wenn 








eix (a+), 





y=h—1—a—a’..—al—) — B— B’.. — pe 


gesetzt wird. Also miissen die 2 Functionen 
1 1 
F(a) , Fe (a), .. Fa (2), Fe ©), --. 


mit (1 —#)—” multiplicirt siimmtlich fiir = 1, wenn y < 0 ist, end- 
lich und von Null verschieden sein. Aus den Convergenzbedingungen 
der Fourier’schen Reihe folgt dann, dass simmtliche 2h Reihen fiir 
Norm 2 =1 convergiren, so lange 
ee ee ee, Serre, 
Mathematische Annalen II. 28 
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einen reellen Theil besitzt, der grésser als — 1 ist, fiir «= 1 selbst 
aber nur dann, wenn dieser relle Theil grésser als Null (also posi- 
tiv) ist. 


Die Formeln, welche den Zusammenhang zwischen je vier Inte- 
gralen der Differentialgleichung (3), z. B. zwischen 


1 1 (1 1 
F,(2), Fs (=), Fx &), Fe €) 
vermitteln, vereinfachen sich wesentlich, wenn man statt dieser parti- 


culiren Integrale gewisse neue einfiihrt, die sich von ihnen nur durch 
constante Factoren unterscheiden. Es sei deshalb: 





73 = (5? 6? & 2) = 
(7) e 8’, B’ 
TT (e+ 6 —1) (e+ 6’ —1) (e+ 6" —1) .F(® a’, a" 5 
ea +a +a") mi TT (e—a) 1 (e—a’) T(e—a’”) 8. . ), 
B, B’, B", 
(”) BO a”, a)> 














TI (e-a—1) T(e+ a’ "— 1) TW(e+ a” —1) _F ae, fs). 
e(8+p'+p")2i TT (e— B) TT (e — f’) TT (e — 8") . a, a’, a’ «£ 
Man hat dann die Relationen: 
" (e+ a")mi e2f mi -sin (B+ a’) - sin (6 + «”) )a 1 
(8°) Ba(2) -¢ ae sin (8 — B) x- ee e— @ +p") ai - Fz) 
e2p' ni. ‘sin (6" + «’) x-sin (B’ + &”) 
ar sin (6 — #’) x-sin (6 — 8) x- e— B+2" rai * G :) 


e28" ai - sin (B” + a’) w- sin (8" + a”) x 
*, “sin (8° — 8”) z- sin (B— 8’) w-e—B +P) 41 or G ) 


ata')ni _.  ¢28 isin (8 4+ a) x-sin (B+ a” )x s 
(8°) Oe (x) eet) ber (pf — B)x- sin (p —) x- -e— (8—8") ai “8p (5) 


e28' zi. sin (8 +a) x-sin(f’ + a") 
+ sin (B—f’) x - sin (B’ — f’) x - e—(8 +A") 2 -%r) 
4+ e2 pai - sin (B" + a) w-sin (B" + a”) a . $e (4) 





sin (8 — 8”) z- sin (8 — B’) x-e—G+P) ai 


c ate')mi —_ e26 zi - sin (8+ a) a- sin (B+ a’) x ‘ a3 
(8°) Ba" (2) - eet) a oe sin (B —B) x -sin(B’—) x - e—(f'+8")7i vg (=) 


re e2(' ai - sin (8 + a) x-sin(6’-+ a) a — & a @ 








sin (B—P’) x - sin (B’—f’) w- e— (B+ 8")z 
e23"#i- sin (6’4+ a) m-sin(B’+a)a . (1). 
+ sin (B—”) x - sin (Bf —B") x -e—B +2’) ai Op C) 
Diese Gleichungen besitzen nun die bemerkenswerthe EKigenschaft, dass 
sich ihre Coefficienten nicht dindern, wenn die Exponenten a, a’, a’, 
B, B’, B’ der §-Function wm beliebige ganze Zahlen getindert werden. 
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Ganz ihnlich lassen sich auch Gleichungen mit der nimlichen 
Kigenschaft fiir die liypergeometrischen Reihen a Ordnung 
aufstellen. 

Sind nun 


- (%, &, a, q Or, Mow ) a (6? Ge? Go ©) 

Be (pr a? B®) > Ba (Bir gin pie ®) » Ban(Gr ie Gee 
drei hypergeometrische Reihen dritter Ordnung, in denen sich die ent- 
sprechenden Exponenten nur um ganze Zahlen unterscheiden, so folgt 


aus den Gleichungen (8) mit Hiilfe bekannter Saitze aus der Theorie 
- der Determinanten, dass die beiden Determinanten 


He) 1 Ga @), Fa(0| \&G) > mG)» mG) 
Be (2) , Ba (2), Bo (a)| eo. ©), w#@ 
Be@) , Fer), Fer @|) |), te), se E 


nur durch einen constanten Factor von einander verschieden sein kén- 
nen. Bezeichnen wir also diese Determinanten zur Abkiirzung mit 


1 
Aa, a, a, (2) und As, Bis Be (=) ? 
so findet die Relation statt: 


Ac, a, « (%) = Const. A;, ,, aG ). 
) Multiplicirt man diese Ausdriicke mit 


a-@-@—e" | (Jy) 7 (£)-#-#'-2" ; (--1)-7 
worn y= 2 — a — & — a” — B — &’ — 8” ist, so ist das Product 
eine Funétion von x, die weder um den Punkt «=O herum, noch 
um den Punkt «= oo herum sich verzweigt. Deshalb kann das Pro- 
) duct auch um den Punkt «= 1 herum sich nicht verzweigen, weil 
eine Function der complexen Variabeln 2 sich um einen einzelnen 
Punkt herum allein niemals verzweigen kann. Das Produet ist dem- 
nach fiir alle Werthe von « einindrig, weil die hypergeometrischen 
Reihen dritter (wie jeder) Ordnung, selbst sich nur um «= 0, x= 1, 
x = oo herum verzweigen kénnen. 
Die Differentialgleichung (3) lisst sich nun durch drei, noch um 
eine Einheit steigenden Potenzen von 1 — x geordnete Reihen 


(0), @), () 


integriren, von denen die erste mit der 0", die zweite mit der ersten, 
die dritte mit der Potenz y = 2 — a — a’ — a” — B — fp’ — B” be- 





$s ginnt. Ebenso lisst sich die Differentialgleichung, deren Integrale 
Pe Ba, (%) , Fa (X) Fe,(%), und durch drei Reihen 


(0,) , (i) » 1) 
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und die Differentialgleichung, deren Integrale Ba (x), Ba, (X), Fa,” (x) 
sind, durch drei Reihen 


(02) , (le) » (%2) 
integriren, die alle nach Potenzen von 1 — x fortschreiten, von denen 
(0,), (0,) mit der O'", (1,), (1,) mit der ersten, (y,) mit der Potenz 
"y= 2 — a — a’ — a,” — B, — BY — B,”, (y,) mit der Potenz 
¥, = 2 — a, — a, — a,” — B, — B, — B," beginnt. Zwischen je 
vier Integralen einer linearen Differentialgleichung findet aber eine 
lineare homogene Relation mit constanten Coefficienten statt, und man 
kann daher setzen: 
Ba (x) = a, (0) + a (1) + ay (y) 
Fa, (LZ) = Aq (0;) + ay 1) + Gy (1) 
Fa,(L) = Ay (Op) + Ay, (1p) + Gey (72) 
Denkt man sich diese Werthe von §a(%), §a,(%), Fa, (%) und die 
analogen Werthe von §« (X), %a; (x), ete. ete. in die Determinante 
Bn. a,@ (&) 
wirklich eingesetzt, so muss das Product 
(l —a)—7 . Aa, «, a, (®) 
an der Stelle = 1 einiindrig sein. Dies ist aber nur méglich, wenn 
in der Determinante Ax, «,, «,(%), welche eine Summe von Producten 
aus je drei nach Potenzen von 1 — # aufsteigenden Reihen ist, die 
Coefficienten aller der Producte verschwinden, in denen mehr als eine 
der mit (1 — x)”, (1—x)”, (1—2)” beginnenden Reihen vorkommt. 
Entwickelt man die Determinante nach um Eins steigenden Potenzen 
von 1 — x, so wird daher die niedrigste Potenz aus einem der Producte 
(O) - (0,;) - (v2) » (0) - (¥%4) - (2) , (v) - (0,) - (0,) herriihren, und ihr 
Exponent, der mit y bezeichnet werden soll, diejenige unter den iris- 
sen ¥, ¥;, Y2 Sein, welche um eine ganze positive Zahl kleiner als die 
andern ist. Es sei ferner « diejenige unter den Gréssen 
ef ey’ Fee”, Fe,” fey’, 00” fey ty”, 0,” Ogg OC” OF Oy’, "+ 4)’ Oy, 
B diejenige unter den Gréssen 
B-+By+B:”,B+B,"+ Bs B+ Bit Bo’, B+By"+B.B’+B,+-B,'sB’+ By + Be, 
welche um eine ganze positive Zahl kleiner als die iibrigen ist. Dann 
wird der Ausdruck 
a-*(1— 2)? Ae, a, « (@); 
oder (was dasselbe ist) der Ausdruck: 


Const. ey (1 — i = A;, Br» Ba (5) 


eine iiberall einaindrige, und fiir endliche Werthe von «x endliche Func- 
tion, die fiir = oo unendlich gross von der Ordnung — « — p — 
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wird, und verschwinden muss, wenn diese Ordnung sich als eine nega- 
tive ergiebt. Demnach ist sie eine ganze Function von « vom Grade 
—a—B —y, oder identisch Null, wenn dieser Grad ein negati- 
ver ist. 
Ist nun 
Sa (B ? Ct, ? es", x) 
3? B; > P39 

eine vierte Reihe, deren Exponenten sich von den entsprechenden in 
Sa (%) nur um ganze Zahlen unterscheiden, so folgt aus der Identitiit 


Ba (@) + Ma, a, oy (%) — Fa,(%) + Ae, w, a, (2) 
+ Sa, (x) ° Az, Gy, hs (x) - Ba, (x) Aa, Gy, By («) re, 0, 

dass zwischen den vier Functionen 

Ba (%) , Fa, (X) » Fa, (%) » Fa, (2) 
und mithin zwischen 

Fa (a) , Fo,(), Fa,(#) , Fa, (#) 
eine lineare homogene Gleichung besteht, deren Coefficienten ganze 
Functionen von x sind, wenn nicht simmtliche Coefficienten identisch 
verschwinden. Es besteht aber in diesem Falle schon zwischen je 
dreien unter den vier Functionen eine lineare homogene Gleichung 


mit ganzen Coefficienten. Wahlt man niamlich fiir F,, (x) andere und 


andere Functionen, so iindern sich in obiger Identitat die Coefficien- 
ten von %a(%), %a,(”), Fa,(w), hingegen der Coefficient von Fa, (x) 
bleibt véllig ungeiindert, also Null. Da man nun die Exponenten von 
®a,(“) jedenfalls so wiihlen kann, dass die Coefficienten von §a(x), 
Be, (“), Fa, (v) nicht verschwinden, sondern abgesehen von einem ge- 
meinsamen Factor ganze Functionent von x werden, so findet in der 
That zwischen diesen dreien eine lineare homogene Relation mit in « 
ganzen Coefficienten statt, und zwar allemal dann, wenn 
—a—B-—% 

eine ganze negative Zahl ist. Drei solche Reihen, zwischen denen 
keine lineare Relation mit ganzen Coefficienten statt hat, sollen von 
einander unabhingige heissen. Hieraus folgt der Satz: 

Stimmtliche hypergeometrische Reihen dritter Ordnung, deren ent- 

sprechende Exponenten nur um ganze Zahlen verschieden sind, las- 

sen sich als lineare, homogene Functionen von drei unabhingigen 
unter ihnen ausdriicken, mit Coefficienten, die rationale Functionen 
in x sind. 

Der Satz gilt in tihnlicher Weise fiir die hypergeometrischen Rei- 
hen jeder Ordnung. Ist die Ordnung die h'*, so lassen sich die ihr 
zugehdrigen Reihen durch h von einander unabhingige unter ihnen 
linear ausdriicken mit Coefficienten, die rationale Functionen in a sind. 














J. Tuomag. 


438 


Zunichst interessiren diejenigen Relationen, welche zwischen drei 
contiguen hypergeometrischen Reihen dritter Ordnung stattfinden. Wir 
wollen hier die Herleitung einiger derselben vollig durchfiihren. 

Deshalb setzen wir abkiirzungsweise 


8 (far ant) — 4 > 8 Resi g*) = 2 
A a (SE 


und bezeichnen die Coefficienten der in der ersten Horizontalreihe 
stehenden Elemente der identisch verschwindenden Determinante 


ia. Soa Vee 
ee oc MS gi iy te 
Aw , Ba , Ca ; Da | 
[4a , Be , Ca , Dae! 


der Reihe nach mit D, D,, D,, D,, so ist nach dem bewiesenen Satz 
D,=0. Setzt man nun zur augenblicklichen Abkiirzung: 
Y@=T1¢+6—1) 1¢+ 6-1) 1¢+ 6" —1); 
und ferner: 
e— Sa+a'Ha")ai . ¥ (a) Y (a’) ¥(a”) 
~~ Th(a—a’) 1 (a—e”) TT (a —a) TT (a —a”) TT (ce —a) T1(a”—a’) ” 
so wird die Constante, welcher 
D .4-2-#-«" | (1) -@-e—-@' —0"- G4+9—f—8") 
gleichzusetzen ist, den Werth besitzen: 
je +6 , a+ , (@ +8) (« +6+1)| ila , a 
H | ‘a “+B , a +B" » (@ +8) (e +8 +1)| =(6-6’) 1,e’ ,a? , 
+8 +B, (+8) (e+ 8+), Aa", @”? 
und ferner diejenige Constante, welcher 
D, .2-¢-#-@" , (1—a)—@-4-a'—e"— (8 +2)— f' 8 
gleichzusetzen ist, den Werth besitzen: 


1,a +8", (@ +8) (@ +6+1)| jL,a@ , a 
— i 1,@ +8", (@ +8) (@ +6+1)\——p\1,¢ , &” : 
1, a” + B’, (+8) (@e’+6+1) }1, a” , a”? 


Endlich wird diejenige Constante, welcher 
D, - eZ-e—e—a” i (1 — @)—-@—e—¢ — a" —6+9—""— 6" 
gleichzusetzen ist, dargestellt sein durch: 
1,a+B , «+6, | 1,a@ ,a@ 
wil,w +P , & +8", _— all ee Be 
1l,a’ +p , a+ 8", | 1, a, a” | 
Hieraus folgt die Gleichung: 
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*) B= (By'g" 7) OB) — Be (B54 Ge *) 
ST. Ger ri, *)—° 

und daraus 

(9) F(a) (B — 6") — Fe (5G a+1,8" t) («+ 6) 


+ Fo (575? gry, %) (+8) = 0. 


Setzen wir in (9°) statt der aufsteigenden Reihen ihre Fortsetzun- 
gen durch absteigende, so fliessen daraus drei neue Gleichungen, von 
denen jedoch nur zwei wesentlich verschieden sind. Nehmen wir in 
diesen x statt ‘ , und vertauschen beziiglich «, «’, @ und B, B’, B”, 
so finden wir: 


(10°) Fa (x) (« — a”) — Fa (3 at 2G” @) 
+ Be (f7 57 grt 2) = 0, 
(11°) Be (2) (@—a") — Bors (GTM Ge @ ) 


ae 
+ 8 (FH gt 7%) = 9 


und hieraus 


(10) Fy (a) (a — a’) + Fe ae y 2) («—e) 
3 EG EET Y 2), 





, 1, a, a”, .\(@+8) («+ 6) (a +6") 
(11) F, (0) (@— 0") + Fon (GF! a8" mrrenys +1) 


~< (5 rs at 1, x )(a—a")=0. 


Eliminirt man aus (10°) und (11*) $e (2), 
so folgt: 
Qa atl,a,a’, ps aie a,o +1, f — 
(12) Goin (GET? Be? Be) 0) — BoB Pe) “ 
+ Ba (seat *) (a —a’) =0. 


Bildet man aus (9*) dadurch eine neue Relation, dass man 6 mit 
B’ vertauscht, und eliminirt aus dieser und aus (9*) §.(%), so erhilt 
man: 
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(13") (Rar: x) (6 — Be($°5 4 


) @) (6 — 8") 
$f) 0-05 


(12) F. (73 + 1a", 1) (a—e) (a—e") —F (8 ee” +1, x) (a—a’) (a—ea’) 


BWR 
= 

TR -~ 
= 


und hieraus folgen die Gleichungen: 


BB , B’, B,B’,B", 


a I atl,a a”, (a+ B) | (e+ 6) (« + 6”) ) (’ —a") 
Feu(gt mm?) ~ (a — & +1) (e—a” +1) 0 


(13) Fe 52 98” ee p")—Fe Ris i, m peer 6’ 
Die Gleichungen (12) und vis kénnen auch so geschrieben werden: 
(14) Fi (5: ae 2) (a—«)(a— "\— Fa re 2) (wd) («—2") 


1 (a , &—1,0”°—1, (a + B) (w+ B’) (« + B") (a — a”) 
~*F. (etigtt eat x) . (@—@ +1) (@—a” +1) =o. 


(14) Be (G2 ott Ge? 2) (@— a") — Be (G76 Tb 2) (we) 





? 


BB BY BBB, 
ted, 
+2 80514 gyi gp ai®) @—“) = 


Nach derselben Methode wollen wir die Relation suchen zwischen 
den vier Functionen 


GE) MEE) MGaER) MGaTe) 
und setzen dabei zur Abkiirzung 

Be) = Be, Be (G44 FG” *) 

Be (542,976 7) — Ber Be(Ge's wg #) — Be 


und bezeichnen die Coefficienten der Elemente der ersten Horizontal- 
reihe der verschwindenden Determinante 


— a 


Ba ? Be ? Be ? Be 
° Be, Be, Be , Be | 

By , Bs , Be , Bz | 

eu. &,. & 


der Reihe nach mit A, A’, A’, A”, so ist 
A. -4-4- 2" (1 —2)— @-a—-a'—0"— 3 48)—7'—8") 
gleich der Constanten 
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la +B, (@+) (@ +841) , (@+8) (@+8-+1) (@+6+2) 
w+ B, (+B) (+B-+1) , (+B) (+841) & +842) | = 




















), +B, (a+ 8B) ("+ B+1) , (+8) (@’+8+1) @'+6+2 
oe ee gol 
1, @ , a | (@+ B) (@ + B) (e+ 8), 
) | i, , 
wenn uw dieselbe Bedeutung hat als auf Seite 438. 
Sodann ist A’. x—¢—-@-@ , (1—z)—@-¢-& — 2" —- 8 +9—8— 7) 
eine lineare Function von x, und zwar gleich 
) 1, (@ +8) (@+B-+1) , (@ +8) («+8 +1) (@ +642 
— ba — mw} 1, (@ +8) (e+ B+) , (+8) (+8 +1) (+642 
1, (@’+8) (@’+B+1) , (@’+8) (@”+6 +1) (a”+6+2 | 
l,a,@ fs (@ + B) + (@ +8) (+8) 
=— ba—pll1,a’, a? 
) 1,0", «| | +(@¢+B)(e’+B)-+e+e+o"4 38-41 
Ferner ist: 
A” . “4-2 -@" . (1—z)- (2— a—a'— a” —(8+3)—3’—p") 
eine lineare ipa! von 2, und zwar gleich 
; L,a +B , (@ +8) (@ +841) (@ +6+2) | 
eotmll,@ +p, @ +B) +6+1) @ +6+2) 
1,@ 4B , (+8) (e+ 641) +842) 
[,«,¢ 
=cea+ul1,ea’, of (a+ @ -+ a” + 36 + 3). 
); “15 @", @” 








Endlich ist 
A” . 4-2-0", (| — 4) - @-a—@ — 0" (8 +3) —f'— 9") 
gleich der Constanten 
1,a+ 6B, (« +8) (@ biked 
1,@+6,(@ +8) +6+1)|=—# a, a? 
1,a°+ 8, (e+ B) (e+ 6+1) | ie a”, a 
Rechnet man in die noch unbestimmten Constanten b und ¢ einen 


gemeinsamen Factor ein, so ergiebt sich fiir die gesuchte Relation die 
Form: 


2 
hae 


— 








Fa (2) (@-++-) (a’+-B) (@”+-8) 
__ shat (e+ 8) (ef +B) + (+8) (+B) (: a, a”, 
+ (e+ ) (c:”+8)+a+o'+o"+3p+iS ~~ \e44, 8’, 8”, 


t+ (capata+e’+3B+3) Fa(h 0, @)— (a) Fe(S, 70re'2) =0. 


o+3, 6, e" 
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Setzt man in dieser Gleichung statt der Reihen §.(x), .. die ab- 


steigenden ¥, (- ), .. oder Fy (-) » ++, SO muss sie durch diese auch 
befriedigt werden. Im ersten Falle beginnt jede der absteigenden Rei- 
hen mit einer andern Potenz von x, und man erhilt durch Verglei- 
chung der Coefficienten der héchsten unter ihnen: 
TT a —1 _ _ , ’ 
rE Ft TE Tey «(e+ 8) (+8) (@" + 8) 
b. 1 (6+ a). 1 (6+e’) . 1 (B+) 
~ eGtitp +e ai . 1(B—K +1). 1B—B’+1)’ 
und demnach 
b= — (6—f6 +1). 6—F& +1). 
Im zweiten Falle beginnen alle vier Reihen mit der Potenz x~?, 
und man erhilt durch Nullsetzung des Coefficienten der héchsten Po- 
tenz des Gesammtausdrucks 


(B—B' +1) (B—B"+1) —c (6’—B —1) + (B—B—1) (6—B—2)= 0, 


also c= # —p—2—B—p’—1 = 6 +p” —28—3, 
und so finden wir nun: 
(15*) Ba (x) (@ + B) (@ + B) (e&” + B) 


4 (@—6'+1) (6—6"+1) a— (a8) (e'+8)— (e+) (c++) ) | | -Be(3 0',0”, x) 
— («+ B) (a”+-8) —a — a’ —a” — 38-1 6-+1, 6’, B”, 
( +6" —26—3)2 a”, ya", 1) 4 
+ hype te poptes. Be (F.0 é, wt) a _— Bo(sieg, "*) ’ 
und hieraus: 


(15) Fe(a) (¢ +8)(e"-+8) — (1-2) F Cog en *)@+B+1) (+842) 


(p’+6’—2 6 —3) x (; 0 a> ) 
1 a ‘the 
+ HB+ I) ae’ tap-+at b+2, 6,6", 
4 “ea (8—B"+1) « — (a+) (a’+8) — («+8) whee . F.(¢ ae”, x) — 
— (a’ + B) (eB) — «— a — a” —3B—1 6+1, 6’, B’, 
Fur owt Fa (5 gt) = As 
B-+-n, 6’ , B”, . 
a+p=a,ec+P=a ,a"+Pp=—a’" t= P+i=e,p—P’+1=c" 
fliesst hieraus: 
(16) A, (n-++-a) (n-+a”) 
éc —aa—aa’ —aa'—aaa' —a—a—a'—1 
+ Ants sates 2a+2a'+2a"—c—c")—2n? 
+ Ante (n+a+1) (n+a+a' +a" —c—c¢ +2) =0, 
welche Gleichung fiir die Differenzenrechnung von Wichtigkeit ist. 
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In (15*) kénnen wir nun die aufsteigenden Reihen durch abstei- 
gende ersetzen, woraus zwei neue Gleichungen zwischen contiguen 


Functionen erhalten werden. Schreibt man in diesen x statt 4 a, ot, ot” 
statt B, 6’, 6’, so sind sie: 

(17) Ba #) (Be) (B-+e) (B’+e) — (1-2) Bers (SPP - 

4 ae 1) (c—a"-+-1) — (Bax) (B+) — (B+-@) aos Fox: ers: a’, a”, w) 

— (6'+e) (B"+-«) — B — -6— —6" —3a—1 6, 6", 

at }(e'+e"—2a—3) «+6+e+~@"+ aa+3} Bape ir i ns . £ n)= 0, 
und wenn man die zu @’ gehérenden Functionen einsetzt, und dann 
a mit « vertauscht: 


(18) Ba (x) (B + a’) (B’ + a’) (8 + a’) | 
pene “$1) x — (B+ea’) (B'-0’) — Be’) (B"a'))q (a,c+1,0", 
T }_@4e) @’4«") —6—6 —f" — 30 —1 j Se C 6 7) 


+a” —2e’— 3) x ’ ,a+2,a, ,a-+3, 0, pes 
rer ewe Be(S 9 re t) — (1a) Be(5 5 no | 


welche Gleichungen man leicht in die fiir die Functionen F,(a) .. 
umsetzt. Die Gleichung (17) kann auch aus der Differentialgleichung 
(3) mittels der Relation abgeleitet werden: 


a, , a”, Ga 5a 5 a+1,a’,a”’, ) 
- - G2) £) — Fa i ee 
cige 8 (rare ) a Oy 7") Ben(; BB, 
Ein leichtes Mittel, Relationen zwischen contiguen hypergeome- 
trischen Reihen dritter Ordnung zu erhalten, bietet der Integralaus- 
druck fiir dieselben. Wir fiigen ein Beispiel hier an. Wir fanden 
unter (4): 


Sete. ke. (—«" —86") | F(x) =/ F (a+, a+’, a—e'-1, xs) ds | 
— 0 8th FP, (1 — 8) 0" +8" 





Durch partielle Integration geht die rechte Seite iiber in 


f sth —e- F(ie+6, a + 6, e—a +1, xs) ds 
4 + B’.—1) . s2?-4-p" . (1—s)@” +3" = 





(«+ 8) («+ 8) f Fat P+1, 046 +1,e@—a'+2,28) ds 


7 ae FIN a+" —1) gt 8=— (1—s)@ +0"-1 
_ «+681 Ta+P'—2) 1 (—e"—B"+1) | op (a,e, 0", , 
me tian itil (8 ee, ) 





e+6 at p MWw+6"—1) T(—e"—6" +1) | 
+6 


a—o +1 a” "—1 vet) . (ae — a” +1) 


woraus folgt: 
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V4 @,a@ ,a@, 
(19) Fea) — Fe (Gry x) 
a oe a, «’—1, ov” —1, 
saat wart Fo pyaar, ®) — 9 

Obgleich bei dieser Herleitung Beschrinkungen gemacht werden 
miissen iiber die Exponenten a, a’, .., damit die partielle Integration 
angewendet werden kann, so sieht man doch die Allgemeingiiltigkeit 
des Resultats aus dem Princip der Continuitit leicht ein. 

Diese Beispiele mégen geniigen, da eine Aufstellung aller még- 
lichen Relationen zwischen contiguen Functionen nicht nothwendig 
erscheint, weil die von uns angegebenen Mittel jedesmal hinreichen, 
die Gleichung, welche zwischen vier beliebig gegebenen contiguen 
Functionen besteht, wirklich aufzustellen. 








Halle, im Marz 1869. 
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Ueber die ebene Abbildung der geradlinigen Flachen 
vierter Ordnung, welche eine Doppelcurve dritten Grades 
besitzen. 


Von A. Cuesscn in GéTTINGEN. 


§ 1. 
Zwei Darstellungen der zu behandelnden Fliiche durch 
Parameter. 


Die windschiefen Flaichen vierter Ordnung mit einer Doppelcurve 
dritten Grades werden durch die Projectionsstrahlen zweier projecti- 
visch auf einander bezogenen Kegelschnitte gebildet (vgl. Cremona, ° 
Mem. dell’ Accad. Bologna, Bd. 8). Die Coordinaten zweier entspre- 
chenden Punkte y, z der Kegelschnitte erhailt man also, ausgedriickt 
durch einen gemeinschaftlichen Werth eines Parameters 4, mit Hiilfe 
von Formeln der folgenden Art: 


Y¥=—a4+4n+RG , 4H a +AP+ Vy; 
(@¢ = 1, 2, 3, 4), 
und wenn w ein weiterer Parameter ist, so sind die Punkte eines Pro- 
jectionsstrahles dargestellt durch: 


1) em =yi + ue = (a +40; 4+ VE) + Uw (ai + AB: + 471). 
Diese Gleichungen stellen die Fliche vierter Ordnung dar, welche 
wir behandeln wollen; und zwar geben sie sogleich die Abbildung der 
Fliche auf der Ebene in méglichst einfacher Form, namlich mit Hilfe 
von Abbildungsfunctionen (in 4, w) von der dritten Ordnung. 
Setzt man in (1) a und ©. an Stelle von 4, #, so erhiilt man fiir 
die x; die Ausdriicke 


(2) euj==fi=v (aw? + bwd+ cd) + w (an? + Bd + yd?) = vit Udi. 
Man sieht, dass die Curven f; = 0 simmtlich bei »v = 0, p= 0 
einen festen Punkt, bei v0, 4 = 0 einen festen Doppelpunkt haben. 
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Daher ist (vgl. diese Annalen Bd. I. p. 253 folgg.) die Ordnung der 
Fliche in der That gleich 3? —-4—1—4, Weitere feste Punkte des 


Systems der Abbildungen ebener Schnitte finden also nicht statt. Wird 


< constant gesetzt, so erhiilt man die Erzeugenden der Fliche; wird 


. constant gesetzt, die Kegelschnitte, welche sie bilden. Nur eine 


Erzeugende ist ausgezeichnet, deren Bild der Punkt w= 0, v =O 
ist, und ein Kegelschnitt, dessen Bild der Punkt 4 = 0, v = 0 ist. 
Endlich ist der Schnittpunkt dieser beiden, ein ganz beliebiger Punkt 
der Filache, ausgezeichnet, indem er sich durch die Gerade v = 0 
abbildet. , 

Parallel mit der durch (2) dargestellten Abbildung geht eine 
zweite, ihr dualistisch entgegengesetzte, welche nicht die Punkte, son- 
dern die Tangentenebenen der Fliche abbildet. Die betrachtete Flache 
entsteht auch durch zwei Kegel zweiten Grades, deren Tangentenebe- 
nen projectivisch auf einander bezogen sind, und bei denen die Durch- 
schnitte entsprechender Tangentenebenen die Erzeugenden der Fiche 
bilden. So wie oben die Ebenen der anwendbaren Kegelschnitte die 
doppelt beriihrenden Ebenen der Fliche sind, so sind hier als Kegel- 
spitzen irgend zwei Punkte der Doppelcurve benutzbar. Sind 


(3) w= A FAB HRC » w= A+ 4B 4 20, 


die Gleichungen fiir die Tangentenebenen zweier solcher Kegel, so 
sind die Tangentenebenen der Fiche durch 


Ou; = VU; -f- ww; = (A; 4. AB; a 4°C;) oa uw (A; a A B; + T;) 
dargestellt, oder wenn man £ : e fiir 4, w’ setzt: 
(4) 0 Uu;=Vv (Aw? + B; Av+ C; A?) oh u (Ai vy? + B; Av + r; A?) a vQ; a u;. 
Fiir £ = Const. erhiilt man die Geraden der Fiche, hier als 


Axen von Ebenenbiischeln aufgefasst, fiir s = Const. die verschiede- 


nen Beriihrungskegel zweiter Ordnung, welche die Fliache zulisst. 
Interpretiren wir 4, uw’, vy als Coordinaten eines Punktes in einer festen 
Ebene, so stellen sich die Tangentenkegel, welche man an die Fliche 
ziehen kaun (oder vielmehr das System ihrer Tangentenebenen) durch 
Curven dritter Ordnung mit einem festen Doppelpunkt (A = 0, v =0) 
und einem festen einfachen Punkt (wu —0O, »=0) dar. Hiner der 
Tangentenkegel zweiter Ordnung ist ausgezeichnet, inidem er sich durch 
den Punkt 4 = 0, vy = 0 abbildet, sowie eine Gerade, die durch u—0, 
v = 0 abgebildet wird; eine durch sie gehende Ebene beriihrt den ausge- 
zeichneten Tangentenkegel; sie ist eine iibrigens beliebige, aber hier 
ausgezeichnete Tangentenebene der Fliiche und wird durch die Gerade 
v =) abgebildet. 





aa 
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g§ 2. 


Zusammenhang der beiden Darstellungen. 


Ich habe in den Gleichungen (2) und (4) fiir 4 und »v dieselben 
Zeichen gewihlt. In der That kann man immer annehmen, dass der- 


selbe Werth 2 in den Gleichungen (2) und (4) auch immer dieselbe 


Erzeugende gebe, einmal als Punktreihe, einmal als Axe eines Ebenen- 
biischels aufgefasst. Um dies zu zeigen, ist nur néthig nachzuweisen, 
dass man die Constanten A, B, C,A,B,1, wenn die a, b,c, a, B, y 
gegeben sind, oder auch umgekehrt diese, wenn jene gegeben sind, 
so wihlen kénne, dass uw, identisch verschwinde. Dies ist in der That 
die Art, wie man von einem der Systeme (2), (4) zum _andern iiber- 
gehen muss, Es sind zu dem Zwecke folgende Gleichungen, identisch 
fiir 4, zu erfiillen: 


PrP, + 2%, + 3%; + HP, =O 
(5) ih + Po¥. + Hs¥3 + O,¥, =O 
WO, + HM + YO; + ¥,O, =O 
YF, + wo + Yy¥s + O,¥%, = 0. 


Diese Gleichungen sind in der That immer erfiillbar; sie geniigen 
zugleich um, wenn die Functionen m, w gegeben sind, die Functio- 
nen ®, ¥ zu bestimmen, und umgekehrt. Nehmen wir z. B. die o, » 
als gegeben an. Die ® so wie die ¥ sind dann Liésungen der Glei- 
chungen 
(6) PF +n, +h, +%,F, =0 

wHP+vF +h; + % F, = 0, 


in welchen die F' unbekannte Functionen zweiter Ordnung sind. Setzt 
man in diesen Gleichungen die Coefficienten der einzelnen Potenzen 
von A gleich Null, so erhilt man 10 Gleichungen ersten Grades zur 
Bestimmung der 12 Coefficienten der F’'; von diesen bleiben also zwei 
beliebig, und die F haben also die Form: 
(7) F; = a%; + BY,;, 
wo a, B beliebige Gréssen, ®, Y aber die beiden von einander unab- 
hingigen Lésungen der Gleichungen (6) sind. Um aber die Ausdriicke 
(7) zu finden, hat man nicht néthig, die erwihnten 10 Gleichungen 
ersten Grades aufzulésen, man kommt mit deren 5 aus. Man bemerkt 
namlich leicht folgenden Satz: : 

Die Erzeugenden der betrachteten Fliche bestimmen einen Complex 
erster Ordnung, auf welchem sie liegen. 

In der That sind die Pliicker’schen Coordinaten der Erzeugen- 
den keine andern (vgl. diese Annalen Bd. II. pag. 1) als die Gréssen 
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(8) Ox = Pi vi — ViVi 

oder F 
~ (9) Cpa = OV. — Vi ®;, 


von denen die ersten die Coordinaten der Verbindungslinie entspre- 
chender Punkte zweier Kegelschnitte, die letztern die des Durch- 
schnitts entsprechender Tangentenebenen zweier Kegel zweiter Ord- 
nung darstellen. Sollen nun alle Erzeugenden einem linearen Complex 


(10) QC ed 0 

angehdren, so muss diese Gleichung, wenn man die q durch ihre 
Werthe aus (8) ersetzt, fiir alle Werthe von 4 erfiillt sein. Da nun 
die gq von der vierten Ordnung in 4 sind, so giebt diese Bedingung 5 
lineare Gleichungen fiir die c¢, welche im Allgemeinen zur Bestim- 
mung derselben hinreichen. Sind aber die ¢ bestimmt, so hat man 


F, = Zen (ep + Br); . 


denn indem man diese Werthe in (6) einfiihrt, und bemerkt, dass 
Ca = — Cy ist, erhilt man: 


2g: FF; =a TSLexn Pi Pit B SAC Pi vi = £ ZLZCix (Pihi—ViP x) =9 


2H; F, = a ELca ¥igit+B ELee Vi ve =— $ ZLealPi—Vigr)—0. 
Man kann also setzen: 
(11) DO; = Ci MY, + Ca Po + Cs Ps + Ci Py 


Yi = C1 Wy + Co vo + Cs vy + Cu Yy, 
sowie umgekehrt: 
(12) Pi = ya, + Ya + Va, + PHM 
% = ya¥, + ve ¥. + vs V3 + va Ys 
Die y sind dabei bis auf einen gemeinsamen Factor dieselben Coef- 
ficienten wie die c, nur in anderer Ordnung, indem nimlich: 


(13) TYVi2 = C35 > TVig = Cn dy TVig = 3 
TV31 = yo » TVan = 413 > TV29 = C14 
1 

4 = — (C49 Cyy C43 Cyp + Cyy C3) = — 


Vie Yai + Vis Vie + Ys Yes 
§ 3. 
Die Fliche und ein linearer Complex. 


Diese Betrachtungen gestatten es, folgende neue Definitionen der 
hier untersuchten windschiefen Fliche zu geben: 

1. Die Fliche ist der Ort derjenigen Sehnen einer gegebenen Rawm- 
curve dritter Ordnung, welche einem gegebenen linearen Complexe ange- 
horen. Die Curve dritter Ordnung ist die Doppeleurve der Fliiche. 
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2. Die Fliiche ist der Ort derjenigen Durchschnitte von Schmie- 
gungsebenen einer Raumcurve dritter Ordnung, welche einem gegebenen 
linearen Complex angehiren. Die abwickelbare Fliche der Schmiegungs- 
ebenen ist zugleich die der doppelt beriithrenden Ebenen. 

Da die eine dieser Definitionen der andern dualistisch entgegen 
steht, so ist nur eine derselben zu beweisen. Und zwar ist nur nach- 
zuweisen, dass bei 1. die dem Complexe angehérigen Sehnen der 
Raumeurve wirklich eine Fliiche vierter Ordnung bilden, welche die 
in Frage stehende Curve dritter Ordnung zur Doppelcurve hat. Seien 
daher A,, A,, A,, A, Functionen dritten Grades eines Parameters 4, 
A,’, A,, ... dieselben mit einem Parameter 2’ geschrieben. Zwei 
Punkte einer durch diese Functionen gegebenen Raumeurve dritter 
Ordnung haben die Coordinaten: 

or = Ay , Oxi = Aj, 
und die Coordinaten der beide verbindenden Sehne sind also: 
dix = A; Ay — Aj A,. 
Soll diese Sehne dem Complex 
Z2ACx dn = O 
angehéren, so erhalt man die Gleichung 
(14) ZZcx (A; Ay — Aj Ax) = 0. 

"Diese Gleichung ist durch 4’ — 4 theilbar, und es bleibt sodann 
eine Gleichung iibrig, welche fiir 4, 4’ symmetrisch und fiir jede die- 
ser Grésseu quadratisch ist. Jedem A entsprechen also zwei Werthe 
von 4°; durch jeden Punkt der Curve dritter Ordnung gehen zwei Er- 
zeugende der Fliiche, oder diese Curve ist Doppeleurve derselben. 

Schneiden wir nun die entstandene Fliiche, deren Coordinaten die 
Form haben: 

ox; = A; + wA;, 
durch eine Gerade, und untersuchen, ob auf dieser wirklich vier Punkte 
der Fliche liegen. Die Gleichungen zweier Ebenen, die sich in die- 
ser Geraden schneiden, seien 
2u%=0 , Ly,4 = 0. 

Dann ist also fiir die Schnittpunkte mit der Fliche: 

Zu; A; + w Lu; A; = 0 

2v,A; + wu Lv, A; = 0, 
oder, nach Elimination von w: 
(15) Du; A; 0; Aj — Lv; A; Du; A; = 0. 
Auch diese Gleichung ist durch 4’ — 4 theilbar, und die iibrigblei- 
bende Gleichung ist symmetrisch fiir 4, 4’, und fiir jede dieser Grossen 
quadratiseh. 
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Man hat also aus (14), (15), indem man jedesmal durch 4’ — A 
dividirt, zwei Gleichungen zweiten Grades fiir die beiden Gréssen 
p=Atd , q=Ai’, 
Gleichungen, welche die Form haben: 
a+bp+eq+dp + epq +f? = 0 
a+ Bp + va+ Op’ + epg + &q° = 0. 

Diese Gleichungen geben vier Werthssysteme p, q, also vier 
Werthepaare 4, 2. Die Gerade w, v wird also von vier Erzeugenden 
der Fliiche getroffen, was zu beweisen war. 

Es ist sehr bemerkenswerth, dass auf diese Weise die in Rede 
stehende Fliiche véllig und eindeutig gegeben ist, wenn man einem 
gegebenen linearen Complexe die Doppeleurve oder die abwickelbare 
Fliche der doppelt beriihrenden Ebene hinzufiigt. Dabei stehen die 
Punkte der Doppeleurve und die doppelt beriihrenden Ebenen in ein- 
deutiger Beziehung zu einander, welche durch den Complex vermittelt 
wird. Denn da durch jeden Punkt der Doppelecurve zwei Erzeugende 
der windschiefen Fliiche, also zwei Complexlinien gehen, so ist ihre 
Ebene diejenige, welche dem betreffenden Punkte der Doppelcurve in 
Bezug auf den Complex zugeordnet ist. 

Besonderheiten der Doppeleurve oder der abwickelbaren Fliiche 
der doppeltberiihrenden Ebenen sind natiirlich hier immer ausge- 
schlossen. 

§ 4. 


Giegenseitiges Entsprechen der Punkte und ihrer Tangenten- 
ebenen in den beiden Darstellungen. 


Gehen wir nunmehr von den beiden conjugirten Abbildungen der 
Flache aus: 
(16) OX; = Vi + M vi 

ou; = vO; + ;, 

indem wir voraussetzen, dass zwischen den g, wv, 9, Y die oben ent- 
wickelten Relationen bestehen. 

Untersuchen wir jetzt, welcher Zusammenhang, bei gegebenem 
uw 
v 


= zwischen den beiden Gréssen und . bestehen muss, damit die 


zweite Gleichung (16) die Tangentenebene desjenigen Punktes der 
Fliche darstelle, dessen Coordinaten durch die erste Gleichung (16) 
gegeben sind. 
Soll diese Beziehung stattfinden, so muss nicht blos 
= 4;%; = 0 
sein, sondern auch 
Zu; dxz;,= 0, oder Lx; du; = O, 





rT 
b) 
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was dasselbe ist. Man muss also die Gleichung Ts 
0O= 2 (v9, + w ¥i) (», dyu+v (F da ‘S. 7" i dv) 
+vidu+u & da +> vas), 


Wegen der Gleichungen (5) kann man dies sofort auf 


(17) 0 = 2 (vo; + w’ ¥) (» - +4 x) 
reduciren. Zwischen den Parametern uw, w' eines Punktes auf ejner 


Erzeugenden und seiner ‘Tangentenebene besteht also diese Gleichung, 
welche die orm hat: 


(18) 0O= 7M + vuN + ow P+ wy’, 
und in welcher M, N, P, Q@ homogene Functionen dritten Grades von 
A und y bedeuten. Die Reihe der Punkte ist dem Biischel der Tan- 
gentenebenen projectivisch; aber die Art der Beziehung hiingt von 
dem Parameter 4 der Erzeugenden ab. 

Kine genauere Untersuchung lehrt, dass die Form der Gleichun- 
gen (17), (18) sich noch etwas vereinfacht. Man hat 


0g; Op. 
M = 50, ae 
on oa 
p= zy, 4 Q = 2¥, . 
Fiihren wir nun fiir tie ®, ¥ ihren Werth als (11) ein, so haben 
wir 
M = Xe; ne OP; ao re) ne, gies OP, 09; 
0 22 «(3 v7 a2 Hey a’ 


und ebenso~ 
. OW; Vi st C9; v Od, OY; 
has —" — = il ‘e. 2 
QO = 2x, ak =} Lex = A+ Ia Fs Dex ie 
Endlich ist noch 


T , OY; 
N = Lex Hx Da 


Og; 
P x Stn J. Sci. a 
ik Uy, oa 
Vertauscht man in P die Indices i und k, und setzt — ce, statt Cri, 
so hat man 


N— P= Xea (9 2 ae 


a 
= a (= Ci Dk vi) 
Aber die ¢; waren oben so bestimmt, dass der eingeklammerte Aus- 


druck identisch verschwindet. Daher ist N= P. Ferner 
29* 
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LF 0%, CY, Ov; 4 0%; ) OM, 
=a om (3 +s v) a —\a tte?) 
—— i es Ov; 0%; ann) 


av ch ov a, 
Setzt man also: 


M = ZC ‘Ov Oh 
: OD, OY; OW; a) 
C ees Ee pe ee ee, 
(19) A Zi (Z On Ov on 
Ov, OY; 
K= 20a BH’ 





so verwandeln die Gleichungen (17), (18) sich in folgende: 

(20) yM+v(ut+e)A+ ew K=O, 

wo die Functionen M, A, K nur noch quadratisch sind. Das Ent- 
sprechen der Parameter uw, uw’ ist ein gegenseitiges. 


§ 5. 


© 


Gleichung der Fliiche. 


Ks ist leicht, aus den Gleichungen (14) auch die Gleichung der 
Kliche, sei es in Punkt- oder in Ebenencoordinaten, abzuleiten. 'an- 
gentenebene der Fliche ist jede Ebene, welche durch eine Erzeugende 

— a ; ; 
geht. Ist 4, ein Werth von ~, welcher einer bestimmten Erzeugen- 
den entspricht, so muss fiir eine Ebene, welche durch diese Erzeu- 
gende geht, die Gleichung 

O = @ (Hy % + Uy Hy, + Uy Xs + Uy %) 

= vlugt uwluy; 
durch 4 = A,yv erfiillt werden, d. h. die Gleichung muss 4 — d,y als 
Factor enthalten. Da dieses unabhiingig von uw eintreten muss, so 
miissen gleichzeitig die Ausdriicke 
= Ui Qi ,» = Uz; Wi 
fiir 4 = 4,v verschwinden. Die Bedingung fiir eine Tangentenebene 
der Flaiche ist also, dass die Gleichungen 
DU; Qi= 0O ; 24 Y= 0, 


- . a ‘ a 

fiir einen Werth von — zusammen bestehen; oder die Gleichung der 
Fliche in Ebenencoordinaten ist das Resultat der Elimination von 4 
aus den Gleichungen: 
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0O= vu, + vam + Vu, 
an # 2 
0 = vq + vius + uy, 
so dass die Gleichung der Fliche folgende wird: 


O == (Uq Uy — Uy tla) (ty Uy — Ue Uz) — (Ma Uy — Ue Ua)’. 

Bildet man ebenso die Bedingung dafiir, dass ein Punkt der Fliche 
auf emer ihrer Geraden liegt, so kann man dieses so ausdriicken, dass 
unter den von dem Punkte aus an die Fliche gelegten Tangentenebe- 
nen sich dasjenige Biischel von Ebenen befindet, welches die durch 
den Punkt gehende Erzeugende 4 = A,v zur Axe hat. Die Gleichung 


O=vla;,90; + wL4;¥; 
muss daher durch 4 = 4,v befriedigt werden; es muss : = A, eine 
gemeinsame Lésung der Gleichungen 

24,9,;=0 , 24;¥; = 0, 
oder was dasselbe ist, der Gleichungen 

vA, + vA B, + VC, = 0 

vA, +vAB, + VT, = 0 
sein. Die Gleichung der Fliiche in Punktcoordinaten ist daher: 


0 = (Ax B. 7 B, A.) (B. ha — C; B.) oe (A, Tx pa Cz A;)’. 


§ 6. 
Die Doppeleurve und die doppelt beriihrenden Ebenen. 


Die doppelt beriihrenden Kbenen sind dadurch charakterisirt, dass 
sie een auf der, Fliche liegenden Kegelschnitt enthalten. Die Glei- 
chung - 

0=elua, = Lu (vgyit+ wv), 
welche fiir den Schnitt der Ebene w mit der Fliche gilt, muss also 
fiir emen gewissen Werth - = pm, erfiillt werden, d. h. man muss 


haben 
2 tj (9: + wy vi) = 0, 

unabhiingig von A und v. Diese Gleichung lést sich also in die drei 
folgenden auf, welche die abwickelbare Fliche der doppelt beriihren- 
den Ebenen bestimmen : 

Ua + Uy Va = O 
(21) Us + Uy Uz = 0 

Uc + flo ty = 0. 

Diese Gleichungen lassen die Coordinaten einer doppelt beriihren- 


den Ebene als Functionen dritter Ordnung des Parameters u, = £ 
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ausdriicken. Man hat also eine abwickelbare Fliiche dritter Classe 
vor sich. 

Ebenso sind die Punkte der Doppelcurve dadurch charakterisirt, 
dass die von ihnen an die Fliche gelegten Tangentenkegel in einen 
Kegel zweiter Classe und zwei Ebenenbiischel sich auflésen. Fir die 

to] 


, . uw’ . 
Tangentenebenen des Kegels zweiter Classe hat > eimen constanten 
Werth uw); man hat also fiir diese Punkte die Bedingung, dass die fiir 
alle von ihnen an die Fliiche gelegten Tangentenebenen giiltige Glei- 


chung 
0= esua = Lx; (v9; + w ¥;) 
“Y — is . . 
durch . =, befriedigt werden muss, und zwar muss die Gleichung 


O = La; (VM; + wo Vi) 

unabhiingig von 4 bestehen, so dass sie sich in die Gleichungen 

A, + w A, = 0 
(22) B, + wo B, = 0 

Ce + wo FT. = 0 
auflést. Diese Gleichungen stellen in der That eine Curve dritter 
Ordnung dar, indem die x als Functionen dritten Grades eines Para- 
meters : = my sich aus ihnen bestimmen. 

Zwischen den Parametern u,, uo findet ein eindeutiges Kntsprechen 
in der Art statt, dass jedem Punkte der Doppeleurve die Ebene der 
beiden durch ihn gehenden Erzeugenden entspricht, und umgekehrt 
jeder doppelt beriihrenden Ebene der Schnittpunkt der beiden in ihr 
liegenden Erzeugenden. 

Driickt man sich die wu aus (21) durch w,, die x aus (22) durch 
uy aus, und bildet die Bedingung u, =, welche aussagt, dass eine 
doppelt beriihrende Ebene durch einen Punkt der Doppelcurve gehe, 
so erhailt man die Determinanten des unvollstiindigen Systems der Coef- 
ficienten von (21) mit denen des unvollstiindigen Systems der Coeffi- 
cienten von (22) multiplicirt, und die Summe gleich Null gesetzt; oder, 
nach bekannten Determinantensiitzen die Gleichung: 


Aat+tyAat+tto Aa ttotty Ac AoA ito Az+ity Ao tote As Ac + ty Ay+ tg Footy Fy 
Q == Bat+woBa+ty Bat wyuoBe Bot Bs+uoBot+moteBs  BeteuyBy+ py Foto Ty 
Cat HoCatto Ta+ Molly Pe Co+Mol 8 +n) T + Hotto Ts Ce ty Cy +t Te tote Ty 


Bildet man aber die Bedingung dafiir, dass der Ausdruck 
Z(Mi + My Yi) (PM; + Uo Vi) 
unabhangig von 4 verschwindet (§ 2.), so findet man, dass die Glie- 


der der obigen Determinante sich durch vier Gréssen so ausdriicken 
lassen, dass 





wy Ty 
"Si 
Lo Ty 





AL 
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Ag + +++ nO Ay + eee — A, + ++-=t 
Bote =r By + +++ =— (s+24) Be + +++ =w 
Cy +e = s CG, +++ =—w C, + +++ = 0. 


Daher ist der Werth der obigen Determinante: 
(st — rw) (s + #). 

Die gesuchte Gleichung zwischen uw, und uy zerfallt also in die 
fiir beide Gréssen lineare: 
(23) By + ty Bs + to Bo + ty uo Bs = 0, 
und in die aus st — rw =O entspringende Gleichung, welche fiir 
beide quadratisch ist. Die Gleichung (23) liefert also fiir jede doppelt- 
beriihrende Ebene den Punkt der Doppelcurve, in welchem sich die 
in der Ebene liegenden Erzeugenden noch treffen, und fiir jeden Punkt 
der Doppeleurve die Ebene der durch ihn gehenden Erzeugenden. Die 
andere Gleichung hingegen liefert die beiden Punkte, in denen die 
Doppeleurve von dieser doppelt beriihrenden Ebene mw, ausserdem noch 
getroffen wird, und in welchem die Erzeugenden der Ebene sich mit 
dem in der Ebene liegenden Kegelschnitte treffen; oder sie giebt die 
beiden doppelt beriihrenden Ebenen, welche durch einen Punkt uo der 
Doppelcurve ausserdem noch gehen, und welche durch je eine der ihm 
angehdrigen Erzeugenden gehen und die von ihm aus an die Fliche 
gelegten Tangentenkegel zweiter Ordnung beriihren. Es ist schon 
oben bemerkt, dass die erste Beziehung keine andere ist, als die zwi- 
schen Punkten und den ihnen in Bezug auf den Complex zugeordne- 
ten Ebenen (§ 3.). 


§ 7. 
Die Abbildung der Doppeleurve. 


Ich kehre zu der Abbildung der Oberfliiche zuriick, und zwar be- 
trachte ich diejenige, bei welcher jedem Punkte der Oberfliche em 
Punkt der Abbildung entspricht: 

24) QL = VP; + UY. 

Ich werde die Abbildung der Doppeleurve aufsuchen, d. h. die 
Beziehung zwischen 2, uw, v, welche eintreten muss, damit ein zwei- 
tes System 4’, w’, v’ existire, welches dieselben Verhiltnisse der « 
liefere wie jenes. Zu diesem Zwecke brauchen wir nur zu bemerken, 
dass nach dem Obigen die Punkte der Doppeleurve durch die Gleichun- 
gen (22) 

A, + Mo A, = 0 
0 
0 


(25) 


B. 
r 


| 


on. Sy 


= st 


x 
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gegeben sind. ‘T'riigt man die Werthe (24) der a hier ein, so erhilt 
man : 
( (© dy + wy) + ws (v Ay + wy) = 0 
(26) (v By + w By) + wi (v By + wBy) — 0 
|@G + uC) + us (ly + aly) =O. 
Multiplicirt man diese Gleichung beziehungsweise mit v?, v4, 4? und 
addirt, so erhalt man 
(ylgiOi+e Ty) + mw (VAH¥i + uy Yi) = 0, 
eine Gleichung, welche wegen der Gleichungen (5) identisch erfiillt 
ist; man kann daher eine der Gleichungen (26) auslassen, etwa die 
mittlere. Setzt man nun fiir die g, w ihre Werthe ein, und bemerkt, 
dass wegen (5) 
A, =0,A,=0,A=2=0,A.=0 
% =0,6 =0,f, =0,1, =0, 
so zeigt sich, dass man die erste Gleichung (26) durch A, die letzte 
durch y dividiren kann, und es bleibt also: 


{» (vA + 4Ac) + w(v Ag+ 2 Ay) $+ {e(v As + 2Ac) +4 (VAs + 2 Ay) \ 
{v(vCa+ 2 Cr) + w(v Ca +4 Cp) } +e {v (ola +20) + mw (ola +203) } 

Diese Gleichungen geben erstlich, indem man den Parameter uy 
eliminirt, die Gleichung der Abbildung der Doppelcurve: 


v(vA,+4A)+u(vAstaAy) — v(vA,+AA)+u(vA; + 4A,) 
v(v, +416,)+u(vC, + 4C;3) v(v0a +41, \+tu(rle + ATs) = 


Dies ist die Gleichung einer Curve vierter Ordnung, welche 2 so 
wie « nur quadratisch enthilt. Die Curve also hat in den beiden Fiun- 
damentalpunkten (A = 0, v = 0 und wp = 0, v = 0) Doppelpunkte. 

Zweitens aber geben die Gleichungen (27) die Erzeugung dieser 
Curve durch Kegelschnittbiischel. Denn betrachten wir in jenen Giei 
chungen wo als Parameter, so stellen dieselben zwei projectivisch auf 
einander bezogene Kegelschnittbiischel dar , 

{ K+ w Kk’ =0 
\ L + My L’ = 0. 


Dieselben haben zwei feste Punkte, die Fundamentalpunkte der 
Abbildung, zu gemeinschaftlichen Grundpunkten, und zwei Kegel- 
schnitte der Biischel schneiden sich daher ausserdem noch in emem 
beweglichen Punktepaare, welches dann einen Punkt wy der Doppel- 
curve abbildet. Jedes der Biischel (29) hat ausser den I'undamental- 
punkten noch zwei einfache Punkte der Curve (28) zu Grundpunkten; 
Punkte der Curve (28), denn da deren Gleichung die Form 


KL’ — LK’ =0 


(29) 





) 





Ebene Abbildung einer Classe von Fliichen vierter Ordnung. 457 


annimmt, so wird dieselbe erfiillt durch K =0, K’ =O, und durch 
L=0, L’=0. 
Schreibt man, nach v, 4, w geordnet, die Gleichungen (27) in 
der Form: 
(30) Phu + Qav + Ruv + Sv? = 0 
Piu+t+ Yao + Ruv+ Sr’ =0, 
wo dann die Coefficienten lineare Functionen von gy sind, so erhilt 
man durch Combination der Gleichungen: 
vy {(PY— QP) 4+ (PR — RP’) u+4+ (PS'—SP’) v} =0. 

Der eine Factor ist die Verbindungslinie der festen Punkte, in 
welchen die Kegelschnitte (30) sich schneiden; der andere giebt also 
die Verbindungslinie der beweglichen, d. h. zweier Punkte der Abbil- 
dung, welche zusammen einen Punkt der Doppeleurve darstellen. Be- 
zeichnet man also durch &, y, € Liniencoordinaten in der Bildebene, 
so hat man fiir die Coordinaten der Verbindungslinien der die Curve 
vierter Ordnung constituirenden Punktepaare: 

o& = PQ’ — OP’ 

on = PR — RP, 

of = PS’ — SP’, 
wo 6 ein unbestimmter Factor ist. Die Verhiiltnisse der —&, 4, § sind 
also quadratischen Functionen von uo gleich, oder die Verbindungs- 
linien der Punktepaare umhiillen einen Kegelschnitt. 

Die Tanygenten dieses Kegelschnitts stellen Curven dritter Ord- 
nung dar, welche auf der Fliche liegen, und einen wirklichen Dop- 
pelpunkt besitzen, also eben sein miissen. Jede solche muss sich da- 
her mit einer Geraden zu einem ebenen Schnitt ergiinzen, und da in 
der Abbildung hierdurch nur zwei Gerade gegeben werden, so muss 
die Abbildung des Schnitts durch die Linie v = 0 ergiinzt werden, 
welche nur einen Punkt, und zwar einen ganz beliebig gewihlten, der 
Iliiche darstellt. Diese ebenen Schnitte gehen also durch den beliebig 
vewihlten Punkt (2) der Fliiche und durch je eine Erzeugende, oder, 
was dasselbe ist, sie sind die 'Tangentenebenen des von P an die 
Flache gelegten Tangentenkegels. Die Curven dritter Ordnung, welche 
in den Tangentenebenen dieses Kegels liegen, werden durch die Tan- 
genten des oben erwiihnten Kegelschnittes () abgebildet; um zu der 
Bedeutung der Punkte des Kegelschnitts K zu gelangen, bemerke man 
Folgendes. Je zwei benachbarte T'angentenebenen des Kegels schnei- 
den sich in einem Strahl, welcher Seite des Kegels ist, der von 
P ausgehend zwei unendlich nahe Erzeugende trifft und dann noch 
einen Punkt der Oberfliche (Y) bestimmt. In diesem Punkte @ miis- 
sen sich zwei aufeinanderfolgende unter jenen Curven dritter Ordnung 
schneiden, und der Kegelschnitt K bildet also den Ort der Punkte Q 
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ab. Der Kegelschnitt K trifft die Linie vy = 0 zweimal; dem entspre- 
chend fillt zweimal ein Punkt Q in den Punkt P hinein. Legt man 
nimlich in P die Tangentenebene der Fliche, so schneidet dieselbe 
die Fliche noch in einer durch P gehenden Curve dritter Ordnung, 
und da diese einen Doppelpunkt hat, so kann man von P nur zwei 
Tangenten PR, PR’ an dieselbe legen. Diese sind die durch P 
gehenden Doppeltangenten der Oberfliche; in R, R’ schneiden sie 
zwei unendlich nahe Erzeugende, sind also Seiten des oben betrach- 
teten Kegels, und zugleich riickt der vierte Schnittpunkt des Strahls 
und der Flache nach P. 


Der Kegelschnitt K repriisentirt eine Raumcurve sechster Ord- 
nung mit einem Doppelpunkte in ?; man hat also den Satz: 


Wenn man von einem belicbigen Punkte P der Fliche Tangenten 
an dieselbe zieht, so schneidet jede derselben sie noch in einem bestimm- 
ten Punkte Q. Der Ort der Punkte Q ist eine Rawmeurve sechster Ord- 
nung vom Geschlecht p= 0, mit einem wirklichen Doppelpunkte in P. 

Diesem Satze steht dualistisch der folgende gegeniiber: 


Durch jede Tangente eines durch cine Erzeugende gehenden ebenen 
Schnitts der Fliche geht noch cine Tangentenebene, welche nicht in einem 
Punkte des Schnitts beriihrt. Diese Ebenen bilden eine abwickelbare Fliche 
sechster Classe vom Geschlecht p=0O, welche die Ausgangsebene zur 
Doppeltangentencbene hat. 


§ 8. 


Construction der Abbildung. 


Man kann nun in der Bildebene von einer beliebig gegebenen 
Curve vierter Ordnung mit zwei Doppelpunkten ausgehen, und in der 
Voraussetzung, dass sie die Abbildung der Doppelcurve sei, das System 
der Abbildungen ebener Schnitte construiren. Zu diesem Zwecke muss 
man nur die Punktepaare der Curve vierter Ordnung zunichst defini- 
ren, wozu die Gleichungen (28), (29) augenblicklich fiihren. 

Bezeichnen wir der Kiirze wegen die Doppelpunkte der Curve vierter 
Ordnung durch M, N; wihlen wir ferner auf der Curve zwei vorliutig 
beliebige feste Punkte P,Q. Durch alle vier legt man ein System 
von Kegelschnitten; jeder Kegelschnitt des Systems trifft die Curve 
noch in einem weitern Punktepaare ft, S. Diese Punktepaare Li, S 
kénnen bei gehériger Wahl von P, Q als die Bilder der Punkte der 
Doppelcurve betrachtet werden. 

Durch eines der Paare R, S und durch M, N niimlich lege man 
einen weitern Kegelschnitt, welcher die Curve vierter Ordnung in 
P’Q’ schneide. Man kann zeigen, dass P, Y, M, N und P, Y, M, N 
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die Grundpunkte zweier Biischel von Kegelschnitten sind, welche sich 
ausserdem nur noch im Punktepaare R, S schneiden. 

Um dies einzusehen, gehen wir auf die elliptischen Integrale zu- 
riick, welche durch die Curve vierter Ordnung begriindet werden. Be- 
zeichnen wir die den Puxkten entsprechenden Integrale erster Gattung 
durch dieselben Buchstaben, wie die Punkte, so miissen wir nur fiir 
jeden der Doppelpunkte zwei Integralwerthe, MM’, NN’ einfiihren, 
welche den in ihnen vereinigten Punkten entsprechen. Legen wir 
durch die Doppelpunkte WM, N eine Curve n'* Ordnung, so ist die 
Summe der ihrem Schnittpunkte mit der Curve vierter Ordnung ent- 
sprechenden Integrale erster Gattung gleich dem n-fachen einer ge- 
wissen Constante k, und umgekehrt ist es, um ein solches Schnitt- 
punktsystem zu charakterisiren, hinreichend, dass die Integralsumme 
diesen Werth habe (vgl. Crelle’s Journal Bd. 63 p. 197). Da aber die 
Gerade M, N nur in diesen Punkten trifft, so ist schon 

M+M+N+4+N =k, 
und fiir die iibrigen Schnittpunkte wird die Integralsumme gleich 
(1 —1)k. Fiir die ausserdem durch P, Y gehenden Kegelschnitte ist 
also 
(1) P+@Q+h+S8=—k, 
und die Paare R, S sind durch diese Gleichung definirt. Aber fiir 
cm Paar R, S ist auch 
(2) P+@¢+Rh4+S=kKk, 
also 

P+Q=P4Q, 

und die Gleichung (2) besteht also fiir alle Paare Rt, 8S; alle Paare 
I}, S liegen also mit P’, Q’ auf emem durch M, N gehenden Kegel- 
schnitt. 

Macht man MW, N zu zwei Ecken eines Coordinatendreiecks und 
bezeichnet man die Coordinaten durch 2, uw. v, wie oben, so haben 
die durch MNPQ oder MN P’Q’ bestimmten Biischel die Form (29) 
oder (30); die Verbindungsstrahlen der Paare umhiillen also auch einen 
Kegelschnitt. 

Sollen nun die Punktepaare 2}, S die Punkte der Doppelcurve der 
behandelten Fliche darstellen, so muss ein dreifach unendliches System 
von Bildern ebener Schnitte existiren, d. h. von Curven dritter Ord- 
nung, welche durch N gehen, in M einen Doppelpunkt haben, und 
die Curve vierter Ordnung ausserdem in drei Punktepaaren R, S schnei- 
den. Sind Rk, S; R’S’; R’, S” diese Punktepaare, so muss man 
haben : ‘ 

(3) 2(M@4+M)4+N4+N4 R484 R484 Kh +S’ =3Bi, 


oder, was nach dem Vorigen. dasselbe ist: 
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(4) M+ M+2(N+N) +3(P+Q) = 3h. 


Die Punkte P,Q sind also die Beriihrungspunkte einer Curve 
dritter Ordnung, welche einfach durch M geht, N dagegen zum Dop- 
pelpunkte hat, und die Curve vierter Ordnung in jenen Punkten drei- 
punktig beriihrt. 

Solcher Curven giebt es neun einfach unendliche Schaaren; denn 
wihrend P beliebig gewahlt werden kann, gehéren zu einem gewihl- 
ten P noch neun Punkte Q, welche durch die Dreitheilung der ellip- 
tischen Functionen gefunden werden, und zwischen denen analoge 
Beziehungen bestehen, wie zwischen den Wendepunkten eine Curve 
dritter Ordnung. Eine Lésung dieser Aufgabe miissen wir als gefun- 
den voraussetzen, und also ein Punktepaar P, Q gefunden; die iibrigen 
(P’, Q’) derselben Lésung angehdrigen findet man dann wie oben an- 
gegeben. 

Statt diesen Weg einzuschlagen, hiitte man auch, von der Glei- 
chung (3) ausgehend, die Paare f, S direct definiren kénnen; denn da 


R+S=]R+S = Rk" +8", 
so kann man an Stelle von (5) auch setzen 
2(M+ M’)+ N+N+3(R+S) = 3k. 
Die Paare IR, S werden also genau so gefunden, wie die Paare P, Q, 
nur dass die Punkte MW, N ihre Rolle vertauscht haben. Die hierbei 
auftretenden Curven dritter Ordnung, welche in einem Punktepaare 
R, S dreipunktig beriihren, stellen offenbar die Schnitte der Schmie- 
gungsebenen der Doppelcurve mit der abgebildeten Fliche dar. 

Ks bleibt nun iibrig zu zeigen, dass das System der Curven drit- 
ter Ordnung, welche M zum Doppelpunkt, N zum einfachen Punkte 
haben, und welche ausserdem in drei Punktepaaren /t, S schneidet, 
ein System mit drei linearen Parametern ist; wodurch dann die ange- 
gebene Configuration als Bild einer Fliche der behandelten Art erkannt 
wird. Diesen Beweis fiihrt man folgendermassen. 

Gehen wir von einer der Curven dritter Ordnung aus, welche in 
M einen Doppelpunkt, in N einen einfachen Punkt haben, und welche 
in einem Punktepaare 22, S dreipunktig beriihren. Die Gleichung die- 
ser Curve sei p= 0. Ich lege nun eine beliebige Curve gleicher Art, 
welche aber in #, S nur zweipunktig beriihrt, und daher nothwendig 
in einem andern Punktepaare trifft. Sei ~ =O die Gleichung dieser 
zweiten Curve. Alle Curven gleicher Art, welche in 2, S beriihren, 
gehen dann durch die neun Schnittpunkte von pg =—0, yO, und 
haben also die Gleichungsform gm + 24 » = 0. 

Ich lege fernver eine analoge Curve y=, welche nur einfach 
durch R,S, aber noch durch das Paar f’, S’ geht, in welchem 
gy + 4y = O trifft. Alle andern Curven, welche dieselbe Higen- 
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schaft haben, miissen dann durch die sémmtlichen Schnittpunkte von 
4=0 mit p+ 4y=O0 gehen, und haben also die Gleichungsform 
y + Av+uz = 0. Von einer beliebigen Curve dieser Art kénnen wir 
fordern, dass sie, ausser durch R, S und R’, S’ durch ein beliebiges 
drittes Paar R”, S” geht. Legen wir nun endlich eine analoge Curve 
&#=0 dureh R’, S’ und FR’, 8S”, so geht jede andere, welche dieser 
Forderung geniigt, durch die Schnittpunkte von 


#=0 mit p+iyv+puzy—0, 
und hat also die Form 


PptAy+uyt+vi=—O0. 
Die allgemeinste Curve dieser Art geht, wie man sieht, durch drei 
beliebige Punktepaare, und es sind also in dieser Form mit drei linea- 
ren Parametern iiberhaupt alle in Frage stehenden Curven enthalten. 
Es ist damit bewiesen, dass dieses System die ebenen Schnitte einer 
Fliiche vierter Ordnung mit einer Doppelcurve dritten Grades darstellt. 


§ 9. 
Zusammenfallende Punktepaare. . Die Paare P, Q. 


Legt man durch P, Q, M, N Kegelschnitte, so schneiden diesel- 
ben die Curve vierter Ordnung immer in Paaren F, S. Unter diesen 
Kegelschnitten giebt es vier, welche beriihren, fiir welche also die 
Punkte eines Paares einander unendlich nahe riicken; diese vier Kegel- 
schnitte werden durch die Zweitheilung der elliptischen Functionen 
gefunden, indem fiir sie, wenn TT den gemeinschaftlichen Werth der 
Integrale R, S bezeichnet: 

P+Q+2T=k. 

Diese vier Punkte stellen die vier Punkte der Doppelcurve dar, in 
welchen die Tangentenebenen zusammenfallen, so dass jeder durch 
einen Punkt gelegte ebene Schnitt in ihm einen Riickkehrpunkt erhilt. 

Bezeichnet man durch J, J’ die Periodicitiitsmoduln der ellipti- 
schen Integrale, so sind die diesen vier Punkten entsprechenden In- 
tegrale : 





T = k —i oh 

Ti, == wd os 2: Lf 

TT, = ‘= cet + 2 
Gn oP g EEE, 


Daher hat man mit Hinweglassung ganzer Perioden: 
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(1) T+, +1, +1; +2P+2Q =2k. 


Die vier Punkte T liegen also auf einer Curve dritter Ordnung, 
welche durch M,N geht und in P, Q beriihrt; womit der Lage eines 
dieser Punkte durch die iibrigen gegeben ist. 

Man kann aus diesem Satze einen entsprechenden fiir die Fliiche 
vierter Ordnung ableiten, indem man zuniichst die Paare P, Q geo- 
metrisch definirt. Die Kegelschnitte, welche durch M, N und ein 
gewisses Paar Kt, S gehen, sind Bilder der ebenen Curven dritter 
Ordnung, welche mit je einer Erzeugenden einen ebenen Schnitt bil- 
den, und durch einen festen Punkt der Doppelcurve gelegt sind. Diese 
Curven dritter Ordnung treffen die Doppelcurve immer noch in den 
beiden Punkten, welche mit den Schnittpunkten einer Erzeugenden 
auf der Doppelcurve vereinigt liegen; wiihrend die Bilder jener Cur- 
ven das Bild der Doppeleurve in den Paaren P, Q treffen. Die Paave 
P,Q sind also die Bilder der Punktepaare, welche mit den Schnitt- 
punkten einer Erzeugenden auf der Doppelewrve vereinigt liegen. 

Hiernach sagt z. B. die Gleichung (4) des § 8., durch welche die 
P, Q definirt werden, den Satz aus: 

Es giebt cin System von Raumeurven fiinfter Ordnung vom Ge- 
schlecht p = 0 auf der Fliche (abgebildet durch Curven dritter Ordnung 
mit einem Doppelpunkte in M), welche jede Erzeugende zweimal, jeden 
Kegelschnitt der Schaar einmal treffen, und welche je in den Schnitt- 
punkten einer Erzeugenden mit der Doppelcurve dic letztere dreipunktig 
beriihren, an jenen Stellen aber den weitern Verlauf in demjenigen Theile 
der Fliiche nehmen, in welchem die betreffende Erzeugende nicht liegt. 

Sodann aber giebt die Gleichung (1) dieses § den Satz: 

Durch jeden Punkt der Fliche (in der Abbildung v = 0) kann 
man eine Curve sechster Ordnung vom Geschlechte p = 1 legen, welche 
jede Erzeugende und jeden Kegelschnitt zweimal trifft, in den Durch- 
schnitten einer Erzeugenden mit der Doppeleurve ganz wie im vorigen 
Satze, aber nur zweipunktig, beriihrt, und durch die vier ausgezeichne- 
ten Punkte der Doppelcurve hindurchgelht. 

Nun bemerke man noch Folgendes. Wenn man ein Paar f, S 
mit M verbindet, so erhalt man die Bilder der beiden durch den ent- 
sprechenden Punkt gehenden Erzeugenden. Sie schneiden die Curve 
vierter Ordnung noch in zwei Punkten Fk’, Rk”, und durch die ihnen 
entsprechenden Punkte der Doppeleurve muss auch noch der Kegel- 
schnitt der Schaar gehen, welcher mit den Erzeugenden sich zu einem 
ebenen Schnitte ergiinzt. Die Punkte S’, S", welche R’, R” zu Paa- 
ren erginzen, liegen also mit N in einer Geraden, dem Bilde des ge- 
nannten Kegelschnitts. Man erweist dieses auch leicht durch Betrach- 
tung der Integrale. 

Wenn man nun ein Paar TT, TT mit M verbindet, so erhilt man 
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die Bilder zweier zusammenfallenden Erzeugenden. Es entstehen so 
die vier besonderen Erzeugenden, deren Herr Cremona erwihnt. 
Jedes Paar unendlich naher Geraden TT M schneidet die Curve vierter 
Ordnung noch in zwei unendlich nahen Punkten R’, R”’, denen dann 
auch zwei unendlich nahe Punkte S’,S” entsprechen. Letztere aber 
liegen mit N in einer Geraden, und man hat also den Satz: 

Die Verbindiumgslinie von M mit einem zusammenfallenden Punkte- 
paar TT schneidet die Curve vierter Ordnung noch in einem Punkte R, 
welcher mit dem Beriihrungspunkte einer von N an die Curve gezoge- 
nen Tangente ein Paar bildet. 

Die Gleichung vierten Grades, welche die Punkte TT liefert, er- 
hilt man aus den Gleichungen (2) des § 1, wenn man die Bedingung 
aufstellt, dass die Ausdriicke der x sich nicht iindern, sobald man an 
den A, uw, v passend gewiihlte unendlich kleine Aenderungen anbringt. 
Man erhiilt dann sofort die Gleichung: 

e Og, O Ow, Ow 
Om t+ a i Dh ay” 


welche in der That vom vierten Grade ist. 


§ 10. 
Curven, welche auf der Fliiche liegen. 


Es ist sehr leicht, sich eine Uebersicht der Curven zu verschaffen, 
welche die Fliche enthilt. Da der durch v dargestellte Punkt in keiner 
Weise ausgezeichnet ist, so geniigt es, diejenigen Curven zu betrach- 
ten, welche nicht durch diesen Punkt gehen. Hine soleche Curve mag 
sich in der Abbildung durch eine Curve m'** Ordnung darstellen, fiir 
welche M ein afacher, N ein bfacher Punkt ist. Man hat dann noth- 
wendig 

m==a-+t b. 

Die Ordnung der zugehérigen Raumcurve aber ist: 

n= 3m — 2a —b=a-t 2b. 
Ferner ist, wenn wir von wirklichen Doppelpunkten absehen, welche 
die Curve m'* Ordnung, und damit auch die Curve n'* Ordnung, 
noch annehmen kann (wirkliche Doppelpunkte, die nur vermége der 
Doppelcurve sich bilden, erniedrigen das Geschlecht nicht), das Ge- 
schlecht der fraglichen Curve: 


m — 1. m—2 a.a—l1 b.b—1 


p= ~~ — — — == (a—1) (b — 1), 





2 2 2 
und endlich die Zahl der in einer solchen Curvenart auftretenden will- 


kiirlichen Constanten (Grad der einem Curvensystem anhaftenden Un- 
endlichkeit) : 


q=ab+a+t+b. 









| 
| 
| 
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Hiernach erhalt man fiir die niedrigsten Curven die folgende Tafel: 





—n=at2b | a | b | m=a+b | p=(a—1)(b—1) q=ab+a+h 


1 1 0 =a 0 1 
2 0 1 1 | 0 1 
3 |1|1 2 0 3 
4 2/1 3 0 5 
5 ee 3 0 | 5 
5 3) 1 4 0 7 
6 ris) 4 | 1 8 
9 4/1 5 0 9 


Ueberhaupt giebt es von einer ungeraden Ordnung 2/-+ 1 die 
folgenden & Arten : 





a 6 | m | p | q 
1 kK #k+1 0 2k +1 
3 ite | K-42 | 2(k—2) | 4k —1 
5 4 4 (k—3) | 6k — 
2 e ee ee ee ok ee ee ee 
%—1} 1 | % |! 0 |4k—1, 


von gerader Ordnung 2/ aber die k — 1 Arten: 


eS jtaitis) 2 p qd 

2 |k-1/4+1| t—2 |8k—1 
| 

4 |k—2}k+4+2|3(k—3)|5k—6 

6 | 


k—3 etes beatin Tk—15 


2k — 1 “ok 0 4k—3 


Beziiglich des ersten Falls macht nur die erste Ordnung, beziig- 
lich des zweiten die zweite eine Ausnahme; weil die Curven erster 
Ordnung (m= 1) die einzigen sind, welche Punkte besitzen, deren 
Vielfachheit der Ordnung der Curve gleich kommt; nur bei dieser sind 
also die Faille a = 0, b = m und b = 0, a = m nicht auszuschliessen. 


§ 11. 
Beriihrungspunkte der doppeltberiihrenden Ebenen. 


Die Beriihrungspunkte doppelt beriihrender Ebenen bilden sich 
folgendermassen ab. Jede doppelt beriihrende Ebene enthiilt ausser 
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zwei durch denselben Punkt gehenden Erzeugenden einen Kegelschnitt 
der Schaar. Werden die erstern durch die Strahlen MR, MS abge- 
bildet, welche das Bild der Doppeleurve noch in R’, R” schneiden, 
so verbindet die den letztern abbildende Gerade den Punkt N mit den 
zu R’, R” gehdrigen Punkten S’, S”. Die Geraden MRR’ und 
MSR” scheiden NS’S” noch in zwei Punkten K, L, den Bildern 
der Beriihrungspunkte der doppelt beriihrenden Ebene. 

Auf jedem Kegelschnitte der Schaar giebt es zwei solcher Punkte; 
daher auch auf demjenigen, welcher durch M abgebildet wird; die 
Curve der Paare K, ZL muss also in M einen Doppelpunkt haben. 
Ebenso aber enthilt jede Erzeugende zwei solcher, Punkte, weil sie 
zwei doppelt beriihrenden Ebenen angehdért. Also schneidet auch jeder 
von M ausgehende Strahl die Curve der Paare K, ZL in zwei Punk- 
ten und in ZL hat dieselbe einen Doppelpunkt. Die Ortscurve der 
Paare K, L ist also eine Curve vierter Ordnung, welche M, N zu 
Doppelpunkten hat, wie die Abbildung der Doppelcurve selbst. Die Be- 
riihrungscurve der doppelt beriihrenden Ebenen ist eine Rawmeurve sech- 
ster Ordnung vom Geschlechte p = 1. (Analog umhiillen die in den 
Punkten der Doppelcurve beriihrenden Tangentenebenen der Fliche eine 
abwickelbare Fliiche sechster Classe vom Geschlecht p = 1). 

Es ist leicht, die Gleichung fiir die Abbildung dieser Curve direct 
aufzustellen. Die Abbildung des Schnitts einer doppelt beriihrenden 
Ebene mit der Flache zerfiallt in zwei von M ausgehende Strahlen 
und einen von N ansgehenden. Sind also w,, u,, U3, u, die Coordi- 
naten einer solchen Ebene, und setzen wir fiir den Augenblick vy = 1, 
so muss, identisch fiir 4 und w, die Gleichung bestehen: 

(Ma A tty AP the) Fw (Ma A Ug ai uty) = K + (u—pWy) (A—A,) (A—1,). 
Es ist also, indem man uw = uw, setzt, und die Coefficienten der Poten- 
zen von A einzeln verschwinden lisst (vgl. § 6.): 

Ua + Uy Ue = O 
(1) ty + by tp = 0 

Ue + lly Uy = 0. 
Setzt man aber 4 = 4,, oder 4=A,, so erhilt man (vgl. § 5.): 
2 Wa + A, tm + A?ue = 0 Ua + A, us + Aru, = 0 
“) Ua + dy me + A,?u, =.0 Ua + Ay U3 + Ay? Uy = 0; 
Gleichungen, von denen zwei durch (1) aus den andern beiden folgen. 


Die gesuchte Curve ist der Ort der Punktepaare w,4, und w,d,; man 
erhilt ihre Gleichung, indem man aus den Gleichungen 


Ua + be = 9 , my + wuz =O, Ue + Wy =O 
und aus einer der Gleichungen 
Ua + Am, + Aue=O , ta + Aus + uy, =O 


Mathematische Annalen. IT. 30 
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die « eliminirt. Setzt man an Stelle der letztern die Verbindung 
(ta + #Ua) + A (uy + #3) + A?(Ue + xU,) = 0, 


so giebt die Elimination zuniichst: 


(ama , b+up , ctuy , (ata) + 2 (b+xB) + a2(c+xy)) =0, 
oder wenn man nach 4 ordnet und durch w — x dividirt: 
(a,a,b+uB,c+ uy) —A(a+ua,b,B,¢+ uy) 
+ V(a+ma,b+up,c,y) =), 
was die gesuchte Gleichung ist. Sie stellt in der That eine Curve 
vierter Ordnung dar, welche, wenn man mit v wieder homogen macht, 
bei A= 0, v= 0 und bei « = 0, y= 0 Doppelpunkte hat. 

Die Abbildung der Doppelcurve und diese zweite Curve schneiden 
sich ausser in den Doppelpunkten M, N noch in acht Punkten. Die 
Doppeleurve und die Beriihrungscurve der doppelt beriihrenden Ebenen 
haben also acht Punkte gemein; aber dieselben zerfallen in zwei Gruppen 
von vier Punkten. Die ersten vier Punkte sind die vier Punkte TT der Dop- 
pelcurve, in welchen die beiden Tangentenebenen der Fliiche zusammen- 
fallen. Die andern sind die vier ausgezeichneten Punkte der Doppel- 
curve, welche die Eigenschaft haben, dass in jedem derselben die Curve 
von einer der durch ihn gehenden Erzeugenden beriihrt wird. 

Was die ersteren betrifft, so geht durch jede der ausgezeichneten 
Erzeugenden E’, in welchem zwei Erzeugende einander unendlich nahe 
riicken, ausser der liings derselben beriihrenden noch eine zweite dop- 
pelt beriihrende Ebene; das in ihr liegende Linienpaar besteht aus 
jener Erzeugenden und einer zweiten, welche erstere auf der Doppel- 
curve, aber nicht in dem ausgezeichneten Punkte P schneidet. In die- 
ser Ebene liegt ein Kegelschnitt, welcher, da der Schnitt einen Riick- 
kehrpunkt in P aufweisen muss, die Gerade FE in P beriihrt. In P 
ist also ein Durchschnitt der Ebene mit der Doppelcurve und ein 
wirklicher Beriihrungspunkt vereinigt. 

Was das zweite System angeht, so giebt es vier Erzeugende FL’, 
welche die Doppeleurve in Punkten P’ beriihren; ihre Bilder sind die 
vier von M an die Curve vierter Ordnung gezogenen Tangenten. Durch 
jeden Punkt P’ geht eine zweite Erzeugende EK”, und in der Ebene 
E’ E” liegt ein Kegelschnitt, welcher durch den gweiten auf EF’ lie- 
genden Punkt der Doppeleurve, also abermals durch P’ geht; die 
Ebene FE’ E” beriihrt also im Punkte P’ den einen Mantel der Fliche, 
und P” gehért also auch der Beriihrungscurve der doppelt beriihren- 
den Ebenen an. 


Goéttingen, den 25. Januar 1870. 














Des substitutions de la forme 


O(r) =e (, m2 eat 
pour un nombre ~ premier de lettres. 


Par Franc. Brioscnut a MILan. 


l°. La congruence: 


(1) 0 =e (r?#-! + ar”) (mod. n) 
+ —1 ° * 

ol w= = , donne pour la puissance m‘” de O: 

(2) Qu = em [Zim y2u—m 4. a M,,r#-"| 

étant: 


(3) 2L, =(1+ a)" + (l—a) ; 2aM, = (1 + a)" — (1—a))”. 


Si lon fait m =u, la relation (2), & cause de LO“ — 0 donne: 


(4) M, = 0 

et par conséquent: 

(5) (li+a)je =(l—ae=I ; Of et D9, 
Cela posé, des relations (3) on déduit: 

(6) Lupm = Ly Dm 3 Mytm = Ly Mi 

et: 


(7) (l—a*)"* Lyn = Ltn 3 (L—a’)” Mn = — LM 
lesquelles, en observant que L, = M, = 1, nous donnent: 
(8) Iya + Mi=90 (1—a’) Ly: Ly. 
2°, L'expression: 
n-3 

0(0) =é (Qn-2 + a0 y) 

au moyen des relations (2), (6), (8) se réduit a: 
0 (0) = Ly (Ly — &a®) r+ a (et — Ly) rH] 

ou en supposant: 


(9) L, = e* 


on aura: 


et Or = rr, 
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Done les substitutions de la forme (1), dans lesquelles on suppose 
pour les nombres a, ¢ des valeurs satisfaisantes les congruences (4), 
(9), sont douées des propriétés suivantes: 


o 


I. En faisant sur la substitution © la méme substitution on ob- 
tient la fonction primitive. 


Il’. Les valeurs de r et de © sont ensemble des résidus ou des 
non résidus quadratiques. 
3"¢, En posant: 
3.8.5... Ga—® 
2.4.6 --- 2(m—1) 
on démontre trés-facilement que: 


el 6 (a + B) = 
eS (—1yt[ man Ont (—1)e(m-+H) BH + alin] Or am Bret 


un 


kh. = 


ou en substituant les valeurs de 0“, O“—” données par les relations 
(2), (10) on obtient: 


(10) 0 (a0 + B) a gel "=. (-- 1 em [ Pn a Qu re] rm quem a 
m=! 
étant: 


Py, = met Ly» + a [(— 1) (m+ gw) BY + ah,| Mum 
Qn = meta Mun + [(—1)* (m+ p) BY + ahy| Lyn. 


Mais si dans la fonction 9 l’on pose r + p au lieu dev, p étant 
une indéterminée, on arrive aprés quelques transformations a: 


OF O¢r+p) = 

(—ljne 2 (—1)"—?[(u— m) r#—(—1)# (m+-1) pt ahy—m|r™ peo 
m0 

par conséquent la congruence: 


(12) 0 («8+ 6) = AO(r+p) + C 
sera vérifiée lorsque: 
T°. «(Pur + Q,) BY! = eA (wre — (— 1)¢ pe + ah,) pe — (—1) C. 
He”. athe (Pr + QurX) ae-™ Bet = 

(— 1) A [qe =m) rH — (= 1 (Om 1) pH ayn) perm 
pour m=1,2,...mu-—1. Chacune de ces conditions se décompose 


en deux en comparant les coefficients de + et de 7°. La premiére 
donne les deux suivantes: 


A pet == P, Be 5 eA (ah, — (—1)" pi) pet — (1K 2 Qu Be; 
mais évidemment: 





R= 5h S(O’; A=] (—- Yet); 

















), 


)- 
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on aura done: 
(13) Ape? == at Bet 3 C= e¢ [pe — at pe — a (at—1)| Be 


Analoguement de la deuxieme on déduira: 


14) Elim Qn p™ = i 1) (wu fake m) am pe —m 

(le glee Pyp™ —_ la Nps a (m + 1) p| a pe-m 

et pour m = — 1, & cause de la premiére des (13), on obtiendra: 
(15) A == (—1)F €Qy-1 eB? > pp == — Be (1— a’) a f?. 


En substituant la valeur trouvée de p dans la premiére des (14) - 

on a: 
(— 1)" (u — m) Be == (— 1)". 3™. ee (1 — a)" —E5 
mais en se rappelant les relations (7) on démontre que: 
(1 — a®)”" Q,, == & |— mat aM, + ((— Le (m+ w) BY + ah,,) Lal; 
par conséquent: 
(— 1)" (u— m) pe = 

(— 1)™. 3" & {— metaM, + |(— De (m+ @) BY + ahn) Dn} 

Cette condition se décompose évidemment a son tour dans les 
deux suivantes: 

(— 1)" 3™ &™ (2m — 1) Ly + (2m+ 1) = 0 
‘ hn Ln — me M,, = 0. 
Pour m= 1 ces relations se réduisant a: 
&®&=1; w=1; 

on aura é=-+1 et a résidu quadratique (mod. »); de plus: 
(— 1)” 3” (2m —1) L, + (2m+1) = 0 
(— 1)" 3" (2m— 1) M, + 2hags = O. 
La seconde des congruences (14) nous donnera analoguement les deux: 
(17) (— 1)" 3” (2m — 1) My, — (— 1)" 2hnys = 0 

(— 1)"3" |mL,, — a*h,, M,| + (— 1)" 3" & (m+ 1) = 0 


la premiere desquelles comparée avec la seconde des (16) donne la 
g-— 


om as 
- 


(16) 


condition w — 1 = : pair. 

Les conditions a vérifier pour la subsistance de la relation (12) 
sont done les deux (16) et la: 
(18) (—1)"3" (mL, — ah, M,) — 3" & (m+ 1) = 0 
pour m=1,2... u4—41. Or en posant dans la seconde des (16) 
m= 2 on a: 

27M,+ 2h, = 0 , mis M=2,hk= 

en conséquence on aura: 
2.3.7.11 =O (mod. n) 


1.3.5 
2.4 
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c’est-&-dire la seconde des conditions ne peut étre satisfaite que dans 
les deux cas de n= 7, n = 11. 

Mais en faisant m= 2 dans la premiere des (16) et m= 1 en 
(18) on obtient: 


a’ —4,¢«= —1(mod.7) ; @& 9,6 1 (mod. 11) 
on aura donc, pour n = 7 
A=2caf' ; p=——2 2 3; C= — 2° (mod. 7) 
-et pour » = 11 
A=—2af'; p=2 8 ; C— 26° (mod. 11). 


On arrive de cette maniére au théoreme suivant: 

Les substitutions de la forme (1) ne peuvent satisfaire aux rela- 
tions (10), (12), e’est-a-dire ne peuvent étre des substitutions con- 
juguées, que dans les deux cas de n= 7, n= 11. 

Pour »=7 en posant: 

0 (r) = — (”* + 2r*) 
on a: i 
© (0) = r, O («O + p) = 2a8'0 (r—2 5) - 28° (mod.7) ; 
et pour n = 11, si 
0 (r) r + Sr 
on trouve que: 
© (0)=r, O(«O + p) = — 2ap8O(r+2 5) + 26 (mod. 11); 
« étant résidu quadratique dans les deux cas. 

On aura done pour »=7 un systeme de 4.6.7 substitutions 
conjuguées*), et les fonctions invariables par ce systeme ne pourront 
avoir que trente valeurs**), et pour » = 11 un systeme de 6. 10. 11 
substitutions conjuguées, et une fonction de onze lettres invariables 
par le méme systéme ne pourra avoir que 60480 valeurs. 


*) Hermite. Sur les fonctions de sept lettres. Comptes Rendus de !’Acadé- 
mie des Sciences. Novembre 1863. 

**) Kronecker. Notiz iiber Gleichungen des siebenten Grades. Monatsbericht 
der Akademie zu Berlin. 1858, 
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Zweite Note beziiglich der Moduln einer Classe von 
algebraischen Gleichungen. 


Von A. Briut in Darmsrapt. 


Das Nachfolgende ist ein Auszug aus einem Schreiben vom 11. 
Juni 1870 an Herrn Cremona, das veranlasst wurde durch die ,,osser- 
vaziont intorno al numero dei moduli delle equazione etc.“, welche er 
in Gemeinschaft mit Herrn Casorati der Mailinder Akademie am 
13. Mai dess. J. vorgelegt hatte. Herr Cremona giebt darin die Trans- 
formation der von Herrn Clebsch und Gordan (Theorie der A bel- 
schen Functionen) aufgestellten Normalform (p + 1)" Ordnung fiir die 
Gleichung einer Curve mit gegebenem Geschlecht p auf die von Rie- 
mann*) aufgestellte Form fiir die Fille p= 4, 5, 6; von denen der 
erstere in meiner ersten Note gleicher Ueberschrift**) bereits friiher 
abgehandelt ist. Die Schlussweise ist wesentlich geometrisch. 

Nachstehendes enthilt in Kurzem eine andere Begriindung der von 
Herrn Cremona gegebenen Resultate. Ich habe fiir p—6 und 7 auf 
algebraischem Wege die Existenz solcher 'Transformationsausdriicke 
nachgewiesen, welche nur fiir resp. 


hen | =4 und ee | = 5 


Punkte der Curve Null und unendlich werden ***). 

— — Wenn man die Riemann’sche Normalform als Zwischen- 
glied der Transformation einer Curve 7, Ordnung mit neun Doppel- 
punkten auf die von Herrn Cremona angegebene Form, eine Curve 
sechster Ordnung mit vier Doppelpunkten, benutzt, so bemerkt man 
zunichst, dass sich die letztere auf die Riemann’sche Form mittelst 
einer direct umkehrbaren Transformation zweiter Ordnung, wie dieselbe 
friiher Herr Cremona niher betrachtet hat, bringen Jisst. 

Und zwar kann man allgemein die Riemann’sche Normalform. 

fiir gerade p auf eine Curve p' Ord. mit zwei f (z - 2) — 1 fachen 


~— 
fiir ungerade p auf eine Curve p-+-1'Ordn. mit zwei(” = ‘) — 1 fachen 


*) Journal Crelle-Borchardt, Bd, 54, § 13. 
**) Diese Annalen, Bd. I. pag. 401. 
***) Vgl, Riemann, § 5. 
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Punkten (und iibrigens Doppelpunkten) transformiren. Denn setzt 
man 


fir gerade p e=—F +1, 
= 3 
fiir ungerade p s= pt , 


und betrachtet eine Raumcurve 2a'" Ordnung mit resp. 

{(u — 1) (uw — 3) 

ae | 
wirklichen Doppelpunkten, welche auf einem Hyperboloid liegt und 
jede Erzeugende desselben in wu Punkten schneidet, so kann man sich 
dieselbe auf verschiedene Arten entstanden denken, wie aus Folgen- 
dem erhellt. Setzt man zuniichst die Existenz einer solchen voraus, 
und projicirt man dieselbe auf eine Ebene von einem beliebigen Punkte 
des Hyperboloids aus, welcher nicht auch ein Punkt der Curve ist, so 
entsteht eine ebene Curve 2u'* Ordnung mit 


{(¢ — 1) (u — 3)| 
(w—2y" | 
Doppelpunkten und zwei ufachen Punkten. Beide Curven entsprechen 
alsdann einander eindeutig, man kann also auch umgekehrt die Raum- 
curve durch diese Projection aus der ebenen erzeugt denken. Proji- 
cirt man dagegen von einem Doppelpunkte der Raumcurve selbst aus, 
so entsteht eine ebene Curve 2 wu — 2'* Ordnung mit 
{(e—1)(@—3)—1) 
1 @-—2-1 Jf 
Doppelpunkten und zwei w — 2fachen Punkten. Beide ebene Abbil- 
dungen entsprechen einander eindeutig. Fiir p= 6 (wu = 4) kommt 
einerseits eine Curve achter Ordnung mit drei Doppel- und zwei viel- 
fachen Punkten , andererseits eine Curve sechster Ordnung mit 24-2 =- 
Doppelpunkten. 

Um nun auch eine Curve siebenter Ordnung mit neun Doppel- 
punkten in jene Curve achter Ordnung iiberzufiihren, bediene man 
sich folgender Transformationsformeln : 

WiYei Ys =n rOeni n.d, 
wo die # und x, Null gesetzt, Curven vierter Ordnung bedeuten, 
welche sich alle in den neun Doppelpunkten der zu transformirenden 
Curve siebenter Ordnung schneiden, und von denen w und w’ sich 
noch in sechs weiteren Punkten x’, «”, . x der Curve siebenter Ord- 
nung, x und y’ in sechs anderen ebensolchen y’, y” .. y schneiden. 
Ist es méglich, zwei solcher Biischel von Curven vierter Ordnung aus- 
findig zu machen (welche sich also je in 18 + 6 = 24 Punkten der 
Curve siebenter Ordnung schneiden), so hat die allgemeine Curve: 
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HY, Hb Oy Yo + 3 Y, = V 

fiir alle Werthe der « mit der Curve siebenter Ordnung 48 Punkte 
gemeinschaftlich, sie schneidet sie also in noch acht beweglich: (von 
den « abhaingigen) Punkten, von denen vier den Transformationscur- 
ven y,=0 und y,==0, die vier anderen den Curven y,=0 und y,=0 
gemeinsam sind, so dass*) die durch Transformation entstehende Curve 
von der achien Ordnung und mit zwei vierfachen (und iibrigens drei 
Doppel-) Punkten begabt ist. 

Es bleibt nun der Nachweis zu liefern, dass man immer mehrere 
solecher Biischel von Curven vierter Ordnung finden kann, welche sich 
ausser in den neun Doppelpunkten der Curve siebenter Ordnung noch 
in sechs weiteren Punkten derselben schneiden. 

Nimmt man ausser den neun Doppelpunkten zu Basispunkten noch 
zwei beliebig gewahlte Punkte der Curve siebenter Ordnung f (7) = 0, 
so bleiben noch drei Bestimmungsstiicke fiir eine Curve vierter Ord- 
nung willkiirlich. Die Curven, welche durch diese 11 Punkte gehen, 
haben alsdann die Gleichungsform: 

at, Py (X) + ey Po (X) + a; Px + a, P, (e) = O 


oder kurzweg v(x) = 90, 


| 


wo das eingeklammerte (x) statt (%,, 2, 2) steht. 

Die @ sind beliebig angenommene, durch die 11 Punkte gehende 
feste Curven vierter Ordnung. Sollen die Curven des Biischels durch 
noch vier weitere Punkte 2’, «”, x’, x) von f= 0 gehen und ausser- 
dem noch einen willkiirlichen Parameter enthalten, so miissen unter 
den Gleichungen: 

[() =O ; y@)=0 
° é == 1,2, 8, 4 
irgend zwei der Gleichungen y =O fiir beliebige @ eine identische 
Folge der beiden anderen sein, d. h. die Unterdeterminanten erster 
Ordnung der aus den g, (a) gebildeten viergliedrigen Determinante 
miissen simmtlich verschwinden. 

Um einzusehen, dass die vier 2 immer in der Weise wihlbar 

sind, dass dies geschieht, setze man neben f (7) = 0: 
Pi (©) = Po (X) = Ps (%) = Py (W) = Bt My i oy t ey. 

Diese z kann man dann ansehen als Coordinaten einer Raumcurve, 
welche der Curve f(x) = 0 eindeutig entspricht. Ihr Grad ist gleich 
der Anzahl der nicht allen g gemeinsamen Schnittpunkte eines gm mit 
f(x) =0, oder = 7.4— 18 —2 = 8; p=6, also der Rang = 26. 
Das Verschwinden der Unterdeterminanten fiir vier Werthepaare x, 


*) §. meine Note, Bd. I. pag. 401 der Annalen. 
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also fiir die entsprechenden 2 sagt dann aus, dass vier Punkte der 
Curve achter Ordnung auf einer Geraden liegen. Die vier solchen 
Punkten z entsprechenden x auf f(*) = 0 haben alsdann die Eigen- 
schaft, dass von den Curven des Systems ~» = 0 noch eine einfach 
unendliche Schaar durch sie hindurch geht. Nach Herrn Cayley*) 
giebt es aber fiinf Gerade, welche eine Raumcurve achter Ordnung, 
deren Rang = 26 ist, in vier Punkten treffen. Damit ist der Nach- 
weis der Existenz solcher Transformationscurven geliefert, wie sie oben 
gefordert wurden. — — 

Die gleichen Betrachtungen, nur mit veriinderten Zahlen, erledi- 
gen auch den Fall p77. Man nehme auf der Normaleurve achter 
Ordnung mit 14 Doppelpunkten zu Basispunkten eines Curvenbiischels 
fiinfter Ordnung ausser den 14 Doppelpunkten noch drei beliebige an, 
und bestimme die Lage der iibrigen zwei noch verfiigbaren Schnitt- 
punkte des Biischels so, dass noch zwei weitere solche auf die Curve 
achter Ordnung fallen. Dies fiihrt auf die Aufgabe, zu einer Raum- 
curve neunter Ordnung, deren Rang = 30 ist, Gerade durch vier 
Punkte zu construiren. Solcher giebt es nach den Formeln von Herrn 
Cayley 21. Zwei derselben geniigen fiir die Aufstellung der Trans- 
formationscurverr. 


*) On skew surfaces, Philos. Trans. 1863. 








Die algebraischen Flichen, ihre Durchdringungseurven, 
Schnittpunkte und projectivische Erzeugung. 


Von Tu. Reve in Ziricu. 


1. Wihrend die Geometrie der ebenen Curven von Alters her die 
Mathematiker lebhaft beschiftigt hat, ist die Geometrie der Curven 
auf einer belicbigen algebraischen Fliche bis in die neueste Zeit hinein 
auffallend vernachlissigt worden, weshalb auch unsere Kenntnisse iiber 
die Raumcurven noch sehr beschriinkt sind. Ausser den allgemeinen 
Siitzen iiber ihre Kriimmung und denjenigen, welche sich durch cen- 
trale Projection dieser Curven mittelst der Pliicker’schen Formeln 
ergeben, wissen wir dusserst wenig von ihnen. Nur die Raumcurven 
dritter und vierter Ordnung sind genauer untersucht worden; sie las- 
sen das Gebiet der gewundenen Curven als eine wahre Fundgrube 
merkwiirdiger geometrischer Wahrheiten erscheinen. Fiir die ebenen 
Curven und die algebraischen Flichen hat die Polarentheorie viele 
schéne Ergebnisse geliefert; auf die Raumecurven ist sie kaum noch 
angewendet worden. Auch die Jacobi’schen Sitze*) iiber die Durch- 
dringungseurven und Schnittpunkte von zwei oder drei algebraischen 
Flichen sind bis jetzt, abgesehen von den schénen Beriihrungssiitzen, 
die Herr Clebsch auf analytischem Wege daraus abgeleitet hat**), 
fiir die Geometrie noch sehr wenig ausgebeutet worden; wihrend doch 
die analogen Siitze iiber die Schnittpunkte ebener Curven zu fundamen- 
talen Eigenschaften dieser Curven, namentlich zu ihrer projectivischen 
Erzeugung gefiihrt haben. 

2. In der vorliegenden Arbeit will ich eine Anzahl neuer Siatze 
iiber die algebraischen Fliichen und ihre Schnittcurven entwickeln, fiir 
welche die erwaihnten Sitze Jacobi’s den Ausgangspunkt bilden. Des 
Zusammenhanges wegen leite ich mehrere der von Jacobi durch Rech- 
nung gewonnenen Resultate (namentlich die Satze 6., 7. und 12. unten) 
im ersten § noch einmal ab, und zwar in Verbindung mit einigen 
anderen durch rein geometrische Betrachtungen. Dieselben werden 
sehr vereinfacht durch Einfiihrung gewisser Zahlensymbole, von denen 
das einfachste N (n) in derselben Bedeutung schon von Herrn Cre- 


*) Jacobi im Crelle-Borchardt’schen Journal, Bd. 15. p. 299. 
**) Clebsch im Crelle-Borchardt’schen Journal, Bd. 63. p. 222. 
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mona*) benutzt worden ist. Als bekannt setze ich in §§ 1. und 2. 
voraus die Anzahl der Punkte, durch welche eine Fliiche n'" Ordnung 
bestimmt ist, ferner den Satz, dass die Schnittlinie von zwei Flichen 
n' Ordnung mit jedem ausser ihr gelegenen Punkte durch eine dritte 
Fliche n'** Ordnung verbunden werden kann, und dass drei Flachen 
von den Ordnungen », p und q, welche nicht durch eine und dieselbe 
Linie gehen, allemal ».p.q Punkte gemein haben, welche jedoch auch 
theilweise oder alle imaginiir sein oder zusammenfallen kénnen. 


, 


3. Wie in einer friiheren Arbeit bezeichne ich der Kiirze wegen: 

mit #*, F,", F," beliebige Flachen n' Ordnung, 

mit C*-», C,"-” oder C,"-” die Schnittlinie einer /’" mit einer F’, 

mit |[n, p, q| die ».p.q Schnittpunkte von drei Flachen F", F?, F'%, 

f welche nicht durch eine und dieselbe Linie geheh. 
So z. B. bedentet C™-! eine ebene Curve n' Ordnung, und |[2, 2, 3| 
die zwélf Schnittpunkte von zwei F’? mit einer F°. Die C*-? ist von 
der n.p" Ordnung; denn sie hat mit einer Ebene F' im Allgemei- 
nen ».p Punkte [n, p, 1] gemein. Eine C*-? hat mit einer F%, die 
durch keinen Theil von C"-? hindurchgeht, n.p.q Punkte |[n, p, q| ge- 
mein (2.), von welchen jedoch in etwa vorhandenen Beriihrungspunk- 
ten der C"-” mit F% je zwei sich vereinigen. ‘enn eine C"-? und 
eine C"™2 auf einer und derselben F'™ liegen, so haben sie ebenfalls 
n.p.q gemeinschaftliche Punkte, falls nicht ein Theil von C"-” zugleich 
zu C"-9 gehort. Wenn drei Flichen F", F?, F% mehr als n.p.q 
gemeinschaftliche Punkte besitzen, so miissen sie durch eine und dieselbe 
Linie gehen (2.). 

Ich bezeichne ferner: 


mit N (mn) die Anzahl willkiilich angenommener Punkte, durch 
welche ein /* bestimmt ist, 


mit N ¢ +) die Anzahl der Punkte einer F’”, durch welche eine auf F? 
liegende C”-” bestimmt ist, 
mit N (— ) == N (*) die Anzahl der Punkte einer C4, durch 





P> 4 
welche eine Gruppe |”, p, g] von Schnittpunkten der C?-¢ mit 
einer J’ bestimmt ist. 


Dass im Allgemeinen NV CG ) von N (4) und N () von N (7) ver- 
schieden ist, wird schon durch die Bezeichnung angedeutet. Dagegen 
kann eine Punktengruppe |», p,.q| auch durch [p, n, q], [p, 9, | 
u. s. W., und eine C?-? durch C2-? bezeichnet werden. 


*) Cremona in den Preliminari di una Theoria geometrica delle Superficie, 
pag. 19 fg. 
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Bestimmung der Zahlen N(n), N(~) und N (=~) = N(;*_). 








4. Eine F* ist bekanntlich bestimmt durch: 
N(n) = +). +?) -™+8) _o4 


willkiirlich angenommene Punkte, durch welche sie gehen soll. So kann 
durch 9 Punkte eine F?, durch 19 eine F'%, durch 34 beliebige Punkte 
eine I! gelegt werden. Wenn von diesen N (n) Punkten irgend 
N (n) — N (n — p) auf einer F? angenommen werden und n > p ist, 
so zerfillt F" in FP und diejenige F'"-*, welche durch die iibrigen 
N (n — p) Punkte bestimmt ist. Da niimlich F? und F'*-? zusammen 
ein F' ausmachen, so wiirden im entgegengesetzten Falle mehrere 
F durch die N(n) Punkte gehen, was nur bei besonderer gegen- 
seitiger Lage der Punkte méglich ist. — Beliebige N (nm) — 1 Punkte 
kénnen mit jedem anderen Punkte des Raumes im Allgemeinen durch 
eine einzige /’” verbunden werden; aber je zwei dieser J" schneiden 
sich in einer C”-", welche durch die N(n)—1 Punkte geht und eben- 
falls mit jedem nicht auf ihr liegenden Punkte durch eine /’” verbun- 
den werden kann (2.). Alle durch die N (n) — 1 Punkte gelegten F’'” 
gehen folglich durch C*-"; oder: 

5. Durch N (n) — 1 willkiivlich angenommene Punkte ist eine C™™ 
bestimmt, welche auf allen durch jene Punkte gelegten EF" enthalten 
ist und mit jedem ausser ihr gelegenen Punkte durch eine einzige F'” 
verbunden werden kann. Die Gesammtheit aller dieser F' wird ein 
Flichenbiischel n= Ordnung genannt, und C”-” heisst die Knotenlinie, 
Grundcurve oder Basis des Biischels. Von einer beliebigen F? wird 
C"-" in einer Punktengruppe [n, , p|, der Flichenbiischel aber in 
einem Curvenbiischel np‘ Ordnung geschnitten, welcher alle durch die 
Punkte [n, », p] gehenden C”-? von F? enthilt. Durch jeden von 
den [n, n, p| verschiedenen Punkt der F? geht namlich eine einzige 
Curve des Biischels, denn gingen zwei hindurch, so wiirden diese bei- 
den C"-? mehr als n.n.p Punkte gemein haben, was unmdglich ist. 
Zwei C”-?, welche auf derselben F” liegen, schneiden sich (3.) in einer 
Punktengruppe [n,, p|, welche mit jedem andern Punkte der F? durch 
eine einzige neue C”-» verbunden werden kann. Denn zwei durch die 
beiden C”-” gelegte F'” schneiden sich in einer C”-”, welche mit jedem 
ausser ihr gelegenen Punkte von F? durch eine einzige F'" verbun- 
den werden kann. 

6. Wenn von den N (x) — 1 Punkten, durch welche eine C”-* 
bestimmt ist, irgend N (n) — N (n —p) — 1 auf einer F’? angenom- 
men werden und x > »p ist, so zerfillt C”-" in eine auf F’ lie- 
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gende C"-? und eine C*--»), welche durch die itibrigen N (n — p) 
Punkte geht und auf einer durch letztere bestimmten /'"—” liegt. Denn 
diejenige F'", welche diese C”-" mit einem beliebigen Punkte von F” 
verbindet, zerfallt (4.) in F’? und F"~, und wird von jeder anderen 
durch die N(m)—1 Punkte gehenden F” in einer C”-? und einer 
C».—») geschnitten, die zusammen die C*-" ausmachen. Durch die 
N (n) — N(n—p)—1 auf F? angenommen Punkte geht iibrigens 
nur eine C*-?; denn gingen zwei hindurch, so kénnten deren Schnitt- 
punkte mit jedem beliebigen Punkte von F? durch eine neue C”-? 
verbunden werden (5.), sodass durch N(n) — N(n— p) willkiirlich ge- 
wihlte Punkte der F? eine C*-? gelegt werden kinnte. Dieses steht 
aber im Widerspruch mit (4.), wonach jede F'”, welche durch 
’ N (n) — N (n — p) 

willkiirlich angenommene Punkte einer F'” gelegt wird, in £? und 
eine F'"-? zerfillt, also keinesweges eine Schnittlinie C”-? mit F'? 
erzeugt. Setzen wir der Formel fiir N (n) gemiiss N (n — p) = 0 fiir 
n =p, so folgt hieraus und aus (5.): 


n(*) = N(n) — N(n— p)—I1 fiir n > p. 
D. h.: Fiir n> p wird auf einer F? durch: 
N te pt (n-+1) . (wm + 2). (wn +3) — (n—p—1). (n—p—2). o—p—-F 1 


a 
P 2.3 


~ 





willkiirlich angenommene Punkte dieser F'liiche eine C”-? bestimmt, durch 
welche jede diese Punkte enthaltende F'" hindurchgeht. Die C*-? kann 
folglich mit N (n — p) + 1 beliebigen Punkten des Raumes durch eine 
FF verbunden werden. So ist z. B. eine C”-' durch ams 3) Punkte 
der Ebene bestimmt, eine C"-? durch n.(n-—+ 2) Punkte einer F”, 


eine C*-3 durch 2” at 4) beliebige Punkte einer F’°, 


7. Ganz anders fallt die Zahl N (*) aus, wenn » < p ist; denn 


weil in diesem Falle durch N (n) beliebige Punkte der F” eine ein- 
zige I" gelegt werden kann, welche kein Stiick von F” enthiilt, so 
ergiebt sich: 

N(5) = N(n) fiir n <p. 
Lassen wir den in (4.) angegebenen Werth von N (nm) auch fiir nega- 


tive Zahlen n gelten, so stimmen die beiden Werthe von N ) nur 
innerhalb der Grenzen p > n > p — 3 iiberein. 

Unsere in (3) gegebene Definition des Symboles N (m) hat aber 
nur fiir positive Zahlen » einen Sinn; wir kénnen deshalb fiir nega- 
tive Werthe von » — p den Werth des Symboles N (nm — p) willkiir- 
lich festsetzen. Damit nun die beiden fiir N G) gefundenen Aus- 








Algebraische Flichen, 479 


driicke durch einen einzigen ersetzt werden kénnen, bestimme ich: 
Es werde N (n—p)=—1 angenommen fiir n < p; fiir beliebige 
positive ganze Zahlen » und p ergiebt sich dann: 


N (=) = N(m) — Nw —p) — 1. 


Wir werden spiiter Symbole von der Form N (*—4) benutzen, 


in welchen auch q eine positive Ganzzahl bedeutet. Ich definire die- 
selben allgemein durch die Gleichung: 

N orb = N(n—q)— N(n—q—p)—1 fir aS», 
woraus sich sofort ergiebt: 


N( 4) = 0 fir n= q und W("—-*) = — 1 fiirn < q. 


8. Durch eine C”-? kann, wenn n < p ist, nur eine einzige F 
gelegt werden; denn zwei F” kénnen sich nicht in einer C”-”, son- 
dern nur in einer C”” schneiden. — Wenn fiir n > p durch eine C’” 
zwei EF” gelegt werden, so schneiden sich dieselben noch in einer C™@—»), 
welche durch N (n—p) ihrer Punkte und durch die C-? villig bestimmt 
ist (6.). Die Curven C"-? und C*.~-») bilden zusammen eine C”-” und 
schneiden sich (3.) in einer Punktengruppe [n, p, »—p]. Legen wir 
durch C"-? noch eine dritte F'", so schneidet diese die beiden ersteren 
noch in zwei C”-“~»), welche (3.) eine Punktengruppe [n, »—p, n—p| 
gemein haben. Also: Drei I", welche durch eine C™? gehen und nicht 
demselben I'lacienbiischel angehiren, schneiden sich noch in n.(n—p).(n—p) 
Punkten [n,n—p,n—p|, und letztere sind bestimmt, wenn N (n—p)—1 
von ihnen nebst C*-? gegeben werden. Die drei C*-@-»), in welchen 
die drei EF sich paarweise schneiden, liegen auf drei F"-?, und diese 
gehiren einem durch die N (n—p) — 1 Punkte bestimmten und durch 
die Punkte |n, n—p, n—p| gehenden Flichenbiischel n—p' Ordnung 
an. Von diesem Satze ist der specielle Fall sehr bekannt, in welchem 
drei F? durch einen und denselben Kegelschnitt gehen; niimlich die 
F? schneiden sich paarweise in noch drei Kegelschnitten, deren Ebe- 
nen durch eine und dieselbe Gerade gehen. 

9. Sei auf einer F’? eine C?-2 gegeben und sei q < ». Nehmen 


wir alsdann von den N (*) Punkten, durch welche auf F’? eine C»-” 
bestimmt wird, beliebige N(*) —wN (*) auf C?-7 an, .so zer- 
fillt C?-" in C?-” und eine durch die iibrigen N C=) bestimmte 
Ce», Also: Jede EF”, welche durch: 

N( : = 2 (*—#) = N(n)— N (n—p) — N (n—q) — N (n—q-—>p) 


p 
=N (*) — NC) 
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willkiirlich angenommene Punkte einer C?-% hindurchgeht, muss alle 
Punkte dieser Curve enthalten. Wenn F”" und F°® sich in einer C?-4 
schneiden, so haben sie ausserdem eine C?-°—) mit einander gemein. 
Da im ersten Satze p und gq mit einander vertauscht werden kénnen, 
so gilt derselbe auch dann, wenn g >» >p ist. Nur dann hat er 
keinen Sinn, wenn q > » und zugleich p > n ist; denn durch N(m)+1 . 
willkiirlich angenommene Punkte kann keine F” hindurchgehen, auch 
kann C?-? in diesem Falle unméglich auf einer F'" liegen und Be- 
standtheil einer C”-? oder C?-" sein. 

10. Durch N (~) — 1 beliebige Punkte einer F” ist auf dieser 
Fliiche eine Punktengruppe |n,, p|, mithin auch deren iibrigen 


n.n.p—WN (= ) +1 
Punkte bestimmt. Nimlich die N (*) — 1 Punkte kénnen mit jedem 


willkiirlich angenommenen Punkte der F'” durch eine einzige C”-” 
verbunden werden (6.) und (7.); dasselbe gilt aber von den Punkten 
[m, m, p], in welchen zwei solche C*-” sich schneiden (5.). Jene durch 


die N =) — 1 Punkte gehenden C”-” miissen deshalb mit den Cur- 
ven des durch die |x, , p| gehenden Curvenbiischels np'** Ordnung 
zusammenfallen. — Die Punkte [n, n, p| werden die Grundpunkte, Kno- 
tenpunkte oder Basis des Curvenbiischels genannt, weshalb wir auch 
sagen kénnen: Ein Curvenbiischel np‘ Ordnung auf einer F? ist durch 
N (=) — 1 willkiirlich angenommene Punkte seiner Basis bestimmt; 
jede durch diese Punkte gelegte C”-” von F? geht noch durch 
n.n.p — N (+ ) +1 
andere feste Grundpunkte. Wenn von den N (=)-1 Punkten irgend 


Nn (= )— N (*>*) — 1 auf einer C?-% angenommen werden und 
q < m ist, so zerfallt eine jener C”-” offenbar in C?-* und diejenige 
Cr-—%), welche durch die iibrigen N C=) Punkte gelegt werden 
kann, und es ergiebt sich der Satz: 


11. Wenn von den Grundpunkten |n, n, p| eines auf einer Fv 
enthaltenen Curvenbiischels np‘ Ordnung beliebige 


nG- #59 —1 
auf einer C?-% angenommen werden, so zerfallen sie fiir q <n in zwei 
Punktengruppen |n, p, q| und [n, p, n—gq|, von denen die erstere auf 
C»-« liegt. Wir kénnen einen Theil dieses wichtigen Satzes zu dem 
folgenden Satze erweitern: Alle F'", welche durch 
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willkiirlich angenommene Punkte einer gegebenen C?-% gelegt werden, 
schneiden diese Curve noch in ganz bestimmten 


%.p. q—N(t J+ NCS) +1 


anderen Punkten, welche mit jenen zusammen eine Punktengruppe 
|x, p,q| ausmachen. Nimlich fiir q < m ist dieser Satz in dem vor- 
hergehenden enthalten, wie sofort zu erkennen ist, wenn durch C?-4 
eine J’? gelegt wird; denn je zwei durch die 


n ry n—q 
i; ald 
Punkte gelegte F'" schneiden die J” in einer Gruppe [n, ”, p], von 
welcher ».p.q Punkte auf C”-2 liegen. Fiir gq > » wird die Anzahl 
der auf C”-* angenommenen Punkte = N (“), und alle jene FF 


schneiden folglich (6. und 7.) die F? in einer und derselben C”-?, 
welche mit C’-? die Punktengruppe |n, p, q| gemein hat. Fir qg=n 
endlich wird die Zahl der auf C”:2 = C?-" angenommenen Punkte 


gleich N. =.) — 1, und diese Punkte bestimmen (10.) auf F? die 
Pp 


Basis [n, p, q| = [n, p, »| eines Curvenbiischels np'" Ordnung, zu 
welchem auch C?-7 = C?-" gehért. Zu beachten ist noch, dass fiir 
p>n und g>n nur eine einzige F” durch die auf C’-? angenom- 
menen Punkte gelegt werden kann, weil deren Anzahl in diesem Falle 
= N (n) wird. 

12. Wir haben in (3.) mit NV (* ) = N ( =) die Anzahl von 
willkiirlich angenommenen Punkten einer C”-? bezeichnet, durch welche 
auf C?-* eine Punktengruppe [n, p, q] bestimmt ist. Der soeben be- 
wiesene Satz liisst sich deshalb auch so aussprechen: 


wGt)—"(8)—w (54) — 1-9 (2)—N (54) 
willkiirlich angenommene Punkte einer C?-4% bestimmen auf dieser Curve 
eine einzige Punktengruppe |n, p,q]. Zugleich folgt aus (9.): Hine F” 
geht durch eine gegebene C?-%, sobald sie N (> +) + 1 willkiirlich auf 
Cv: angenommene Punkte enthiilt. 


In dem Ausdrucke fiir N (> , welcher sich auch auf die Form: 


ae = N(n) — N(n—p) — N(n—q) + N(n—p—q) —1 
bringen liisst; bedeuten », p, q beliebige positive ganze Zahlen. Je 


nach ihrer relativen Grésse finden wir mit Beriicksichtigung von (7.) 
n : 
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¥G.; ae N(n) = Orb. er). aa = —1 fiir p >n und q a nN, 
n y wn - — " 
NGa = N({)=%¥@)—Na—@)— 1 frp >u>4, 


N é*) = N(n) — N(n—p)— N(n—q) —2 fir pt+qa>n>p>q, 
y 2n— p— 4 - 
N (Fg) =P": - 1+4 4 fir n>p+q—83. 


Ist eine der Zahlen p,q grésser als x, so kann man sie im Symbole 


NG) 


einfach fortlassen. — Aus der letzten Formel folgt fiir »—p-+q> 4 
die niitzliche Gleichung: 
N (n) = N(n— p) + N(p)+p- (n—p)-" + $, 
13. Beispielsweise finden wir 


N(z3) a N (3) = 30; 


werden also durch 30 beliebige Punkte einer C*-* irgend welche I"! 
gelegt, so schneiden diese einander und die Curve noch in 54 anderen 
Punkten, welche mit jenen 30 eine Gruppe |4, 7,3] bilden. Die C*-* 
liegt auf jeder #4, welche durch 31 willkiirlich auf C‘-* angenommene 


Punkte hindurchgeht. — Fiir ¢g = 1, 2, 3 finden wir beiliufig: 
ny n.(n-+3) ‘? ee 9). 
i)= . cae 7a) = he +2); 


3n. e+) ~~ wee 
N(;, 3) - ad ry te 
2n 3 ¢ 2) 
(4, =p Pt —1; N & = p.(2n— p+2)—1; 
. ; 2n — 1 bis 
N Ga)= 3p - = Pt — 1 firp<n. 


Wir werden spiiter das yee 
o—? 
Pd 
auch fiir den Fall » —r < O benutzen, und setzen deshalb fest, dass 
fiir alle sie ganzen Zahlen x, p, q, r die Gleichung 


— = N(*;")- N ‘oa ae 


gelten soll. Alsdann wird 


7 ta Sas 1 i, oe 2 
N a = 0 fiir n=,r, und N oa 1 fiirn <7, 


14. Fir »n =p = q wird 


N (n — p) = N(n—q) = 0 und N 2 = N (n) — 2; 





d. h.: Kine Punktengruppe |n, n, | ist durch N (n) — 2 beliebige 




















Algebraische Fliichen. 


483 


von ihren Punkten bestimmt und kann mit je zwei anderen Punkten 
des Raumes durch eine F'" verbunden werden, mit je einem beliebigen 
Punkte aber (5.) durch eine C"-", durch welche ein Biischel von F" 
hindurchgeht. Die Gesammtheit aller durch die Punkte |n, », | gehen- 
den F’* und C*-" wird ein F'lichenbiindel oder Fliichennetz niet Ord- 
nung genannt. Je zwei C”-" des Biindels kénnen durch eine /"" des- 
selben verbunden werden, und je zwei seiner J" schneiden sich in 
einer C"-" des Biindels. Die Punkte |n, , | heissen die Grund- 
punkte, Knotenpunkte oder Basis des F\ichenbiindels, und letzterer ist 
somit durch N (nv) —2 willkiirlich angenommene Grundpunkte be- 
stimmt. 


§ 2. 
Die Punktengruppe |x, », q| und die durch sie gelegten 
algebraischen Fliichen und Curven. 


15. Um fiir » > p > q eine Punktengruppe |, p, q| zu construi- 
ren, kann man von derselben zuniichst N (qg) Punkte willkiirlich an- 
nehmen; dieselben bestimmen eine /’%, auf welcher |x, p, q| liegt. 
Auf F’¢ kénnen sodann 

‘ ) 7 ? P ? 4 

2 4 oe on (2) —* G3) oder wt (p — 9) o : iat 
andere Punkte beliebig angenommen werden, welche mit den N (q) 
ersten eine auf F's liegende und durch die Gruppe |x, p, q| gehende 
Cv-« bestimmen. Wihlt man endlich auf C”-% noch beliebige 


N Gra) — Ge) 
P>4 q 
neue Punkte, so bestimmen diese (12.) mit den vorher angenommenen 
r ) . ~ . . 
N (#) Punkten die Gruppe |”, p, q|. Letztere ist also bei der Be- 
stimmung einer L’’ fiir N (q) willkiirlich gewiihlte Punkte zu zihlen, 
bei der Bestimmung einer /’? oder F” dagegen fiir 
) n 
N (<) resp. N (— 
q P>4d 
willkiirliche Punkte. Oder: Durch cine Punktengruppe |n, p, q| kann, 
wenn n > p> ¢q ist, eine einzige F% gelegt werden, sowie eine einzige 
auf I°% enthaltene C?-1. Die Gruppe kann mit 


ees 7 /p 
, ae N _—_ = — © 
N (p) (7)=No-at+! 
beliebigen Punkten des Iaumes durch eine F? verbunden werden, alle 
solche I'v aber schneiden sich in jener C?-2; sie kann mit 
r n 
N (n) — N ( — 
P>4 
beliebigen Punkten des Raumes dureh eine F”, und mit 


31* 
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P>4d q 
beliebigen Punkten von J" durch eine CC”: verbunden werden. — 
Aehnliche Sitze erhiilt man fiir xn = p > q und » > pq; so kann 
fiir n > p durch eine Gruppe |n, p, p| eine einzige C?-” gelegt wer- 
den, welche auf allen durch [n, p, p| gehenden F'” enthalten ist. 

16. Eine C"-” und eine C-%, welche eine Punktengruppe |n, p, q| 
mit eimander gemein haben, kinnen durch eine F”" verbunden werden. 
Bei dem Beweise diirfen wir unbeschadet seiner Allgemeinheit anneh- 
men, dass p > q sei. Wenn nun x < »p ist, so kann durch C”-? eine 
einzige F'" gelegt werden (2.), durch |x, p, q| aber eine einzige C*-4, 
welche mit der gegebenen identisch sein und auf J” liegen muss (15.). 
Ist dagegen n > p> q, so ziihlen die Punkte [n, p, q| bei der Bestim- 
mung einer J” fiir mindestens 

N (n) — N(n—p) — N(n— q)—2 
willkiirlich -gewiihlte Punkte (12.), weil N (xn — p —q)>—1 ist; 
verbinden wir also C"-? mit N (n — p) + 1 beliebigen Punkten von 
C"-2 durch eine F’'", was ausfiihrbar ist (6.), so enthilt /'" im Gan- 
zen mindestens 


N (n) — N(n—q) -1= N(Z) 


willkiirlich gewihlte Punkte der C”-7, muss also durch diese Curve 
hindurechgehen. Ist n > p+ q, so kinnen die Curven C"-? und Cn-4 
sogar mit N (n — p — q) + 1 willkiirlichen Punkten des Raumes durch 
eine F'" verbunden werden, und je zwei dieser F'” schneiden sich noch 
in einer C"-@—?-®, welche durch C"-», C*-” und N (n— p — q) 
Punkte vollig bestimmt ist (8.). 

17. Sind auf einer F'* durch eine Punktengruppe |n, p, q| irgend 
drei C"-2 gelegt, und ist n> p, so schneiden sich diese drei Curven 
paarweise in je n.(n—p).q neuen Punkten |n, n—p, q|. Durch diese 
drei Gruppen |n, n—p, q| kinnen auf I’? drei C%)-2 gelegt werden, 
welche einem auf F'% liegenden Curvenbiischel (n—p).q'** Ordnung an- 
gehiren, also sich in einer und derselben Punktengruppe |n—p,n—p, q| 
schneiden miissen. Verbinden wir niimlich die drei C”-% mit einer 
durch die Punkte |n, p,q] gehenden C”-? durch drei F'", so gelten 
fiir diese die Siatze von (8.), woraus sich die vorstehenden sofort erge- 
ben. — Legen wir z. B. fiir [m,p,q| = [8, 1,2] durch die sechs 
Schnittpunkte einer /’? mit einer C*-' irgend drei /’%, so schneiden 
dieselben paarweise die F'? noch in drei Gruppen von je zwolf Punk- 
ten [3, 2,2], welche durch drei, zu einem und demselben Curven- 
biischel gehérige C®* verbunden werden kénnen. — Einen Theil des 
obigen, sehr allgemeinen Satzes kénnen wir auch wie folgt ausspre- 
chen: Wenn von den Punkten |n, n,q| trgend n.p.q eine Gruppe 
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|n, p, q| bilden, so bilden die iibrigen eine Gruppe |n, n—p,q|. Der- 
selbe ist iibrigens auch in (11.) enthalten und zugleich ein besonderer 
Fall des folgenden Satzes: 

18. Wenn von den Punkten einer Gruppe [n,p,q| irgend r.p.q eine 
Gruppe [r, p, q| bilden, so bilden die iibrigen eine Gruppe |n—r,p, q). 
Nimlich fiir p = » geht dieser Satz in den vorhergehenden iiber. 
Um ihn fiir die iibrigen Fille zu beweisen, legen wir durch [n, p, q| 
drei Flichen I", F'?, F'%, und durch [r, p, q| eime F'’; zugleich 
diirfen wir p > q annehmen, weil p und qg mit einander vertauscht 
werden kénnen. Ist nun erstens p > n, so hat #’" mit der Schnitt- 
linie C”-* von F’ und I’ mehr als ry . n. q, nimlich alle Punkte 
|r, p, q| gemein; von denselben kénnen wir NV ry. als_ willkiirlich 


auf C”-7 angenommene Punkte betrachten, und da 
Pp n 
N (a) > NG 

ist wegen p >, so muss F durch C’-? hindurchgehen (i2.). Die 
Flichen F” und F'2 haben folglich ausserdem eine C“-”-7 gemein 
(9.), und letztere wird von F'” in der genannten Punktengruppe 
|n—r,p, q| geschnitten. — Ist zweitens n>p +r >q+7r, so seien 
Cr-», Cv-" und C’-” die Schnittlinien von F'" mit F?, F? und F’. 
Die C’-” kann alsdann mit C?-" und N (x — p—r) + 1 willkiirlichen 
Punkten des Raumes durch eine neue F," verbunden werden (16.), 
und ebenso mit C7" und N(n — q — r) + 1 beliebigen Punkten 
durch eine F',". Die Flichen /’;" und 7," gehen durch alle Punkte 
|n, p,q], weil C?-" und C2-” diese Punkte enthalten; sie schneiden 
sich in C”-” und folglich noch in einer C’—”-”, und eine durch letz- 
tere gelegte F'"-" hat offenbar mit J’? und F die im Satze erwiihnte 
Gruppe |» — r, p, q| gemein. — Ist endlich drittens n > p und zu- 
gleich n <p-—+ yr, so berechnen wir r, und », aus den Gleichungen 
n+r,=p+r=n, und ergiinzen F” durch eine beliebige F” zu 
einer /'™, Diese #'™ geht durch die Punkte |r, p, qj, und ihre iibri- 
gen Schnittpunkte mit /? und fF bilden, weil n, =p+r>q+r 
ist, nach dem eben Bewiesenen eine Gruppe |x, —7, p, gq]. Zu die- 
ser gehért auch die Gruppe [7,, p, q], in welcher F'” und F von 
F’" geschnitten werden; und da n, — r =p ist, so muss nach dem 
zuerst erledigten Falle die Gruppe [n,—~7r, p, q]| zerfallen in [r,, p, gq] 
und eine Gruppe |x, — r—r,,p,q|=|»— r, p,q]. Offenbar aber 
bildet die letztere mit |r, p, q] zusammen die Gruppe [n, p, gq]. W.z.b.w. 

19. Der soeben bewiesene Satz (18.) enthilt sehr allgemeine und 
merkwiirdige Eigenschaften der algebraischen Flachen und ihrer Durch- 
dringungscurven. Wir kénnen ihn auch folgendermassen aussprechen: 
Wenn eine C?-2 und eine F” sich in einer Punktengruppe |r, p, q| 
schneiden, so haben sie ausserdem eine Gruppe [n—r, p, q| mit einan- 
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der gemein. Fiir ebene Curven sind einige ganz specielle Fille dieses 
Satzes bereits von Herrn Chasles ausgesprochen und bewiesen wor- 
den; z. B. der folgende*): ,,Wenn auf einer ebenen Curve »'* Ord- 
,nung die p.p Knotenpunkte eines Curvenbiischels p'*" Ordnung lie- 
»gen, so schneidet jede Curve des letzteren die C!-" noch in (n—p).p 
»,Punkten, durch welche eine Curve (x —p)'*" Ordaung gelegt werden 
»kann.“‘ Wir erhalten diesen Fall fiir =p und ¢ = 1. — In einer 
friiheren Arbeit habe ich folgenden Satz aufgestellt, der gleichfalls 
aus dem obigen sich ergiebt: ,,Wird durch » Schnittpunkte einer /'"+! 
»mit emer Geraden irgend eine C!-" gelegt, so begegnet diese der 
i’ noch in x. Punkten |x, ”, 1]; legen wir durch letztere eine 
»C"-", so wird I’ von dieser Curve noch in x... Punkten |n,2, 2} 
»geschnitten; und jede durch die |n, n,n] gelegte C"-". begegnet der 
i+! in m.n neuen Punkten |x, 2, 1], welche in einer Ebene liegen.“ 
Der letzte Theil des Satzes ist auch in dem folgenden enthalten: 
Wenn eine F'"+” eine Gruppe |n, n, n| enthdlt, so wird sie von jeder 
durch letztere gelegten C":" noch iv emer Gruppe |n, n, p| geschnitten ; 
alle solche Gruppen kinnen demnach mit N (p) — N (.) festen 


Punkten von F**+ durch je eine F? verbunden werden. Wir werden 
spiiter (36.) sehen, dass bei passender Wahl jener festen Punkte die 
so construirten J” einen Fliichenbiindel p'*" Ordnung bilden, dessen 
Knotenpunkte |p, p, p| auf /’'"+” liegen, und dass F'"+” als Erzeugniss 
dieses und des Biindels »' Ordnung |x, ”, | betrachtet werden 
kann. 

20. Durch eine Punktengruppe |r, p, q| kann keine F’” gelegt wer- 
den, wenn n kleiner ist als die drei Zahlen rv, p, gq. Denn legen wir 
durch die Gruppe eine C”-? und durch diese eine I'”, so miisste eine 
durch |r, p, q| gehende F'” die C”-* enthalten, weil die gemeinschaft- 
lichen Punkte |r, p, q| fiir NV Eo , also wegen + > wn fiir mehr als 


N ( ”) willkiirliche Punkte von C”-’ zu zihlen sind. Die FY” und 
? 


F’” wiirden sich also in C”-? schneiden, was fiir » < q unmdglich ist; 
denn C?-* kann keinen Theil von C?-” bilden, wenn » < q ist. — 
Durch eine Punktengruppe |r, p, q\ kinnen fiir n > rx unendlich viele 
und fiir n =r mindestens eine I" gelegt werden, wie schon daraus 
erhellt, dass eine durch |r, p, qg| gelegte F’” mit jeder beliebigen /'"—” 
eine solehe /'" ausmacht. 

21. Wenn nun durch eine Gruppe |r, p, g| eine F’” gelegt wer- 
den kann, so fragt sich, fiir wie viele willkiirlich angenommene (oder 
,unabhingige’) Punkte diese Gruppe bei der Bestimmung von F’" zu 
zihlen ist? Wir wollen diese gesuchte Zahl mit 


*) Chasles in den Compt. Rend. 1857, T. 45. p. 1061. 
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bezeichnen; ihre Definition ist auch in folgendem tie enthalten : 


7 a) — 1 will- 


kiirlich angenomimenen Punkten des Raumes durch cine einzige F 
verbunden werden. Fiir unsere Zwecke ist jedoch die folgende Defini- 


Eine Punktengruppe |r, p, q| kann mit N (n) — N 634 


tion von N G : = bequemer, welche auch in dem Falle einen Sinn 

behilt, wenn durch = Gruppe |”, p, q| keine F” gelegt werden 

kann: Durch NG eh, Punkte einer Gruppe |r, p, q| kann eine 

F'™ gelegt werden, He +4 nicht durch alle iibrig ” Punkte von |r, p, q} 

hindurchgeht; jede F™ aber, welche durch N(,- a) + 1 willkiirlich 
r, D> 


angenommene Punkte der Gruppe |r, p, q| gelegt wird, geht durch alle 
Punkte derselben. Wenn alle Punkte [r, p, g| bei der Bestimmung 
einer J’ als willkiirlich angenommene betrachtet werden diirfen, so muss 


? 
N (a) veers 
sein; im andern Falle ist: 
NG oy 7 +1<r.p.q. 


. > : on r n 
22. Auf Grund der bisherigen Sitze finden wir fiir N( ) 


r,P,4 
den Werth: 
N ( ” ) = N ES 
- D> 1. 7 P; 7. 
Zun Beweise legen wir durch die Gruppe [r, p, g| eine C?-7 und un- 
terscheiden drei Fille. Ist erstens n < 7, so wird 
9 . r U 
N (—*) = — 1 und obiger Ausdruck = N ( . ); 
P>4 P>4 
. . . . . r ? . 
wir wissen aber bereits, dass durch beliebige (=) Punkte einer 
> 
Cr-7 eine F'" gelegt werden kann, welche die C?-? noch in n.p.q 
-— N et vollig bestimmten anderen Punkten schneidet, und offenbar 
> 
geht diese /'” wegen n.p.q < r.p.q nicht durch alle Punkte |, p, q], 
ausgenommen wenn sie durch N ee + 1 willkiirliche Punkte von 
? 


Cr-2 und folglich durch C?-* selber gelegt wird. Ist zweitens n =r, 
so wird 
N n N n—? 1 N ( n ) 1 
4 —j)— i ——} — 1 = JV ( — —_ 
G a | P>4 P > 


und die Gruppe [r, p, g| wird eine “ p, a|3 verbinden wir aber 


XG 
Psd. 
Punkte dieser Gruppe mit einem beliebigen Punkte P von C”-7 durch 


eine I", so schneidet diese die C?-? in einer neuen Gruppe |n, p, q],_ 
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welche nur dann mit der gegebenen identisch ist, wenn auch P zu 
lr, p, q| gehort (12.). Ist endlich drittens n > 7, so schneidet jede 
durch [r, p, q| gelegte F'" die C?-7 noch in einer Gruppe [n—, p, q], 


welche durch N Sry, willkiirlich gewahlte Punkte von C?-? bestimmt 


. . : o— 
ist; verbinden wir also N “ts + 1 beliebige Punkte von C?-7 mit 


irgend 
N —1 
— ri ae a 


Punkten der Gruppe [r, p, q| durch eine J’, welche die C”-? in einer 
Gruppe |x, p,q| schneidet, so kann diese 7" nur dann durch alle 
Punkte [r, p, q| gehen, wenn die N (sq) +1 Punkte entweder irgend 


einer Gruppe |n—7, p, q| angehéren oder einer von ihnen in der Gruppe 
[r, p, q| liegt. Die Gleichung: 


“G;. ” ao N( 3) —¥ pa)! 


ist damit bewiesen. 
23. Mit Riicksicht auf (12.) finden wir: 


n( . NCxN\—N n— (" —7 n—r 

oD) —* Ca) —* Ge) - 8G) CG) tC): 
und hierin kénnen q und + (und ebenso p und +) mit einander ver- 
tauscht werden. Wir erhalten deshalb auch: 


Tr, ™\N_ N”®)\ wf’—H _1_wn” m2 
- Gea 5) " me sine G)- CG 5 
Uebrigeus ergiebt sich schon aus der Definition des Symboles 
n 
” rs: 7) ‘ 
dass in demselben, so gut wie in [r, p, q| die Zahlen r, p, q mit ein- 
ander vertauscht werden diirfen. Beachtenswerth ist ,- dass die fiir die 


Zahlen 
NG’ *¥G™*G) 


gefundenen Ausdriicke der Form nach iibereinstimmen, wodurch ihre 
Berechnung sehr erleichtert wird. — Beispielsweise ergiebt sich, dass 
bei der Bestimmung einer F'® die 125 Punkte [5, 5,5] nur fiir 72, 
und die 64 Punkte [4, 4, 4] nur fiir 54 willkiirlich gewihlte Punkte 
gelten. Die 27 Punkte (3, 3, 3] kénnen mit 11 beliebigen Punkten 
des Raumegs durch eine F'! verbunden werden; ebenso die 60 Punkte 
(3, 4, 5| mit 33 beliebigen Punkten durch eine F’*, sodass sie fiir 50 
unabhingige Punkte zu zihlen sind. 


24, Fir n>p+q+r —8 wird (12.): 








— 
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rf 2n— p— 4 od 2(n—r)— 4 

N (=) =py % - q+4 — lund x2 Dm pg Pa oe, 1; 

folglich ist 


Rt 3 P> 


In allen declan Fallen jedoch finden wir 
A os a) +1 <p.q.r. 


Also: Eine Gruppe |r, p, q| ist bet der Bestimmung einer IF" fiir 
r.p.q oder fiir weniger als r.p.q unabhingige Punkte zu zdhlen, 
je nachdem n > p+q+r—83 ist oder nicht. = Besonders hervor- 




















zuheben sind noch folgende Werthe von N GG - : 


N(< -) = a * =NC ) des ¥e—5)— 1 fir, >n>p>dq, 
ah nt” deme i = N(n) —N(n—g) —1 firr>p>n2>q, 
N(,%) = Nay = SPOOF) OF) _ 1 fier >p>q>n. 





Im Symbole N i r kann man also ebenso, wie im N (— 


r, DP, 
ren = 
und N (a) diejenigen von den Zahlen r,p, qg, welche grésser als n 


sind, fortlassen. 
25. Wenn von einer Punktengruppe |n, p, q| irgend 


Nya) +! 


Punkte auf einer F” liegen und bei der Bestimmung einer F” als un- 
abhiingige Punkte betrachtet werden kinnen, und wenn n > r ist, so 
zerfallt die Gruppe in eine auf F* enthaltene |r, p, q| und eine 
|1»—~r,p,q|. Zum Beweise legen wir durch |n, p, gq] eine C?-%, 
welche von F’ in einer Gruppe [r, p, q| geschnitten wird; da nun 


F™ von dieser Gruppe 
N n 
G0) <A 


Punkte enthalt, so wird F" im Allgemeinen (21.) durch alle Punkte 
von [r, p, q| hindurchgehen, wie unser Satz behauptet. Nur wenn die 


n 
NGp) +} 
Punkte bei der Bestimmung einer F nicht alle als willkiirlich angenom- 
mene Punkte der Gruppe [7, p, q] betrachtet werden diirfen, wenn sie also 
in [r, p, q| eine besondere gegenseitige Lage haben, oder auch wenn I” 
alle Punkte [n, p, g| und folglich auch C?-2 enthalt, gilt der Satz nicht. 
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— Wenn z. B. von 64 Punkten [4, 4, 4] irgend 13 in einer Ebene 
liegen, so enthalt dieselbe noch drei jener Punkte, und die iibrigen 
48 Punkte bilden eine Gruppe [3, 4, 4]; es ist ja ohnehin bekannt, 
dass alle C', welche durch 13 beliebige Punkte einer Ebene gehen, 
sich noch in drei bestimmten Punkten schneiden miissen. Dennoth 
aber erleidet der Satz eine Ausnahme, wenn die 13 Punkte mit irgend 
drei Punkten einer Geraden eine Gruppe [{1, 4, 4] bilden; denn ich 
finde (50.), dass jede C'*, welche alsdann durch 12 derselben hin- 
durehgeht, auch den 13' enthalten muss, dass also diese 13 Punkte 
bei der Bestimmung einer F nur fiir 12 unabhingige Punkte der 
Gruppe [1, 4, 4] zu ziihlen sind. 

26. Wenden wir unsern Satz (25.) an auf eine Punktengruppe 
[2, 3, 4], so ergiebt sich 


N (3) +1=—=6ud N (3-1) Ad Dae 7: 


d. h.: ,,Liegen von den Punkten |2, 3, 4| irgend sechs in einer Ebene, 
80 bildeu die iibrigen 18 eine Gruppe [2, 3, 3]; liegen sieben in einer 
»Ebene, so enthiilt diese noch einen achten Punkt, und die iibrigen 
»16 bilden eine Gruppe |2, 2, 4]. Ebenso scheint ‘die Gleichung 


vs 2 ; 
N(;) +16 
zu folgendem Satze zu fiihren: ,,Wenn von den Punkten [2,5, 4| 
»irgend sechs in einer Ebene liegen, so enthilt dieselbe noch sechs 
,von jenen Punkten, und auch die iibrigen 12 bilden eine Gruppe 
4/1, 3,4]. Allein dieser Satz ist falsch und nicht unter dem allge- 
meinen Satze enthalten, weil sechs in einer Ebene liegende Punkte 
von {[2, 3, 4| bei der Bestimmung einer F? nur fiir fiinf unabhingige 
Punkte gezihlt werden diirfen; denn sie liegen auf einer C!2, und F? 
geht durch C!*, wenn sie fiinf Punkte von C'” enthiilt. 


§ 3. 
Projectivische Erzeugung algebraischer Flichen und ihrer 
Schnittlinien. 


27. Wir setzen in diesem § den Begriff der projectivischen Ver- 
wandtschaft und einige elementare Siitze iiber dieselbe als bekannt 
voraus. Zwei Flichenbiindel |[n, 2, | und [p,p, p| von den Ordnun- 

= gen » und p kénnen collinear-projectivisch auf einander bezogen wer- 
den, sodass jeder /'” des ersteren eine J” des letzteren entspricht, 
und jeder auf /” liegenden C”-” des ersteren eine auf F’? liegende 
Cr-” des letzteren. Jedem Flichen- oder Curvenbiischel von [n, », n| 
entspricht dann ein zu ihm projectivischer Fliichen- resp. Curven- 
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biischel von [p, p, p|. Sind Fy" =—0, F,»=0, F," =0 die analy- 
tischen Gleichungen von drei beliebigen Flaichen des ersten Biindels, 
und  =0, Fy =0, Fy =O diejenigen der entsprechenden F'li- 
chen des zweiten, so sind: 

Ay By" + a, Fy" + 4, Fy" = 0 und 4, Fy + a, Fy + A; Fy =0 
die Gleichungen von je zwei einander entsprechenden (oder homologen) 
lichen der Biindel, wenn den Constanten 4,, 4,, 4, willkiirliche 
Werthe ertheilt werden. Setzt man 4, = 0, so stellen dieselben Glei- 
chungen zwei homologe Fliichen der beiden Biischel 7,” I,” und 
Fy Fy dar. 

28. Zwei Flichenbiindel |n, x, | und |p, p, p| sind reciprok-pro- 
jectivisch auf einander bezogen, wenn jeder 7" des ersteren eine C?-” 
des letzteren entspricht und jeder auf J" liegenden C”-” des ersteren 
eine durch C?-” gehende F” des letzteren. Jedem Flichen- oder Cur- 
venbiischel von [n, , | entspricht ein zu ihm projectivischer Curven- 
resp. Flachenbiischel von |p, p, p|. Wenn zwei Biindel auf einen 
dritten projectivisch bezogen sind, so sind sie auch zu einander pro- 
jectivisch, und zwar collinear oder reciprok, je nachdem sie dem drit- © 
ten gleichartig oder ungleichartig verwandt sind. Um zwei Fliichen- 
biindel reciprok auf einander zu beziehen, kann man zwei Flichen- 
lsiischel des einen auf zwei Curvenbiischel des anderen projectivisch 
beziehen, so jedoch, dass der gemeinschaftlichen Fliiche der beiden 
ersteren die gemeinschaftliche Curve der beiden letzteren entspricht; 
dadurch ist die reciproke Verwandtschaft der Biindel vollig festge- 
stellt. 

29. Zwei projectivische Flichenbiischel ne" und p\' Ordnung erzeu- 
gen eine F'"+”, welche die Schnittlinien von je zwei homologen Flichen, 
sowie dic Knotenlinien der beiden Biischel enthilt. Sind niimlich 

A, Fy + 4,F," =0 und 4, Fy +4, Fy = 0 

die Gleichungen homologer Flichen der Biindel, also auch diejenigen 
ihrer Schnittlinie, so finden wir fiir den Ort der letzteren durch Eli- 
mination von 4, und 4, die Gleichung: 

Fy. Fy — fy. Ff, = 9, 

also eine Gleichung » + p' Grades. Da diese Gleichung auch befrie- 
digt wird, wenn F," = F," = 0 gesetzt wird, so liegt auf der durch 
sie dargestellten +” auch die Knotenlinie des Biischels 

4, Fy +4, Fy." = 0. 
Die beiden Flichenbiischel werden von einer J in zwei projectivi- 
schen Curvenbiischeln ».q'* und p.q'* Ordnung geschnitten, welche 
die Schnittlinie C+” der Flichen F'"+” und 2 mit einander erzeu- 
gen. Da auch umgekehrt zwei auf F7 liegende projectivische Curven- 
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biischel stets als Schnitte der F’’ mit zwei projectivischen Fliichen- 
biischeln betrachtet werden kénnen, so erhalten wir den Satz: 

30. Zwei projectivische Curvenbdiischel n.q'* und p.q'*' Ordnung, 
welche auf einer F°% liegen, erzeugen eine C@+»)-2; dieselbe enthiilt die 
Schnittpunkte homologer Curven sowie die Knotenpunkte der Biischel. 
Ebenso ergiebt sich der folgende: Lin Curvenbiischel n.q'" Ordnung 
auf einer F'% und ein zu thm projectivischer Flichenbiischel p'* Ord- 
nung erzeugen eine C“+?)-7, welche alle Schnittpunkte homologer Ele- 
mente der beiden Biischel enthdlt. Die so erzeugte C+”-? enthiilt eine 
Gruppe [x, x, q|, eine Gruppe [p, p, qg| und unendlich viele Gruppen 
|x, p, q|- Ich werde unten beweisen, dass nicht jede beliebige C@+?)- 
durch zwei projectivische Curvenbiischel n.q'* und p.q' Ordnung 
erzeugt werden kann. 

31. Wenn eine C@+”)-2 eine Punktengruppe |n, n, q| enthdlt, so 
kann sie durch zwei projectivische Curvenbiischel n.q'" und p.q'*' Ord- 
nung erzeugt werden, von denen der erstere die Punkte [n, n, q\ zur 
Basis hat. Legen wir durch C+»)-¢ eine F und auf dieser durch 
|x, 2%, g| zwei Curven C*-7 und C,”-%, so schneiden (18.) die letzteren 
unsere C("+?)-2 noch in zwei Punktengruppen [n, p, g] und [n, p, q];- 
Die Gruppe |x, p, q| kénnen wir mit 


eG GAC * ! 


willkiirlich angenommenen Punkten von C+”)-2 durch eine auf F'4 
liegende C?-2 verbinden, welche die C+”) -2 in [n, p, gq] und folglich 
ausserdem in einer Gruppe |p, p, q| schneidet. Da nun die Curven 
C,":* und C?-4 zusammen eine von der gegebenen verschiedene C+ -4 
ausmachen, so bilden die vier Gruppen [n, p, q],, [n,”, q], [”, p, 4] 
und [p, p, q| zusammen eine Gruppe [x + p, + p, q|; und weil von 
dieser die Punkte [n, », q] und [n, p, g| als Schnittpunkte von C+»). 
und C*-? eine Gruppe [x, » + p, qj ausmachen, so bilden die iibrigen 
Punkte |p, p, q| und |x, p, q|, eine Gruppe [p, +p, q] und liegen 
demnach auf einer C\?-7. Ebenso kann jede neue Gruppe [n, p, q]. 
von C+9)-7, welche mit [n, n, q] auf einer C,"-7 liegt, mit [p, p, q] 
durch eine C,?-% verbunden werden. Beziehen wir nun die Curven- 
biischel [n, m, q] und [p, p, q]| projectivisch so auf einander, dass den 
drei Curven C"-7, C,"-7, C"-% die resp. Curven C?-7, Cyr-2, Cy-4 
entsprechen, so erzeugen sie eine C("+”)-7, welche mit der gegebenen 
identisch ist, weil sie mit ihr (n+ p) (n+p) q+ p q Punkte 
gemein hat, niimlich die Gruppen [n-+p, n+p, gq] und [n, p, ql,. 
32. Wenn eine C+”)-7 als Erzeugniss von zwei Curvenbiiscleln 
n.q'* und p.q'* Ordnung betrachtet. werden kann, so will ich deren 
Knotenpunkte |v, », q| und [p, p, q] zwei Gegengruppen der Curve 
nennen. Jede Punktengruppe |n, p, q| von C@+»)-2, welche mit der 
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einen Gruppe |n, n, q| auf einer C"-1 liegt, kann mit der Gegengruppe 
[p, p,q) durch Me Cr-% verbunden werden (31.). Ist die Gruppe 
|m, m, g] gegeben, so kénnen von der Gegengruppe |p, p,q], wie 
soeben bemerkt wurde, 
p—n 
weg yt 

Punkte willkiirlich angenommen werden. Da diese Zahl positiv oder 
Null ist, je nachdem p > n oder p < nist, so ergiebt sich: Zu einer 
Gruppe |n, n, q| auf einer C+-9 kinnen unendlich viele Gegengrup- 
pen |p, p,q) oder nur eine solche auf der Curve construirt werden, 
je nachdem p>n oder p <n ist. — Wenn auf C+)-7 eine Gruppe 
[n, p, g| gegeben ist und man legt durch letztere eine /'” und eine 
F?, so schneiden diese Fliichen die Curve in zwei Gegengruppen 
[n, m, q] und |p, p, 4). 

33. Die Frage, ob jede C+”)-« durch zwei projectivische Curven- 
biischel ».q'*" und p.q'' Ordnung erzeugt werden kann, ist jetzt auf 
die folgende zuriickgefiihrt: Kann auf jeder C“+»)-9 eine Gruppe 
[n, m, gq] oder [n, p, q) construirt werden? Wir miissen diese Frage 
und damit auch die erstere verneinen, wie sich am leichtesten an spe- 
ciellen Fiillen erkennen liisst. Wenn nimlich fiir » = 1 und 1 + p=p, 
auf jeder C”-% eine Gruppe [1, 1, q] lige, d. h. wenn jede C”:-? eine 
q — 1fache Secante (d.h. eine sie in g Punkten schneidende Gerade) 
besiisse, so miisste fiir p, < q diese Secante auf der die Curve enthal- 
tenden F’ liegen; wir wiirden so den Satz erhalten, dass jede }'” 
eine Gerade enthielte, was fiir p, > 3 gewiss nicht allgemein richtig 
ist. Also: Die C@+-7, welche von zwei auf einer F% liegenden, pro- 
jectivischen_ Curvenbiischeln n.q' und p.q' Urdnung erzeugt wird, 
darf nicht immer als die allgemeine Durchdringungscurve von F'4 mit 
einer I'"+” aufgefasst werden. Daraus schliessen wir weiter: Zwei pro- 
jectivische Flichenbiischel n'* und p'*" Ordnung erzeugen eine specielle 
Fliiche n + p'* Ordnung; jedoch fiir n + p=2 oder 3 erleidet dieser 
letzte Satz Ausnahmen. 

34. Zwei reciproke Flichenbiindel n' und p' Ordnung erzeugen 
eine F'"+”, welche durch die Knotenpunkte |n, n, | und [p, p, p) bei- 
der Biindel hindurchgeht und alle Schnittpunkte homologer Elemente der 
Biindel enthilt. Bezeichnen wir den erzeugten geometrischen Ort vor- 
liufig mit ®, so muss ® mit jeder J" des ersten Biindels eine durch 
die [n, x, |] gehende C+”). gemein haben, wie sich (30.) sofort 
ergiebt, wenn wir uns /” durch eine C"-" des Biindels [n, , »] 
beschrieben denken. Ebenso wird ® von jeder F? des zweiten Biin- 
dels in einer C+”)-” geschnitten. Sei nun (was anzunehmen gestat- 
tet ist) n >p und seien C+”)-” und C,(+”)-" die beiden Schnittlinien 
von ® mit zwei Fliichen ¥’" und Ff,” des ersten Biindels; dann haben 
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diese Curven die Punkte |v, ”, ], ausserdem aber diejenigen Punkte 
[n, x, p| gemein, in welchen die Schnittlinie von MB und F" der ihr 
entsprechenden J’? des zweiten Biindels begegnet. Weil aber diese 
Punkte [n, », n] und [x, », p| zusammen eine Gruppe [”, », + p] aus- 
machen als Schnittpunkte von C+”)-” mit J", so kinnen C(+)-” und 
C,@+”) ” (16.) fiir 2 > p durch eine einzige, und fiir n= mit einem belie- 
bigen Punkte A des Kaumes durch eine einzige /’"*” verbunden werden. 
Wir wihlen im letzteren Falle A auf unserem Orte ® und behaupten, 
dass in beiden Fiillen © mit +” identisch ist. Denn jede beliebige 
F? von |p, p, p|, welche fiir = p auch den Punkt A enthilt, schnei- 
det die Flichen ® und F'"*” in zwei C+)-”, welche mehr als 
(n+p). (n+ p).p Punkte gemein haben und folglich identisch sind; 
nimlich diese Curven gehen beide durch die (n + p) . 2x. p Schnitt- 
punkte von F? mit C/+”-" und C,"+)-" und fiir n =p ausserdew 
durch den Punkt A. Die Fliichen ® und J'"+” haben folglich alle ihre 
Punkte mit einander gemein. 

35. Wenn eine I’'"+” als Erzeugniss von zwei reciproken Flichen- 
biindeln x‘ und p'* Ordnung betrachtet werden kann, so will ich 
wieder die Knotenpunkte [n, », »] und [p, p, p| der Biindel zwei 
Gegengruppen nennen. Jede Gruppe |n, n, p| von E+”, welche mit 
der einen Gruppe |n, n, n| auf einer C”-” liegt, kann mit der Gegen- 
gruppe |p, p, p| durch eine EF? verbunden werden. — Wenn auf einer 
E+” eine Gruppe [n, x, »] gegeben ist, so kénnen auf ihr unendlich 
viele Gruppen |v, ”,p|, [”,p,p| und |p, p,p| construirt werden. 
Denn jede durch [n, x, x] gelegte C”-” schneidet (18.) die #"+” noch 
in einer Gruppe [n, ”, p|; eine durch letztere gehende C”-” hat mit 
F+” noch eine Gruppe |”, p, p| gemein, und eine durch diese [n, p, p| 
gelegte C?-” begegnet der /'"+? noch in einer Gruppe [p, p, p]|. Zu- 
gleich folgt aus (16.), dass von den drei auf einander folgenden Cur- 
ven C”-", C-» und C?-” die beiden ersten durch eine F'” und die 
beiden letzten durch eine F'? verbunden werden kénnen. Von grossem 
Interesse ist nun die Frage, ob jede Gruppe [p, p, p]| der Fliiche 
F"+?, za welcher wir auf diese Art von der Gruppe [n, ”, | aus 
gelangen, im obigen Sinne als Gegengruppe von [n, , | betrachtet 
werden kann. Durch die folgenden Untersuchungen wird diese I'rage 
eine bejahende Antwort erhalten. 

36. Wenn eine F+? eine Punktengruppe [n,n, n\ enthiilt, so 
kann sie durch zwei reciproke Flichenbiindel n'* und p' Ordnung 
erzeugt werden, von denen der erstere die Gruppe |n, n,n] zur Dasis 
hat. Wir construiren auf die soeben (35.) angegebene Weise von 
[m, m, %] ausgehend die drei Gruppen [n, ”, p|, |v, p, p| und |p, p, p| 
auf F'+?; von diesen kénnen die beiden ersteren mit [n, », ”] durch 
eine F und mit [p, p, p| durch eine F” verbunden werden (35.), und 
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wir wollen die Schnittlinien von "+? mit F'” und F? durch C+)-” 
und C(+»)-» bezeichnen. Wir legen noch durch [n, , n] und |n,x, p| 
auf #'"+? eine C,“+?)-"; dieselbe schneidet die C+”)-” in [n, n, p| 
und folglich ausserdem in einer Gruppe |”, p, p|,. Auf Grund dieser 
Constructionen wollen wir unseren Satz beweiser, indem wir zeigen, 
dass die Punkte [n, , | und [p, p, p| als Knotenpunkte der verlang- 
ten Flichenbiindel, also als zwei Gegengruppen betrachtet werden kén- 
nen. Da wir von [p,p,p| auf analoge Art zu [n,», | gelangen 
kénnen, wie von |[n, ”, | zu |p, p, p|, so kénnen diese Punktengrup- 
pen beim Beweise mt einander vertauscht werden, und wir diirfen 
deshalb » > p annehmen. 

37. Die Gruppen |n, p, p| und |n, p, p|, kénnen (31.) als Gegen- 
gruppen von |”, , | benutzt werden, wenn wir die Curven C(t). 
und C,“+»)-" durch je zwei projectivische Curvenbiischel ».n'*" und 
p.wet Ordnung erzeugen wollen. Die beiden hierbei entstehenden 
Curvenbiischel von |x, x, »] bezeichnen wir mit B (C”-”) und B, (C*-”), 
die ihnen entsprechenden aber mit B(C?-") und B,(C?-”). Bei Er- 
zeugung von C+»)-» durch zwei projectivische Curvenbiischel x . p'" 
und p.p'* Ordnung kénnen ferner die Punkte |x, ”, p| und |p, p, p| 
als Gegengruppen benutzt werden; und weil |”, p, p| und [n, p, pl, 
mit |x, ”; p| auf zwei #'” liegen, so kénnen diese Gruppen mit | p, p, p| 
durch zwei Curven C?-” verbunden werden. Wir kénnen (16.) diese 
beiden C”-” mit den Curven der resp. Biischel B(C?-") und B, (C?-") 
durch Flichen p'e" Ordnung verbinden, und erhalten so zwei Fliichen- 
biischel B (J’”) und B, (F'”), von welchen jene Curvenbiischel Schnitte 
sind und welche folglich auch zu den resp. Curvenbiischeln B(C”-") 
und B, (€*-") projectivisch sein miissen. Die gemeinschaftlichen Ele- 
mente von diesen Curven- und jenen Fliichenbiischeln gehen durch 
|x, 2, p| und entsprechen demnach einander; die Flachenbiindel |», x, 2| 
und |p, p, p| sind folglich (28.) durch jene projectivischen Flichen- 
und Curvenbiischel reciprok-auf einander bezogen und erzeugen (34.) 
eine F',"+”. Mit der gegebenen Fliiche F'"+” hat F'\"*” die Curven 
C+). und C,“+”)-” sowie die Gruppe [p,p,p| gemein, woraus 
folgt, dass beide Flichen zusammenfallen. Denn wenn » > p ist, 
kénnen C+”)-” und C,"+”-" nur durch eine einzige +” verbunden 
werden; ist aber x =p, so kénnen sie mit einem ausser ihnen gele- 
genen Punkte, z. B. einem Punkte von [p, p, p| durch nicht mehr als 
eine F'"+” verbunden werden (16.). Unser Satz (36.) ist somit he- 
wiesen. 

38. Legen wir fiir n > p durch eine auf der Fliche F"+” gege- 
bene |n, n, n| beliebige C”-”, und verbinden wir deren iibrigen Schnitt- 
punkte |n, n, p| mit F"+e unter eimander durch je eine EF, so bilden 
alle diese F? cinen Flichenbiindel p'" Ordnung, dessen Knotenpunkte 
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[p, p, p| auf F'"+” liegen; derselbe ist zwm Biindel |[n, n, n] reciprok 
und erzeugt mit diesem die F™*+». Es muss niimlich zu |n, n, n| eine 
Gegengruppe [p, p, p| auf "+? geben, und dieselbe kann mit jeder 
der genannten Gruppen |x, , p| durch eine F’'? verbunden werden. 
Fiir x > p kann aber durch jede [n, ”, p| nur eine einzige F'” gelegt 
werden, woraus der Satz folgt. — Ist z. B. fiir » > 1 auf einer "+1 
eine Gruppe [n, », »| gegeben, so schneidet jede durch [n, n, n] 
gelegte C"-" die Fliche in x. Punkten einer Ebene; alle so con- 
struirten Ebenen gehen durch einen Punkt [1,1,1] der F”+' und 
erzeugen mit dem Biindel |n, », | diese Fliiche (vgl. 19.). 

39. Ist auf einer F'"*+? eine Gruppe |n,n, | gegeben, so kinnen 
zu derselben unendlich viele Gegengruppen |p, p, p| oder (38.) nur eine 
solche auf F'"+” construirt werden, je nachdem n < p oder n> p ist. 
Von der Gegengruppe |p, p, p| kinnen niimlich N (p—n) + 1 Punkte 
willkiirlich auf F'"*+? angenommen werden. Bestimmen wir auf F'=+? 
eine Gruppe |n, x, p|, welche mit [n, n, m| auf einer C”-” liegt, so 
kann diese [n, x, p| mit der Gegengruppe |p, p, p| durch eine F? 
verbunden werden. Wir kénnen dieselbe zuniichst mit 


y 
Wo) — GE, 
beliebigen Punkten von "+? durch eine F’? verbinden, also auch 
durch eine auf F'"+” liegende C+?)-», Diese wird von einer durch 
die |n, n, p| gelegten 2" noch in einer Gruppe [n, p, p| geschnit- 
ten; und verbinden wir diese |n, p, p] mit 

eae et 

von den zuerst angenommenen 


N (a) — N GE). 


n,n 
Punkten durch eine C?-?, so schneidet (35.) C?-? die C@+»)-» in der 
gesuchten Gegengruppe [p, p, p|. Fiir » < p ist 


© — *Ga> th "¢ 


n,p}? 





und deshalb ist fiir » <p die Gegengruppe |p, p, p| durch N(p—n) + 1 
auf F’"+” angenommene Punkte noch nicht véllig bestimmt; denn die 
F?, durch welche diese Gruppe mit |n, 2, p| verbunden werden kann, 
ist durch die N(p — mn) + 1 Punkte nicht geniigend bestimmt. Ist 
z. B. auf einer P+? — F?+* — F' eine Gruppe [2, 2,2] gegeben, 
so kann von der Gegengruppe |p, p, p| = [2, 2, 2] ein Punkt A 
willkiirlich auf F’' angenommen werden; die iibrigen sieben Punkte 
derselben liegen auf einer C*-*, welche in A einen Doppelpunkt hat 
(s. diese Annalen Bd. I pag. 463), und einer von ihnen kann noch 
auf C®-? willkiirlich angenommen werden. 
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40. Die wichtige Aufgabe: ,,Kine gegebene F"+” durch zwei reci- 
proke Flichenbiindel n'* und p' Ordnuwg zu erzeugen“, ist durch die 
bisherigen Untersuchungen (36.) auf die folgende zuriickgefiihrt: ,,Au/f 
yeimer gegebenen +” eine Gruppe |n, n, | zu construiren.“ Da jeder 
Punkt als eine Gruppe [{1, 1, 1], d. h. als Schnittpunkt von drei Ebe- 
nen betrachtet werden kann, so haben wir ohne Weiteres den Satz: 
Jede Fs kann durch zwei reciproke Flichenbiindel erster und s — 1 
Ordnung eFzeugt werden, und zwar kann der Knotenpunkt des ersteren 
Biindels ganz beliebig auf F’* angenommen werden. Ebenso liisst sich 
leicht beweisen: Jede F's kann fiir s > 2 durch zwei reciproke Flichen- 
biindel 2‘ und s — 2'* Ordnung erzeugt werden. Denn man schneide 
die F's durch eine F in einer C?-*, und ziehe an diese aus einem 
ausser ihr gelegenen Punkte vier Secanten, so schneiden letztere die 
C?-s und folglich auch die F's in acht Punkten [2, 2,2]. Dass fiir 
s > 2 vier solche Secanten existiren, ergiebt sich aus folgendem Satze, 
dessen Beweis ich iibergehen darf: ,,An eine C?-* kénnen aus einem 
»beliebigen ausserhalb gelegenen Punkte im Allgemeinen s. (s — 1) 
,secanten gezogen werden, welche auf einer Kegelfliiche s — 1'' Ord- 
,nung liegen.“ Wir haben auf diese Art zwei verschiedene Con- 
structionen der allgemeinen Fliiche s'** Ordnung mittelst reciproker 
Flichenbiindel niederer Ordnung aufgestellt. Zugleich ergiebt sich (31.): 


41. Jede C*-* kann fiir s > 2 auf wunzdhlig viele Arten durch zwei 
projectivische Curvenbiischel 2.2'" und 2.(s—2)'" Ordnung erzeugt wer- 
den. — Die I'?+", welche von zwei reciproken Flichenbiindeln p' 
und »'* Ordnung erzeugt wird, darf nur dann als die allgemeine 
Fliche p + n't Ordnung betrachtet werden, wenn sich auf jeder belie- 
bigen F'?+" eine Gruppe |{”, ”, | nachweisen lisst. Bis jetzt ist mir 
dieser Nachweis nicht gelungen. Jede +”, welche eine C”-” ent- 
halt, kann offenbar durch reciproke Flichenbiindel nn‘ und p' Ord- 
nung erzeugt werden, noch einfacher jedoch auf folgende Art: 


42. Wenn eine Ftv eine C*-” enthilt, so kann sie durch zwei 
projectivische Flichenbiischel n'** und p'* Ordnung erzeugt werden, von 
denen der erstere die C"-" zur Knotenlinic hat*). Niimlich F'+” hat (9.) 
mit jeder durch C”-” gelegten F'” noch eine C”-” und mit einer durch 
C"-» gelegten I’? noch eine C?-? gemein; diese C?-” aber kann als 
Knotenlinie des Flichenbiischels p'* Ordnung gewihlt werden, Zum 
Beweise nehmen wir q > x-+ yp und construiren eine beliebige I’, 
welche von F'"+? in einer C@+”)-¢ und von C”-" und C?-” in den 
Gruppen |”, ”, qg| und [p, p, g| geschnitten wird. Die C(+»)-7 kann 


*) Diesen Satz hat zuerst Herr Chasles in den Comptes Rendus 1857, T. 45 
pag. 1066 aufgestellt und auf andere Art bewiesen. 
Mathematische Annalen II, 32 
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dann durch zwei projectivische Curvenbiischel n.q'*" und p.q'* Ord- 
nung erzeugt werden (31. und 32.), welche die Gruppen [n, », q] 
und |p, p,q| zur Basis haben, und diese Curvenbiischel kénnen (16.) 
mit C"-" und C?-? durch zwei Filiichenbiischel n'*" und pt Ordnung 
verbunden werden, welche ebenfalls projectivisch sind. Je zwei homo- 
loge Flichen F'", F'? dieser Biischel haben mit C+»)-¢ ausser den 
resp. Gruppen |”, », g| und |p, p, g| noch eine und dieselbe Gruppe 
|n, p, g| gemein, durch welche wegen gq > -+p nur tine einzige 
C"-» gelegt werden kann (15.), und diese C”-” muss deshalb mit 
denjenigen drei C"-” zusammenfallen, in welchen J" und F’” einan- 
der und die #'"+” schneiden. Also wird F'+? wirklich durch die 
beiden projectivischen Flichenbiischel erzeugt. — Wenn » > p ist, 
so wird die Knotenlinie C?-” auf F'"+? véllig bestimmt durch C”-*; 
ist aber xn <p, so kénnen von C?-?, wenn C”-" gegeben ist, noch 


N(p) —N 7, = N(p—n)+1 
Punkte willkiirlich auf /"+” angenommen werden. — Die Gleichung 
einer F'"+?, welche eine C"-" enthilt, kann (29.) auf die Form: 
P?- Fy = Fy -F;* 
gebracht werden. 


§ 4. 
Anwendungen auf die Polarentheorie algebraischer Fliichen 
und Curven. 


43. Die erste Polare eines Punktes P in Bezug auf eine F ist 
bekanntlich eine '"-', welche durch alle Doppelpunkte von F’ hin- 
durchgeht und mit J" ausserdem alle Punkte gemein hat, deren Be- 
riihrungsebenen durch P gehen. Die Beriihrungspunkte aller von P 
an I” gezogenen Tangenten liegen demnach auf einer C"-“—», wenn 
F keine Doppelecurve enthilt. Beschreibt P eine Gerade g, so be- 
schreibt F'"—' einen zu g projectivischen Flichenbiischel » — 1'* Ord- 
nung, dessen Knotenlinie C“—»-(—» durch alle Doppelpunkte von F'” 
und durch diejenigen Punkte dieser Fliche hindurchgehen muss, deren 
Beriihrungsebenen die Gerade g enthalten. Man schliesst daraus: An 
eine F” ohne Doppelcurve kinnen durch eine beliebige Gerade im Allge- 
meinen n.(n—1).(n—1) Beriihrungsebenen gelegt werden, und deren 
Beriihrungspunkte bilden eine Gruppe |n, n—1, n—1]; durch jeden 
Doppelpunkt von EF" wird jedoch ihre Zahl wm zwei erniedrigt, indem 
in demselben zwei von den Punkten |n, » — 1, » — 1| sich ver- 
einigen. — Beschreibt /’" einen Flichenbiischel, so beschreibt die 
Polare F'"—! des Punktes P einen zu jenem Biischel projectivischen 
Flichenbiischel. Alle von P an die Fliichen eines Biischels n'* Ord- 
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nung gezogenen T'angenten beriihren folglich diese Fliichen in den 
Punkten einer }'?”—' (29.). 


44. Von diesen bekannten Siitzen ausgehend kénnen wir leicht 
einige wichtige Eigenschaften der C?-* beweisen, die sich auch aus 
den Cayley-Pliicker’schen Formeln, jedoch weniger anschaulich 
ableiten lassen*). Seien durch C?-* die Fliichen /'” und F% gelegt 
und in Bezug auf diese die Polaren F? und F'2—' eines beliebigen 
Punktes P construirt; dann schneiden sich letztere in einer C'?—)-(—, 
welche in gewisser Hinsicht als eine Polare von P in Bezug auf C?-« 
betrachtet werden kann. Wenn Clv--@-) mit Cr-* einen Punkt Q 
gemein hat, so ist die Gerade PQ eine Tangente von C”-* im Punkte 
Q; denn (43.) die Beriihrungsebenen von J” und F im Punkte Q 
gehen beide durch P, und nur wenn Q ein Doppel- oder Riickkehr- 
punkt von C?-¢ ist, kann der Satz leicht angebbare Ausnahmen erlei- 
den. Wenn P eine Gerade g durchliuft, so beschreiben (43.) F?— 
und F's" zwei zu g projectivische Flichenbiischel und folglich (29.) 
Ce-) -~@—-) eine /'?+2-2, welche von C?-? in einer Gruppe | p,¢,p-+q—2| 
geschuitten wird. Die Tangenten dieser Punkte von C”-* miissen nach 
dem Vorhergehenden die Gerade y schneiden; also: Durch eine Gerade 
g kinnen an eine C?-* im Allgemeinen p.gq.(p+q¢—2) Beriihrungs- 
ebenen gelegt werden, und deren Beriihrungspunkte bilden cine Gruppe 


IP, 9, p+ga—2|, sind also bestimmt (12.), sobald p.q. +4 — 1 


von ihnen auf C?-* bekannt sind; jeder Doppel- oder Riickkehrpunkt 
von Cr-9 erniedrigt jedoch jene Zahl wu zwei resp. drei Einheiten, in- 
dem sich in ihm zwei resp. drei von den Punkten |p, q, p + ¢ — 2] 
vereinigen. Wir kénnen auch sagen: Die abwickelbare Tangentenfliche 
einer Cv-% ist im Allgemeinen vom p.q.(p+q—2)'" Grade. 

45. Von I’'e— wird C?-* in einer Gruppe |p, q, p — 1] von Punk- 
ten geschnitten, deren Verbindungslinien mit P die F” beriihren. 
Wenn also eine Gerade PQ sich so um P dreht, dass ein Punkt @ 
derselben die C”-% beschreibt, so miissen ihre von Q verschiedenen 
Schnittpunkte mit J” eine Curve beschreiben, welche die Gruppe 
|p, ¢, p—1| enthiilt, ausserdem aber mit C?-% die Schnittpunkte aller 
aus P an Cr-% gezogenen Secanten gemein hat. Da die Gerade PQ 
eine F'?-4 beschreibt, so ist die genannte Curve eine C?-(—” (9.), 
welche mit C”-4 zusammen eine C?-?7 ausmacht und die C”% in einer 
Punktengruppe |p, q, pq—q| schneidet. Und weil diese Punkten- 
gruppe die vorhin erwiihnte Gruppe |p, q, p — 1| enthiilt, so zerfallt 


*) Vel. Salmon, Analytische Geometrie des Raumes, Deutsch von Fiedler, 


Bd. II. pag. 82. 
32* 








500 Tu. Reve. 


sie in diese und eine Gruppe [p, ¢, pg—q—p+1|. Daraus folgt: 
An eine C»-% kinnen aus einem beliebigen Punkte im Allgemeinen 


p.q.(p—1).(q—)) 
2 





Secanten gezogen werden, und deren Schnittpunkte mit Cr-4 bilden eine 
Gruppe |p,d, PY—P—Ad+ 1]. Seder Doppelpunkt von C?-* vermin- 
dert jedoch die Zahl der Secanten um eine Einheit; denn die durch ihn 
gelegten Geraden kénnen, obgleich sie die Curve in zwei Punkten 
schneiden, nicht als Secanten von C?-’ betrachtet werden, weil diese 
Punkte zusammenfallen. 


46. Die Tangenten einer Raumcurve sind als Grenzfiille der Secan- 
ten zu betrachten. Wenn wir aber den letzten Satz auf die C"-“—» 
anwenden wollen, in welcher die Beriihrungspunkte aller aus einem 
Punkte P an eine F'" gezogenen Tangenten liegen, so thun wir gut, 
die durch P gehenden Tangenten der C*-“—» von den eigentlichen 
Secanten zu trennen. Denn jene Tangenten osculiren offenbar die F’'” 
dreipunktig, wihrend jede durch P gehende Secante von C*-“—» die 
F™ in zwei verschiedenen Punkten beriihrt. Die Beriihrungspunkte 
jener osculirenden Tangenten finden wir, indem wir zu P die erste 
Polare F’"-* in Bezug auf /’"—' construiren und deren Schnittpunkte 
|x, mn—1, »—2| mit C”-— bestimmen. Daraus folgt: An eine F 
kinnen aus einem beliebigen Punkte P im Allgemeinen 


» n.(n—1).(n— 2) 
osculirende Tangenten gezogen werden, deren Osculationspunkte eine 


Gruppe |n, n —1, »—2| ausmachen. Z. B. an eine F* kénnen aus 
einem beliebigen Punkte im Allgemeinen sechs osculirende (oder In- 
flexions-)Tangenten gezogen werden, deren Beriihrungspunkte auf 
einem Kegelschnitt liegen. 

47. An die C-™—» kénnen (45.) aus einem beliebigen Punkte 
im Allgemeinen 

2: 0-2. 9—5-8=9 
2 

Secanten gezogen werden, deren Schnittpunkte mit C”-("—) eine Gruppe 
[n,m —1,n?—3n-+-2| bilden. Ist nun P jener Punkt, so gehéren 
zu jenen Secanten nicht weniger als ».(n—1).(n—2) Tangenten 
von C*-™-1 (46.). Die iibrigen Secanten sind Doppeltangenten von 
x", und fiir diese ergiebt sich mit Beriicksichtigung von (18.): An 
eine EF" ohne Doppeleurve kinnen aus einem beliebigen Punkte im All- 
gememen 





n.(m—1).(m—2). (n— 3) 
; Li 


Doppeltangenten gezogen werden, und deren Beriihrungspunkte bilden 





e 


Ss 
i- 


if 
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eine Gruppe |n, mn — 1, n?>—5n+6]. Z. B. an eine F* kénnen 24 
osculirende und 12 Doppeltangenten gezogen werden, deren 24 Beriih- 
rungspunkte jedesmal auf einer C?-* liegen. 


g 5. 


Schlussbemerkungen. 


48. Zum Schlusse hebe ich noch einige Aufgaben hervor, deren 
Lésung wiinschenswerth sein diirfte. Schon im Laufe der Unter- 
suchung hat sich uns die wichtige Frage aufgedringt: Kann auf der 
allgemeinen F'"+? eine Punktengruppe |n, n, n| construirt werden? Ich 
habe nur fiir » = 1 oder 2 und fiir p = 1 oder 2 eine bestimmte, 
und zwar bejahende Antwort geben kénnen. Die analoge Frage fiir 
algebraische Curven ist meines Wissens sogar fiir ebene Curven noch 
nicht allgemein gelést worden, obgleich man bei der projectivischen 
Erzeugung einer C!-("+») meistens von der Annahme einer Punkten- 
gruppe [1, », n| auf C!-(+?) ausgeht, also die Frage ohne Weiteres 
bejaht. Ich glaube ein umfangreiches und bis jetzt kaum noch betre- 
tenes Gebiet der geometrischen Forschung zu bezeichnen, indem ich 
die allgemeinere Aufgabe aufwerfe: Dicjenigen Punktengruppen |p, q, 1] 


anzugeben, welche auf einer I" oder C"-" enthalten sind. 


49? Vielleicht muss der Lésung dieser Aufgabe eine genauere Un- 
tersuchung iiber die gegenseitige Lage der Punkte |p, q, 7] voraus- 
gehen. Auch von den hierher gehérenden Fragen habe ich in der 
vorliegenden Arbeit nur wenige der wichtigeren beantworten kénnen. 
Gar nicht beriihrt wurden die folgenden: Wenn von den Punkten einer 
Gruppe |p, q, 7] trgend vier in einer Ebene, oder drei in einer Gera- 
den, oder zehn auf einer F°? oder newn auf einer C?-? etc. liegen, welche 
gegenseitige Lage haben dann die iibrigen? Ohne Zweifel wiirde die 
Beantwortung dieser Fragen wesentliche Erweiterungen unserer geo- 
metrischen Kenntnisse enthalten und nicht wenig beitragen zur Schi- 
pfung einer Geometrie der Punktengruppen [p, q, 1}. 

50. Wir haben oben (25.) den folgenden, hierher gehérigen Satz 
benutzt: Wenn von den 16 Punkten einer Gruppe {1, 4, 4] irgend drei in 
einer Geraden g liegen, so kinnen durch die iibrigen 13 Punkte doppelt wn- 
endlich viele C'-* gelegt werden. Néimlich jede C!-*, welche durch 12 der- 
selben hindurchgeht , enthilt auch den 13°" Punkt, und je zwei solche C'-4 
schneiden sich ausserdem in drei Punkten einer Geraden. Da eine C1 -*4 durch 
14 willkiirlich angenommene Punkte der Ebene bestimmt ist, so miissen 
wir beweisen, dass jene 13 Punkte mit je zwei beliebigen Punkten P, Q 
durch eine C!-4 verbunden- werden kénnen, und dass alle durch die 
13 Punkte und einen beliebigen Punkt P gehenden C'-‘ sich noch in 
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zwei Punkten schneiden, die mit P in einer Geraden liegen. Zu dem 
Ende legen wir durch die Gruppe {1, 4, 4] zwei Curven C!-4 und C,!-4, 
von denen die erstere durch P gehen mége. Die Gerade g wird von 
C!-4 in drei von den Punkten [{1, 4, 4] geschnitten und ausserdem in 
einem vierten Punkte A, welchen wir mit P durch eine Gerade g, 
verbinden. Diese g, bildet mit C,'-* zusammen eine C!-*, von wel- 
cher C'-4 in einer Gruppe [1, 4, 5] geschnitten wird. Weil aber vier 
Punkte dieser Gruppe auf der Geraden g liegen, also eine Gruppe 
|1,4, 1] bilden, so bilden die iibrigen eine Gruppe [1, 4, 4], und die 
13 Punkte, welche die letztere mit der urspriinglich gegebenen Gruppe 
|1, 4, 4] gemein hat, kénnen folglich mit P durch einen Biischel von 
C'-4 verbunden werden, von dessen Grundpunkten P mit zwei ande- 
ren auf der Geraden g, liegt. Eine Curve dieses Biischels geht durch 
@ und muss mit derjenigen zusammenfallen, welche 12 von den 13 
Punkten mit den Punkten P und Q verbindet. Auf C'-* giebt es un- 
endlich viele Punktentripel, welche mit den 13 Punkten eine Gruppe 
}1, 4, 4] bilden; alle diese Tripel aber liegen in Geraden, welche sich 
in einem und demselben Punkte A von C'-* schneiden. 

51. Ganz analog lisst sich der folgende Satz beweisen: ,,Wenn 
»von den 18 Pankten |2, 3, 3] irgend vier in einer Kbene liegen, so 
,konnen durch die iibrigen 14 doppelt unendlich viele C?-* gelegt 
werden. Nimlich jede C?-*, welche durch 13 derselben hindurch- 
»geht, enthilt auch den 14’ Punkt, und je zwei solche C?-* schnei- 
»den sich ausserdem in vier Pankten einer Ebene. Auf jeder solchen 
,C?-* giebt es unendlich viele Punktenquadrupel, welche mit den 14 
»Vunkten eine Gruppe [2, 3, 3] bilden; alle diese Quadrupel aber lie- 
»gen in Ebenen, welche sich in einer Secante der C?-* schneiden.“ 

52. Ich brauche wohl kaum zu erwiihnen, dass alle Aufgaben und 
Siitze aus der Geometrie der Punktengruppen [p, q, 7] mit gewissen 
algebraischen parallel laufen. So ergiebt sich aus (21.) und (22.): 
Wenn drei Gleichungen mit drei Unbekannten vom Grade p, q und r 
gegeben sind, und eine vierte Gleichung vom Grade n aufgestellt werden 
soll, welche durch die p.q.r Auflisungen der drei ersteren befriedigt 
wird, so erhilt man zwischen den Coefficienten dieser vierten Gleichung 
nicht p.q.7, sondern nur 


n 
NGar) +! 
von einander unabhingige Relationen, so lange n < p+q+r-—3 
ist. Die Zahl 
N (_—— 1 
G: q> > + 


ist zu berechnen aus der Gleichung: 
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a oe 7) H1=N(n) -Nw—p)—-N—-gQ—N(n—r) 
+ N(n—q—r) + N(n—r—p) + NQw—p—g) 
—s—p-—g— + 

in welcher allgemein zu setzen ist: 
N (kt) = ETH- EF) CFS _ 1 fire >Ound N(k) =—1 fir k <0. 
Die Zahlen 





N( n =) + 1 
P>4>? 
folgen also einem ziemlich verwickelten Gesetze, obgleich sie in jedem 
concreten Falle leicht zu berechnen sind. 
53. Ebenso ergiebt sich aus (25.): Wenn dret Gleichungen mit 
drei Unbekannten vom Grade n, p und q gegeben sind und irgend 
rT n 
N me +1 
von ihren n.p.q Auflisungen einer Gleichung r'°” Grades geniigen, so 
kann fiir n > r die Gleichung wv" Grades durch zwei Gleichungen re 
und n — r' Grades ersetzt werden, welche mit den Gleichungen p'" 
und q'" Grades dieselben n. p .q Auflisungen liefern wie die Gleichung 
we" Grades. Nur miissen die Relationen, welche durch die 
y n 
a G q> 7, + : 
Auflésungen zwischen den Coefficienten der Gleichung 2" Grades 
hergestellt werden, von einander unabhingig sein, damit keine Aus- 
nahmen eintreten. 





Giirich, den 23. August 1869. 











Abbildung der Flichen zweiten Grades nach Aehnlichkeit 
der Flachenelemente. 


Von R. Horre in Berwin. 


Die Aufgabe, eine Fliche auf einer andern nach Aehnlichkeit der 
Elemente abzubilden, ist selbstverstindlich gelést, sobald man jede 
derselben allgemein auf einer Ebene abbilden kann, und letztere Auf- 
gabe wiederum, wie Gauss gezeigt hat, sobald eine specielle Abbil- 
dung bekannt ist. Sind x, y, z die rechtwinkligen Coordinaten eines 
Punkts der gegebenen Fliiche, und w, v die rechtwinkligen Coordina- 
ten von dessen Abbildung in der Ebene, so sind alle Abbildungen des- 
selben in der Ebene (w,, v,) ausgedriickt durch die Relation 

u, + iv, = f(u + tv). 

Von der disponibeln Function f will ich hier nur soweit Gebrauch 
machen, um die ganze zusammenhiingende Fliche ohne Zerreissung 
oder Deckung der Theile mit durchgehender Stetigkeit des Dimensions- 
verhiiltnisses (abgesehen von unvermeidlichen Ausnahmen am Umfang 
des Bildes einer geschlossenen Fliiche) darzustellen. 

Die Flichen zweiten Grades haben, und-zwar mit Ausnahme von 
Rotations- und abwickelbaren Flichen ausschliesslich, die Kigenschaft, 
dass den Bedingungen der Abbildung geniigt werden kann, indem 
man jede Coordinate x, y, 2 zu einem Product einer Function von wu 
und einer Function von v macht. 

Jede centrale Fliiche zweiten Grades liisst sich in der Form dar- 
stellen: 


«. 


= a, («a — m) (n — a) 
= B, (B — m) (n— 8) 
= y, (y —m) (n— »). 


ws 


(1) 


x» ©. 8 


eo 


Hier mége nun m Function von wv, und » von v sein. Die Bedingung 
der Erhaltung der rechten Winkel, namlich 

Ou Ou . dy oy ." dz Oz — 

ou ov ow ov ou ov 
kommt dann auf die Relation zuriick: 
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(2) m+ 8, +7, = 9. 
Die Bedingung der Proportionalitaét der Dimensionen, nimlich 


Oa? + Oy? + 02 __ Ox? + Oy* + Oz 
ou? Ov 


giebt folgende Gleichung: 


}% a + B; = +” a (ie) _ 
@ 1 oe + B, fs at I (%) = w?. 
Setzt man zur Abkiirzung 
G = a By + Bye + 1,08 
H=ae + 6B +7 
= (« — m) (B —m) (y —m) 
N = (n—a) (n— 8B) (n—y7), 
so lautet sie, mit Beriicksichtigung von Gleichung (2): 


G+Hm om \2 G+Hn on 
uy Om) (Fr) = WV (n — m) ( me) == w? 


und lisst sich durch G = 0 oder H =O erfiillen. Fir H =O wird 
v?+y’-+ 2 constant, ein Fall, den wir bei Seite lassen. Aus G=—0O 
.und der Gleichung (2) folgt 


ke, = «(6B — y) ; kB, = B(y —@) 3 ky, = y (@ — A). 
Die Gleichungen (1) lassen sich jetzt mit der Gleichung 


S4+H 451 


identificiren, indem man setzt 


= w 

















a=a ; B=b; y=e 
k = (b — c) (€—a) (a — dD). 
Die so gewonnene specielle Abbildung der hierzu gehérigen Fliche 
auf der Ebene ist demnach ausgedriickt durch 


a—m n—a b—mn—b tt aig CESS 


a—b e— 1 ¥—? be eae 5 e—ab—e 
— Po, a i “a —n aes 

Lf rae (b — m) Caw? of . (n—a) (n —b) (n—e) 
w—=Vn— m. 


Bemerkenswerth ist die Beziehung zwischen den Parametern m, n 
und den Hauptkriimmungsradien der Flache 9,, @,. Es ist nimlich: 


2? ax 








—_—" mn . —" mn 
%1 abe @2 abe ’ 
woraus sogleich erhellt, dass w nur in den Nabelpunkten verschwin- 


den und nur in unendlich entfernten Punkten unendlich gross werden 
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kann. Ausserdem erkennt man daran die unverinderlichen Verzeichen 
von m und » in jeder Form der Fliche. 

Jede solche Abbildung umfasst erst einen Octanten der Fliiche. 
Die Zusammenstellung der Octanten lisst sich an den verschiedenen 
Flichenformen nur einzeln vornehmen. 

Beim Ellipsoid , wo 

a>b>ece>0, 
ist das Bild des Octanten ein Rechteck ABCN, dessen Ecken in 
gleicher Reihenfolge den drei Scheiteh 2 = /a, y= Vb, 2 = Ye 
und dem Nabelpunkt entsprechen. Wenn m von ¢ bis b variirt, be- 
wegt sich eine Gerade von BA parallel nach CN, und wenn » von b 
bis a variirt, von AN nach BC. 

Wir setzen nun die Octanten zu einem Rechteck zusammen, von 
dem ein Paar Gegenseiten AN’ANA und A’ N, A’N,A’ die Seite 
BC viermal, das andere Paar A B'A' die Seite AB zweimal enthiilt. 
Die Punkte A’, B’,C’ entsprechen dann den Gegenscheiteln vonA, B,C, 
die Punkte N, N’, N,, N,’ den Nabelpunkten, und die Parallele 
B’'C’ BCB’ mitten zwischen dem erstern Paare dem Hauptschnitte in 
der yz Ebene. 

Hier sind die Theile der Fliiche noch in doppelter Weise von ein- 
ander getrennt. Der halbe Hauptschnitt AB’ A’ bildet zwei Gegen- 
seiten. Ausserdem ist die Fliche in den zwei Normalbogen NAN’ 
und N, A’ N,’ aufgeschlitzt, und jeder von ihnen in zwei Gerade ver- 
wandelt, welche von den Nabelpunkten aus nach entgegengesetzten 
Richtungen gehen. 

Zunichst ist es néthig, durch Einfiihrung periodischer Functionen 
die Ausdriicke der Coordinaten auf die ganze Figur auszudehnen. Zur 
Abkiirzung sei fiir emen Modul q 


4 b 
H> o> 60 


H@+%) | Tea)’ % 
A = apyV\O(s+h) O(s— hb) H(h+ it + 2) H(L—it+ 7%) 


. H’h , 
t= —lgq;f=ppi g=h+t fe. 
Der Modul und der Parameter h sollen durch die Proportionen 
e:8:7 —a:b:c 


bestimmt sein. Setzt man dann 


ee —_ Heo(it+ 2)|° 
m OhOs/ ’ 


3 | 
re 


onn(it+ %)| 


























‘ Abbildung der Flichen zweiten Grades, 


so wird 
bd 
— (s+ +) H (it) 
z= ae a a =r 
/_ H(s + 3 )e (i 
y = B V~b —— = aaeenes 
Hs O(it+ = 
s=y € - oe — 
0 (s —/ 
u= [s -f- 5 log an i3 
H(h—it+ 7) 





ee H(h+ it+ %) 


Im pear der Abbildung variirt dann s von — a bis z, und ¢ von 
-$ ¢ bis | 1; daher w von.— {a bis fz, und v von g bis — g. 
Eine neve Abbildung soll nun die getrennten Theile wieder nach — 
ihrem urspriinglichen Angrenzen vereinigen, so dass nur der Schlitz 
von N,’ iiber A’ nach N, offen bleibt und den Umfang bildet. Setzt 
- man 
(3) u, + iv, = 1 — sin ats A. pte, 
so wird das Rechteck derart verschoben, dass die Gerade N’ AN wn- 
verandert bleibt, die Winkel A'AN’ und A’ AN um die Drehpunkte 
N’ und N eine halbe Umdrehung machen, die Schenkel N’A und 
NA wieder das Mittelstiick der Seite AA, die beiden andern Schen- 
kel AA’ einander decken, und die Seite A’A’ zu einer geschlossenen 
Curve wird, welche die Abbildung in sich fasst. Es zeigt sich, dass 
diese Curve eine Ellipse ist. Denn, setzt man v =g, so erhilt man 
nach Elimination von w zwischen der Doppelgleichung (3): 


( 1 — % ) a tv, a) 

2i9 a 2ig) = 1. 
cos - sin 

i 


Das Dimensionsverhiltuiss fiir die neue Abbildung ist 











mes = ae ere 
ee con SET CED ogg STP ED 
; 
Der Nenner des Bruchs saint! nur, wenn gleichzeitig 
cos = = 0 ; vu+t+g=0 
ist, d. i. in N und N’, der Zihler in allen vier Nabelpunkten. Dem- 
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nach bleiben, entsprechend N, und N,’, auf der Umgrenzung zwei 


Punkte 

u = 1+ cos “2 5, = 0 
iibrig, in denen w = 0 ist. Zur Ermittelung des Werthes von w in 
N und N’ sei | 


m==b—m? ; n=bdb+ n” 
gesetzt, wo m’ und »’ als unendlich klein nur in niedrigster Potenz 
in Rechnung kommen mégen. Dann wird 


ee ay ee eee yas 
om 8=6©6Stm *°lh6Ug@nlC Qh ll : on 
also 
m n 
wmtife—% ; v=—g+% 
und der Nenner geht iiber in 
mi —in om fin mtn on — mm 
on —, in | = ap ~ FR 


Demnach ist-in den Abbildungen der Nabelpunkte N und N’ 
=— ftk = ft 7/@—» b—o). 
w=ftk=f A we i Sok 


Dieselben haben die Coordinaten u, = 0 und 2 und v, = 0 und sind 
die Brennpunkte der umgrenzenden Ellipse. 


Beim einschaligen Hyperboloid, wo 
a>b>O0>e, 

variirt innerhalb des Octanten m von — oo bis c, » von b bis a. Die 
Abbildung ist enthalten zwischen einer Geraden AB entsprechend dem 
Quadranten des elliptischen Hauptschnitts und zwei unbegrenzten 
Lothen AD, BE, welche die zwei hyperbolischen Hauptschnitte dar- 
stellen. Verliingert man AB und zieht in gleichem Abstande fiinf 
Lothe, unbegrenzt nach beiden Seiten, so stellen die acht, durch die 
Basis A’ B’ ABA’ begrenzten Parallelriume die Octanten der Fiche, 
die Basis den ganzen elliptischen Hauptschnitt dar. 

Bei Einfiihrung der periodischen Functionen hat man zu setzen 


a 
on eae + Sy 

A= apy V{H(s +h + 7) H(s—h+ 2 )OM+if Od}, 
H’ (h + 3) , gn that | 
H (4 + 2) a 








{ —_ 





Abbildung der Fliichen zweiten Grades. 














+h: —a:b:—ce 
° ee “jets s+ pf 
pao o (1+ 4) H (it) : 
- Oh aH (ct + 4) 
dann findet man: 
_ H(s + 2 )o(it) 
z= Va ? 


4 


_O(s + 4) HG 
yma yo +) Heo, 


__ Hs0 (it + 2) 





2=yy-—e A 
H(s—h+ 7) 

u=fs + 4 log - ae 
nana) 

mais fe BG, 


und zwar wird die ganze Fliche erzeugt, wenn 
a . m4 
sw ib —— le | ~ A, 


und ¢ von —t bis t variirt. Gleichzeitig variirt « von — oo bis oo, 
und v von — gz bis gz. 

Kine neue Abbildung hat hier blos die Geraden t= und ¢t = —t, 
entsprechend dem halben Hauptschnitt (y = 0, « < 0) wieder zur 
Deckung zu bringen. Dies geschieht durch die Substitution 

u-+iv 
u +ivn,=e 9 
Die fiinf Lothe gehen dann in vier Radien iiber; den elliptischen 
Hauptschnitt stellt ein Kreis dar, welcher die Abbildungen der Hyper- 
boloidhilften (¢ > 0) und (¢ < 0) beziehungsweise von innen und 
von aussen begrenzt. LErstere behilt ihre natiirliche unendliche Aus- 
dehnung; letztere schwindet bei 2 = — oo in den Mittelpunkt zusam- 
men. Das Dimensionsverhiltniss ist schon bei erster Abbildung durch- 
weg endlich fiir endliche Punkte, und bleibt es bei der zweiten. 


Beim zweischaligen Hyperboloid, wo 
a>O>0d>e, 
variirt innerhalb des Octanten m von — oo bis ¢, und m von ¢ bis b, 







| 
| 
| 


| 
| 
| 
| 
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Das Bild des Octanten ist der nach einer Seite hin unbegrenzte Paral- 
lelraum DANE, wo A den Scheitel, N den Nabelpunkt darstellt. 
Die Abbildung einer ganzen Schale erhilt man, indem man vier solche 
Figuren um A herum legt. Die Fliche zeigt sich dann von beiden 
Nabelpunkten an liings dem Schnitt = 0 in positiver Richtung der 
x aufgeschlitzt, und die Grenzlinie nach beiden Seiten hin um einen 
Rechten gedreht. 
Man hat zu setzen: 

4 4 

pee = 2) Wee sii 
H (i + =) , Oh ; Hh 





? 


A= aby y {H(h+s) H(h—s) O(h+ it) O(h—id)} 


a’ (k + 4) ga1 —2htfe , 
er 
0 (a+ Ps) m 
a? y=a b:— 


y ae 





206+ Df 


: B: 
Bk pn (4 + 


m Oh 
b me (3 > +) H (it) ° 
oe a... .. ae 
. Oh in (it + 2 
und erhilt: 
_. 6+ 4) o@+4 
= Va —— A ————— 
— 9s H(it) 
y= B Y—b iter: age 
s=y Ye aS) , 
” H (h—s) 
u=fs+ $§ log Hibs)’ 
‘, = (h — - it) | 
o m—fhit st 667m)’ 
wo zur Erzeugung der ganzen Schale s von —/h bis h, und ¢ von 
— 4+ bis}tr variiren muss. Gleichzeitig variirt « von — oo bis ov, 


und » von —} gz bis $ gz. 
Durch neue Abbildung gemiiss der Substitution 


. so U + tv 
u, + iv, = sin = 
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werden die Schlitze wieder geschlossen, und die Anordnung der Theile 
der Figur wird die urspriingliche. Das Dimensionsverhiiltniss ist jetzt 


w= : _ i id 
a wu + iv uw — iv 
- cos — 


g 
Der Nenner verschwindet in beiden ‘sian , a. i. fiir 











u=0; cos—-=0, 
g 


wo m=n=ce wird. Als Grenzwerth ergiebt die véllig analoge Rech- 
nung wie beim Ellipsoid: 
g? V' (a— ¢) — —¢) 


Zur Uebertragung der Lisung auf Paraboloide hat man: 


‘tu tt, 4, 4.22.5 
i * Pa’ Fa’ Fa‘ Fe" Fe Fa 
fiir 2, ¥, 2, MU, V, Q;, Q@» zu substituiren und a = oo zu setzen. Dann 
kommt: 
2 2 
22— F 4 —, 
m+n—b—e 
=", 
9 b 
y =, (6—m) (n—b), 


a = 7 — (m—c) (n—e), 
j a mm 
-“ “9 WJ ” V se (m—c)’ 
— »o = t/a os ee 
r . / ‘s V b) (w—e)’ 


w= Yn—m, 
, mn mn 
=m es O=n . 
0; / bo) be 
Beim elliptischen Paraboloid , wo 
>2> %, 
variirt innerhalb des Quadranten m von b bis ¢, und » von b bis oo. 
Die Integrale w, v werden hier reine elliptische Functionen zweiter 
Gattung; der conjugirte Modul 
«ae 
c 
Man setze: 


b:c = 6! > : O'0, 
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ma Ve nye PETS 








© (+3) 
H” — 
i cee 
670 a 
dann ergiebt sich: 
ore oe, eD.. CG 
@(s+ =) £04 ° © (s+ % )acit) 
e'(s + % 
u=fs—Ye Rt.57., 
e200 (s+ = 


- _0'(it) 
v=—ft+Ve Gn er0: 

Lisst man s von — 2 bis x und ¢ von 0 bis 4 1 variiren, so wird 
der nach einer Seite hin unbegrenzte, nach der andern durch eine 
senkrecht schneidende Gerade geschlossene Flichenraum zwischen zwei 
Parallelen erzeugt, welcher alle vier Quadranten neben einander dar- 
stellt. Die Gerade ist die Abbildung des Normalbogens von einem 
Nabelpunkt zum andern, liings welchem die Fliche auseinander geris- 
sen ist. Um die Theile wieder zu vereinigen, setzen wir 








‘ - w+ iv 
u, + tv, = sin 7 


? 
dann fallen die begrenzenden Parallelen wieder zusammen, der Schlitz 
schliesst sich, und die Anordnung ist die urspriingliche. Im Nabel- 
punkt wird tk 
w =f? V/ “= . 
Beim hyperbolischen Paraboloid, wo 
b>0>e, 

variirt innerhalb des Quadranten m von — oo bis ¢, und 2 von b bis oo. 
Setzt man 





--— Os 
_- a ee ee eee 
mn ¥— ees) 





2 ____ JH (it + Zt 
;n =) — be a ? 





“4 


 - 
2 


f= y= 


a % 
1 
070 8 





\. 
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so wird 
_, CG +® Heo, 
H (s + =) 40 (2) 
Hs 0 (it + +) 
nG+e) 
H’(s + 4) 

H(s+-%) @70. 








s=—e 





u= fs — V—e 


iS ds plea 
o=—f+Y—* BaRet. 

Variirt hier s von — } a bis 42, und ¢ von —}rt bis $7, so wird 

die ganze Fliche erzeugt, und die Abbildung liegt ohne Unterbrechung 

und ohne Unstetigkeit des Dimensionsverhiltnisses so um den Scheitel 

herum, dass die Hauptschnitte sich als zwei rechtwinklig schneidende 

Gerade darstellen. 


Berlin, den 13. November 1869. 
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Zur Theorie des Potentiales. 


Von Cart Neumann in LErrzia. 


Es mag die Existenz einer Materie angenommen werden, welche 
in beliebiger Weise in der Ebene ausgebreitet werden kann, und von 
solcher Beschaffenheit ist, dass die Wirkung zweier Massenpunkte auf 
einander proportional ist mit dem Product der Massen und umgekehrt 
proportional mit ihrer gegenseitigen Entfernung. Fiir diese Materie 
werden alsdann folgende Siitze gelten: 

I. Ist eine gegebene Masse m lings einer Kreisperipherie in sol- 
cher Weise vertheilt, dass ihre Dichtigkeit umgekehrt propor- 
tional ist mit den Quadraten der von irgend einem innern 
Punkte J nach der Kreisperipherie gezogenen Strahlen, so 
wird die Wirkung dieser Kreisbelegung auf dussere Punkte 
genau. dieselbe sein, als wiire die gegebene Masse m concen- 
trirt im Punkte J. 

II. Ist andrerseits die Masse m lings der Kreisperipherie der Art 
vertheilt, dass ihre Dichtigkeit umgekehrt proportional ist mit 
den Quadraten der von irgend einem dussern Punkte A nach 
de® Kreisperipherie gezogenen Strahlen, so wird die Wirkung 
dieser Belegung auf innere Punkte genau dieselbe sein, als 
wire im Punkte A eine Masse concentrirt, deren Grdésse 

log a 

log r : 
und unter a die Entfernung des Punktes A vom Mittelpunkte 
des Kreises verstanden werden. 

Analoge Siitze gelten iibrigens auck fiir den Raum, sobald man 
nur statt des hier supponirten Anziehungsgesetzes das Newton’ sche 
Gesetz, und statt der Kreisperipherie eine Kugelfliche nimmt. Schon 
vor lingerer Zeit sind diese analogen Siitze des Raumes von mir publi- 
cirt worden, [in einer separat erschienenen Schrift: Ueber den stat. 
Temp.-Zust. einer homog. Kugel. Halle. 1861.]. Es mag daher nur 
noch bemerkt werden, dass die eben mitgetheilten Siatze I. und II. in 
die analogen Siitze des Raumes unmittelbar iibergehen, sobald man 
nur die Quadrate der von J oder A ausgehenden Strahlen mit den 


= m ist. Dabei soll unter + der Radius des Kreises, 


Cuben derselben, und gleichzeitig c 7 mit < vertauscht. 


Analoge Siitze endlich, wie fiir Ebene und Raum, existiren auch 
fiir eine n/*" ausgedehnte Mannigfaltigkeit. Auf eine nihere Angabe 
derselben muss indessen hier, aus Mangel an Raum, verzichtet werden. 




















Zur Theorie der ebenen Curven «'* Ordnung mit 
(n — 1) #—2) 
2 


Doppel- und Riickkehrpunkten. 


Von J. C. F. Haase in Miincnen. 


In der vorliegenden Abhandlung ist ein Gegenstand beriihrt, dem 
zuerst Herr Salmon in seiner ,,7reatise on the higher plane curves“ 
(p. 94) seine Aufmerksamkeit gewidmet und den sodann Herr Clebsch 
im 64. Bande des Crelle’schen Journals (pag. 43) eingehender unter- 
sucht hat. Derselbe betrifft diejenigen ebenen Curven, deren Coordi- 
naten sich als rationale Functionen eines variabeln Parameters dar- 
‘stellen lassen. Wihrend in der Arbeit des Herrn Salmon dieser 
Parameter eben nur Parameter ist, verliert er in der Arbeit des Herrn 
Clebseh diesen Charakter schon zum grossen Theil und wird mehr 
zur wirklichen Variabeln. Die vorliegende Arbeit sieht in demselben, 
wenn ich so sagen darf, mehr eine krummlinige Coordinate, die insbe- 
sondere ein Mittel an die Hand giebt, die Begriffe der synthetischen 
Geometrie analytisch zu verwerthen, wie diess in iihnlicher Weise fiir 
Kegelschnitte von Herrn Hesse in seinen ,,Vier Vorlesungen aus der 
analytischen Geometrie“ *) (p. 35) geschehen ist. 

Die drei ersten Paragraphen enthalten eigentlich nichts Neues, 
sie sind zum gréssten Theil eine Wiederholung der von Hrn. Clebsch. 
in der ersten Hilfte der oben citirten Abhandlung vorgefiihrten That- 
sachen, mit dem Unterschiede jedoch, dass die von mir gegebenen 
Beweise mehr synthetisch-analytisch sind. Die folgenden Paragraphen 
tragen ganz den Stempel rein geometrischer Untersuchungen. Als 
Hauptresultate haben sich dabei ergeben, dass sich alle Curven x'* 


Ordnung mit 
e-—) @—8 


2 


Doppel- und Riickkehrpunkten unter gewissen, allerdings sehr beschriin- 


*) Leipzig. Teubner 1866. 
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kenden Voraussetzungen , linear construiren lassen, sowie, dass, wenn 
man solche Curven mit Hiilfe zweier tihnlicher Curven von miglichst 
niedriger Classe construirt, die eine derselben unzweideutig bestimmt 
ist, ein Umstand, auf welchen eine Eintheilung dieser Curven gegriin- 
det werden kann. 


§ 1. 
Darstellung dieser Curven. 


Es seien in homogenen Liniencoordinaten wu, v, w die Gleichun- 
gen zweier Punkte gegeben: 


(0) A, =aqutbv+aw=d0 
(1) A, =au+bv0+e w= 0, 
alsdann stellt bekanntlich die Gleichung 

(2) A, + 44, = 0 


einen Punkt auf der Verbindungsgeraden der Punkte 0 und 1 dar, des- 
sen Lage einzig und allein durch den Werth von A bedingt ist. Legt 
man nach und nach dem 4 alle méglichen Werthe von — oo bis + oo 
bei, so stellt die Gleichung (2) nach und nach alle Punkte der Ver- 
bindungsgeraden 01 dar, und kann deshalb als analytischer Reprii- 
sentant eines Punktgebildes aufgefasst werden, dessen Triiger die Ge- 
rade 01 ist, oder auch als Repriisentant der Geraden 01 selbst. Wir 
werden dem entsprechend die Gleichung (2) auch bald als Gleichung 
jenes Punktgebildes, bald als Gleichung der Geraden 01 ansehen. 

Betrachten wir nun die Gleichung: 
(3) Ay + 24,2 + A,a? = 0, 
wo A, = 0, A, = 0, A, = O die Gleichungen dreier gegebener 
Punkte sind, so stellt bei constantem 4 die Gleichung (3) einen Punkt 
dar, so zwar, dass verschiedenen Werthen von A verschiedene Punkte 
entsprechen; alle diese Punkte liegen aber auf einem und demselben 
Kegelschnitt*) und mit Riicksicht hierauf mag (3) entweder als Glei- 
chung eines auf dem Kegelschnitt liegenden Punktgebildes, dessen 
Elemente durch die verschiedenen Werthe von A bestimmt sind, oder 
auch als Gleichung des Kegelschnitts selbst angesehen werden. 

So weitergehend kann man fragen, welche Bedeutung hat die 
Gleichung 


(4) A, + (‘) A,A + +++ + A,dm = 0, 
wo 


*) Man vergl. z. B. Hesse: Vier Vorlesungen aus der analytischen Geome- 
trie pag. 19, Leipzig. Teubner 1866. 
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A=autbheo+au, 
und (") den (k + 1)'*" Binomialcoéfficienten bedeutet. 

Jedenfalls stellt bei gegebenen a;, b;, ¢; und gegebenem 4 die 
Gleichung (4) einen Punkt dar und verschiedenen Werthen von A wer- 
den (im Allgemeinen) verschiedene Punkte entsprechen; ferner ist 
wahrscheinlich, dass alle diese Punkte auf einer bestimmten Curve 
liegen und dass man nach und nach die Gleichungen aller dieser Punkte 
erhilt, wenn man 4 alle Werthe von — oo bis +o durchlaufen 
liisst. Nehmen wir diess fiir den Augenblick als erwiesen an, so wol- 
len wir (4) entweder als Gleichung des auf der Curve liegenden Punkt- 
gebildes, dessen einzelne Elemente durch die verschiedenen Werthe 
von A bestimmt werden, oder auch als Gleichung der Curve selbst 
ansehen. 

Die Beantwortung der Frage nach der Bedeutung der Gleichung 
(4) leitet der folgende Satz ein: 

Jede ebene algebraische Curve liisst sich darstellen durch eine 
Gleichung, deren eine Seite gleich Null ist, und deren andere 
aus einer Summe von w + 1 homogenen Functionen v'" Gra- 
des in den Liniencoordinaten «, v, w besteht, die einzelnen 
Functionen respective multiplicirt mit der nullten, ersten .. ., 
uw" Potenz eines variabeln Parameters 4. 
Diesen Satz kann man folgendermaassen beweisen : 
Ks seien die Gleichungen gegeben: 
(5) Ary = An” + And" + +--+ + a = 9 
Bins = by dA” + bya MI +--- +h =O, 
wo die a und b ganze homogene Functionen von ebenen Punktcoordi- 
naten a, y, 2 sind, respective von den Graden + und s, A aber ein 
variabeler Parameter. Legen wir demselben einen bestimmten Werth 
4, bei, so stellen die Gleichungen (5) zwei Curven dar, und zwar 
Am) = 0 eine Curve r*', Bey = 0 eine Curve s'* Ordnung. Diesel- 
ben schneiden sich in +.s Punkten, deren Coordinaten ans den Gilei- 
chungen (5) berechnet werden kénnen. In dieser Weise entsprechen 
also jedem Werthe von 4 +.s Punkte und man kann nach dem geo- 
metrischen Orte dieser Punkte fragen. Die (gewdhnliche) Gleichung 
desselben in homogenen Punkteoordinaten wird erhalten, wenn man 
aus den beiden Gleichungen (5) 4 eliminirt. Das Eliminationsresultat 


1) Gn Gm-1 On—2 i Sei | 
2) Cin hm Om—g*°° 
(6) oe ne a eee eee 


n + 2) b, b, 1 b n—2 


. 














518 J. C. F. Haase. 


ist in 2, y, ¢ im Allgemeinen hiéchstens von der Ordnung 


uw =r-n + s-m*). 
Der Ort der Durchschnittspunkte der demselben 4 entsprechenden Cur- 
ven Am, = 0 und Bas = 0 ist also eine Curve pw Ordnung. 

Im Folgenden werden wir nicht die Gleichung (6) zu Grunde 
legen, sondern die Gleichungen (5), wobei dann anzunehmen ist, dass 
4 nach und nach alle Werthe von — oo bis + oo durchliuft und dass 
fiir jeden Werth von 4 die r-s Schnittpunkte bestimmt werden. In 
diesem Sinne stellen die Gleichungen (5) ebenfalls die durch (6) 
reprasentirte Curve dar**). Von ihnen ausgehend suchen wir nun 
die Curve durch eine Gleichung darzustellen, welche die in dem oben 
ausgesprochenen Satze verlangte Form hat. 

Jeder der r-s Schnittpunkte der Curven (5), welche einem bestimm- 
ten Werthe von 4 entsprechen, hat eine Gleichung von der Form: 


(7) oe + vy + sw =0, 

wo fiir x, y, ¢ die aus (5) berechneten Coordinaten des Schnittpunk- 
tes zu setzen sind. Man erhilt so r-s Gleichungen (7), entsprechend den 
y-s Durchschnittspunkten der Curven (5). Alle diese Gleichungen den- 
ken wir uns mit eimander multiplicirt. Die dadurch hervorgehende 
neue Gleichung: 


(8) (a,u+y,0-+2,w) (au+yv + 2,0)... (4s + Yrsv + 2,56) = 0, 
in welcher 2;, y;, 2; die Coordinaten des 7‘ Schnittpunktes der beiden 
Curven (5) sind, ist symmetrisch in Bezug auf die gemeinschaftlichen 
Wurzeln z;, y;, 2; der beiden Gleichungen (5), liisst sich also rational 
durch die Coéfficienten dieser Gleichungen ausdriicken. Das Resultat 
dieser Operation wird die Resultante der Gleichungen (5) und (7) sein, 
die durch Elimination von z, y, 2 erhalten werden kann. Diese Glei- 
chung ist in Bezug auf 4 vom Grade uw = m-s + n-r; in Bezug auf 
u,v, w aber vom Grade vy = r-s, hat also die Form: 


(9) Cu = Ay + (4) 414 + +++ Aude = 0, 


wo die A homogene Functionen 7-s'" Grades von u,v, w sind. Diese 

Gleichung muss fiir jeden Werth von 4 in r-s Factoren zerfallen, die 

lineare Functionen von u,v, w, und irrationale Functionen der gege- 
? ? ? o's 





*) Man vergleiche Cremona: LEinleitung in eine geometrische Theorie der 
ebenen Curven, iibersetzt von M. Curtze pag. 117. Greifswald. C. A. Kochs 
Verlagsbuchhandlung (Th. Kunike) 1865. 

**) Dass umgekehrt jede Curve einer beliebigen Ordnung durch zwei Gleichun- 
gen von der Form (5) dargestellt werden kénnen, geht schon daraus hervor, dass 
man jede (gewdhnliche) Curvengleichung p (a, y, 2) = 0 ersetzen kann durch die 
beiden Gleichungen: 

p(@,4z,z2)=90 wud y- “Az = 0. 














or = - - ww 
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benen Grésse 4 sind. Jeder dieser Factoren reprisentirt, gleich Null 
gesetzt, einen der r.s Punkte, in denen sich die dem gegebenen A 
entsprechenden Curven (5) schneiden. Es stellt demnach die Gleichung 
(9) fiir jeden Werth von 4 die demselben entsprechenden r.s Schnitt- 
punkte der Curven (5) dar, d. h. ».s Punkte der Curve (6), welche 
der Ort aller dieser Schnittpunkte ist. Indem man 4 alle Werthe von 
— oo bis + oo durchlaufen liisst, gelangt man zu allen Punkten der 
Curve (6). In der Gleichung (9) ist also die Curve (6) so dargestellt, 
wie es der oben ausgesprochene Satz verlangt. 

Umgekehrt ist es nun leicht zu verificiren, dass eine jede Glei- 
chung (9), welche die Eigenuschaft besitzt, fiir jeden Werth von a in 
v Factoren zu zerfallen, die in «, v, w linear sind, eine Curve u'" 
Ordnung darstellt. Sucht man niimlich die Durchschnittspunkte der 
durch (9) dargestellten Curve mit einer beliebigen Geraden (w,, v,, w,) 
zu bestimmen, so muss man die Coordinaten dieser Geraden in (9) 
einsetzen und dann die 4 aufsuchen, welche der Gleichung geniigen. 
Die Zahl derselben ist w. Setzen wir nun in 

C, = 0 
einen der so gefundenen Werthe von 4 ein, den wir durch 4, bezeich- 
nen wollen, so stellt dieselbe » Punkte dar, von denen jedenfalls einer 
auf der Geraden (u,, v,, w,) liegen wird, (indem fiir die Coordinaten 


* dieser Geraden einer der v Factoren verschwinden muss, aber im All- 


gemeinen auch nur dieser eine*). Es entsprechen also den w Wurzeln 
A auch # Punkte der Curve, die auf der Geraden (u,, v,, w,) liegen, 
d. h. die Curve ist von der uw‘ Ordnung. 

Wir wenden uns nun speciell zu den Curven, fiir welche die A 
lineare Functionen von u,v, w sind. Welcher Art diese Curven sind, 
lehrt der Satz**): 


*) Denn wiirden wir durch den Punkt, von dem wir bestimmt wissen, dass 
er auf der Geraden (w,, v%, w;) liegt, eine beliebige andere Gerade (us, v2, We) 
legen, so wiirden die Coordinaten dieser Geraden wieder u» Werthe von 1 ent- 
sprechen, von denen aber einer wieder 4, sein wird, durch welchen dann auch 
wieder die » Punkte bestimmt sind, wie oben. Wenn also im Allgemeinen mehr 
als einer von diesen » Punkten auf einer Geraden w, v, w liegen wiirde, so miiss- 
ten auch auf der beliebig durch einen derselben gezogenen Geraden (tg, U2, We) 
zwei oder mehrere dieser Punkte liegen, was nicht sein kann. 


Man kénnte noch daran zweifeln, ob einem einzelnen Punkte auch immer nur 
ein einzelner Werth von 4 entspricht. Jedenfalls entsprechen einem Punkte nur 
eine endliche Anzahl (g) Werthe von 4 und es kann daher die Gerade (ug, v2, We) 
immer noch auf unendlich viele Arten so gelegt werden, dass sie durch keinen 
der 9 (vy — 1) mit obigem Punkte verbundenen Punkt hindurchgeht. 


**) Dieser Satz, sowie dessen Beweis ist entnommen der ,,heorie der Abel’- 
schen Functionen von A. Clebsch und P. Gordan.“ Leipzig. Teubner 1866. 
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Hat eine ebene Curve »'* Ordnung 


(m—1) (n—2) 


(also mégliclst viele) Doppel- und Riickkehrpunkte, so ist die- 
selbe darstellbar durch eine Gleichung von der Form 


Ay + (7) 44 + (5) 424+ +++ Ande =0, 

wo die A lineare homogene Functionen von w, v, w sind, A 

aber ein variabeler Parameter ist. 
Die gegebene Curve habe die (gewdhuliche) Gleichung C, = 0. Durch 
die 

(n—1) (n—2) 

Doppel- und Riickkehrpunkte derselben und durch 2x—3 weitere 
Punkte derselben legen wir einen Curvenbiischel (” — 1)" Ordnung, 
was mdglich ist, weil 


» 


meee 3 tage EARS _;. 
Die Gleichung dieses Curvenbiischels hat die Form: 
R+ aS = 0, 
wo # und S, gleich Null gesetzt, zwei Curven (n — 1)'* Ordnung 
reprisentiren, welche durch die oben erwihnten Punkte der Curve C, 
hindurchgehen, 4 aber ein variabler Parameter ist. Jede der Curven 
des Biischels R + 4S =O schneidet die Curve C, ausser in den dop- 


pelt zu zihlenden Doppel- und Riickkehrpunkten derselben und jenen 
2n — 3 willkiirlich gewihlten Punkten noch in 


ia 2.9 ee = hh, 





d. h. in-einem variabeln Punkte, dessen Lage auf der Curve C, von 
4 abhingt. 

Die Gleichung dieses Punktes kénnen wir folgendermassen erhal- 
ten. Wir sehen 


U=ue+vy+uw.z=—9 


als Gleichung eines der Durchschnittspunkte der Curven C, = 0 und 
R+A4S=0 an. Wenn wir aus diesen drei Gleichungen x, y, < 
eliminiren, so erhalten wir das Product der Gleichungen siimmtlicher 
Durchsclinittspunkte der beiden Curven. Die einzelnen Durchschnitts- 
punkte werden dabei durch die in w, v, w linearen Factoren der 
Resultante dargestellt. Unter diesen Factoren kann nur einer 4 ent- 
halten, derjenige nimlich, welcher den variabeln Punkt repriisentirt, 
dessen Lage durch 4 bedingt ist. Da dieser Factor in 4 vom n'" 
Grade ist, in w, v, w aber vom ersten, so hat er die Form: 








\e 


~~ Fe we 
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(au + byv + cw) +({)@u + bv + ew) a 
Se we (Gy U + b,v + ew) a", 


wo die a, b, ¢ constant sind. Setzt man 

au + bv + ow = Ai, 
so wird die Gleichung des variabelen Schnittpunktes von R + 4S = 0 
und C, = 0, d. h. eines beliebigen Punktes der Curve C,: 


Ay + (7) 4.4 + (9) 4.82 + +++ + Ana = 0. 
Anmerkung. Wir benutzten zur Construction des Curvenbiischels 
R+AiaS=0 


ausser den 


(m — 1) (w — 2) 


> 


Doppel- und Riickkehrpunkten der Curve C, noch 2n—3 willkiirlich 
auf derselben gewihlte Punkte. Es kann nun gezeigt werden, dass 
die in die Gleichung 


A. A, + (") A,A +-->+ A,A" = 0 . 


eingehenden Constanten a;, b;, ¢; von der Wahl dieser 2n—3 Punkte 
vollstindig unabhingig sind. 


Wahlen wir niimlich 2x—3 von den ersten verschiedene Punkte 
und construiren ein zweites Curvenbiischel ; 
> = ] 
R, + 4, 8, = 9, 
so erhalten wir auch im Allgemeinen eine andere Gleichung der Curve C,,: 


B= B+ (1) Ba +--+ + Bat =0. 


Fiir einen bestimmten Werth von 4 stellt die Gleichung A = 0 den 
ihm entsprechenden Durchschnittspunkt des ersten Biischels mit der 
Curve C, dar und ebenso reprisentirt fiir einen bestimmten Werth 
von A, die Gleichung B = 0 den ihm entsprechenden variabeln Durch- 
schnittspunkt des zweiten Biischels mit der Curve C,. Wir legen uns 
nun die Frage vor: ,,wie oft entspricht gleichen Werthen von 4 und 
A, derselbe Punkt der Curve C,,?“ 

Um diese Frage zu beantworten, brauchen wir den im niichsten 
Paragraphen zu erweisenden Satz, dass jedem Punkte der Curve C,, 
wofern derselbe nicht einer ihrer Doppel- oder Riickkehrpunkte ist, in 
der Gleichung A = 0 nur ein Werth von 4 entspricht. Es folgt hier- 
aus, dass wenn die Curven durch zwei verschiedene Gleichungen A=0 
und BO dargestellt wird, jedem Punkte von C, sowohl ein Werth 
von A als auch ein Werth von 4, entsprechen muss, woraus man 
schliessen kann, dass auch jedem Werth von 4 ein Werth von 2, und 
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jedem Werth von 4, cin Werth von 4 entsprechen muss, sodass 4 und 
4, durch eine Gleichung verbunden sein miissen von der Form: 
a+ bat ca, + dai, = 0. 

Wollen wir nun wissen, wie oft fiir einen und denselben Punkt 
von C, die durch die vorstehende Relation verbundenen beiden Para- 
meter einander gleich werden kénnen, so miissen wir in derselben 
A =A, setzen. Die Gleichung wird dann in 4 quadratisch und wir 
erkennen hieraus, dass es im Allgemeinen zwei Punkte der Curve C, 
geben wird, welchen gleiche Werthe der Parameter 4 und 4, entspre- 
chen. Wir erkennen ferner, dass, wenn fiir drei Punkte der Curve 
A = A, ist, diess dann fiir alle Punkte der Curve der Fall sein wird 
denn es miissen dann die drei Coéfficienten unserer quadratischen Glei- 
chung verschwinden, also a=—0, b+c¢c=—0, d=O sein, wodurch 
die Relation a + bA + ca, + ddd, =0 iibergeht in 4 — A, = 0. 

Setzen wir nun in der Gleichung 

R, + 4, 8, =0 ay = See 
und verfiigen iiber die drei Verhiiltnisse der Gréssen a, B, y, 0 der 
Art, dass fiir drei Lagen des variabeln Durchschnittspunktes von C, 
mit den Biischeln 


R+i’S=0 wd R, + <FH' 5, —0, 


R+ AS und (R, y+S,e) + uw (k,d + 8, fp) =0 


die beiden Parameter 42 und w gleich sind, so muss dasselbe nach dem 
Vorhergehenden fiir jede Lage des variabeln Punktes der Fall sein, 
und es miissen daler die beiden Gleichungen 


A, + (**) AA + +++ Ayan = ( 


oder 


und 
B+) BG aD) t+ BAG THY = 0 


fiir gleiche Werthe von 4 und w stets dieselben Punkte der Curve C, 
darstellen. Schafft man in der zweiten dieser Gleichungen noch die 
Nenner weg, wodurch dieselbe die Form annimmt: 


Y n Y Y 
> +(") Gu +--+ + Gur =0,- 
so kann diese, wenn a =A, sich von der ersten nur durch einen 
Factor unterscheiden, oder es muss allgemein sem: A; = @C;, wo @ 
von é unabhiingig ist. 
Da nun die Transformation 


i, = aoe 
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die Lage der Fundamentalpunkte des zweiten Biischels nicht verindert, 
so erkennt man, dass bei jeder Lage der auf C, willkiirlich gewihl- 
ten 2n — 3 Punkte dieselbe Gleichung 


A, + (") Aya fee) + And = 0 


erhalten werden kann. 
Die drei willkiirlichen Constanten, welche in der Transformation 


on ti 
y+oéu 
vorkommen, miissen auch in der Gleichung 


A= A,+(") 444+ +++ 4+ Ad =0 


enthalten sein. Es folgt diess sofort daraus, dass eine Substitution der 
mehrfach erwihnten Art in der Gleichung des Biischels die nimliche 
in der Gleichung A = 0 zur Folge hat, wie auch daraus, dass die 

Zahl der willkiirlichen Constanten einer Curve n't Ordnung mit 
(mn — 1) (n—2) 

2 

Doppel- und Riickkehrpunkten gleich 
n(n+3)  (m —1) (n— 2) 


9 
- 


= 3n—1, 





~ 


‘also um 3 kleiner ist, als die Zahl der in die Gleichung A = 0 ein- 


gehenden Constanten. 


§ 2. 
Aufstellung der Gleichung, von welcher die Lage der Doppel- 
und Riickkehrpunkte abhiingt. 


Wie wir gesehen haben, entspricht jedem Werthe von 4 ein be- 
stimmter Punkt der Curve. Dass umgekehrt aber auch einem jeden 
Punkte der Curve im Allgemeinen nur ein Werth von A zugehdrt, 
sieht man leicht ein, wenn man die Curve durch eine beliebige Ge- 
rade (%), ), Wy) schneidet. Die Durchschnittspunkte derselben mit 
der Curve erhalt man, wenn man die Coordinaten der Geraden in die 
Gleichung der .Curve einsetzt und dieselbe nach 4 auflést. Den n 
Werthen von 4, die man so erhiilt, entsprechen im Allgemeinen auch 
n von einander verschiedene Punkte der Curve, niimlich die Durch- 
schnittspunkte der Curve mit der Geraden (w), v9, Wo). Nur wenn 
diese Gerade durch einen Doppel- oder Riickkehrpunkt der Curve hin- 
durchgeht, kénnen verschiedenen Werthen von 4 dieselben Punkte, 
nimlich eben jene Doppel- und Riickkehrpunkte entsprechen. Diese’ 
Werthe wollen wir nun zu bestimmen suchen. 

Wir schreiben die Gleichung der Curve in der Form: 
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(ay ay A = + gd") UH (by HOA - + $ dg dQ 
H+ (6) + edt --++ end") w = 0. 

Die Coéfficienten von uw, v, w sind dann die Coordinaten eines Punk- 
tes der Curve. Bezeichnen wir dieselben mit 2,, y,, 2,, so ist also 


Hy =A + aAt+--- ad’, 

ya = bo + OA +--+ dd", 

Za = & teadaAt--+ GA. 
Setzen wir hier w statt 4, so kommen wir (im Allgemeinen) zu einem 
andern Punkte (%,, yz, 2.) der Curve. Beide Punkte werden nur 
dann zusammenfallen, wenn die Gleichungen bestehen: 

QM :9y:ya= Lu > Yu? Zu, 

oder die folgenden: 
My + aA +++ Gnd —— bop d A+ +--+ Ond® — GQpeya+---+ cndn 
Oa tae+---+ anu bop dwt sf baw ~~  cypemw +--+ enwr’ 


oder auch, wenn zugleich 








dy + aA +--+ + a,A" Oy + aye + ++ + ane on 0 
by + OA +--+ + DA" by + Om tees + One” 

und 

dy + aA4+--- + 4,4" ay + ae +--+: + ap" aii 
@ + oA +--+ + Ga” Gm + aute--+ Cau" 


Bezeichnen wir nun 
dy + aA +--+ + a,4" mit A, 
bo + O,A +--+ + bya" mit B, 
G& + 64a4+---+ &4" mit C, 
& + au +--+ + au" mit A’, 
by + Diu +---> + du" mit B’, 
C + 4M +--+ + cou" mit C’, 


so haben wir die beiden Gleichungen: 








a & a y 

(1) B B’ = 0 und C C’ = 0, 
aus welchen 4 und w zu berechnen sind. Um die unbrauchbare Lé- 
sung 4 = zu vermeiden, schreiben wir diese Gleichungen: 

a £22 4 42 
‘ u—a p— 4h 
@) p F-3|~° (a -8 = °: 

uw—i w—a 


Fiihren wir die blos angedeutete Division der zweiten Verticalreihen 
aus, und ordnen nach Potenzen von uw, so finden wir 
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oP n—1 n—1pP 
: A P+ . : Ga) os GS r), 
©) w (ed ll on—1Q °, 
Bo + _ (Ge), a. (n—1)! \ Oun-i ), 
P n—1 n—1 P 
A P, + . . (Fs ) +- -+ an re 1 r) 
(4) i ¥ et an—1R o| = 0, 
C R, + sod (; 55 ++: “+ (n—1)! (3 oun ), 
wo 
A'—A B'—B c’—C 
Pm 4=4*, 0-527 R= SS 


und wo die den P, Q, R und ihren Differentialquotienten angehingte - 
Null bedeutet, dass in ihnen w =O zu setzen ist. 
Die Gleichungen (3) und a in anderer Form geschrieben, sind 
(5) (Ay Bin) + (Agy Bon) @ + +++ + (Ao,n—1 Brin) we = 0, 
(Avg Cin) + (Ag, Con) w + » + (Ao,n—-1 Cain) wt = 


Aix Qi + A414 + --- + a dé 
Bu = 0 + Oud + ee + BAe, 
Cx —— a Cid -t eee > Ck Ai ‘. 


(Aix Bun) Ax Baus be Ann Bi. 


wo 


und 


Nun ist allgemein 


> Aoi B — ABoi 1 D 
(40 Bis1,») = yitt ny itl (4. B) ? 


° het C— AC i 
(Au Ci+1,») — ziti = ziti (4. c) . 


Beriicksichtigt man diess, so gehen die Gleichungen (5) iiber in die 
folgenden: 


1 ' e . wn 1 . 
2 (4m B ) + 2 (40 B) +--+ ” (Aon. 1 B) = 0, 
1 ; - : uw n—l1 : 
“— ( Ao c) + Pz (Au C ) p++} qn (Aon v) om Oy 
Setzt man noch zur Abkiirzung 

(Avi B) = Bi (Ai: C) = v1, 
so liefert die Elimination von w aus den Gleichungen (6) nach der 
Bezout-Cayley’schen Methode: 


(By 71) + (By Yo) esse cere a (By Yn— 1) 
(7) rr (By Y2) - (Burs) + (B,72)) af an) (By Yn—1) cm 


(6) 


are (Buyn—1) “G (ByYn—1) - Sofi (Bn—2z, Yn—1) 
a yet FI 
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Diese Gleichungen kénnen wir nun noch vereinfachen. Es ist niim- 
lich: 


| Ag; Boi Coi 
(Biyxz) = A} Au Bue Cx | , hk > i, 
| Aon Bon Con 


oder auch, wenn wir die zweite Horizontalreihe von der dritten und 
dann die erste von der zweiten abziehen: 
Aoi Boi Coi 
(Bi Vt) = Aj4i,é Bias. Ci41,% © ATETE. A ae Jittt?. A * Qik - 
Ajit, n Brss.n Crp .n 
Setzen wir diess in die Gleichung (7) ein, so nimmt dieselbe die Ge- 
stalt an: 


| Qo1 Qo2 cee Ghee | 
Avi, | Qoz Oost O12 --- O1,n—1 a 
| Pie Dik «0s ities | 


Da die Wurzeln der Gleichung A = 0 mit unserem Problem nichts zu 
thun haben, so ist die Gleichung, welche die den Doppel- und Riick- 
kehrpunkten der gegebenen Curve entsprechenden Werthe von 4 liefert: 


Qo1 Qv2 e+ + Q0,n-1 
ee en ba. 


Q0,n—1 O1,n—1 see On—2,n—1 | 


Jedes Element 9, der Determinante A ist in Bezug auf 4 vom Grade: 
i+ (kK—i—1) + w—k—1) = n—-2, 
A selbst also vom Grade (n — 1) (wn — 2). Ein Blick auf die Gleichun- 
gen (1) lehrt, dass dieselben symmetrisch sind in Bezug auf 4 und u. 
Die Eliniination von einer derselben — in unserem Falle von uw — 
muss deshalb zu einer Gleichung fiihren, die sich von der nicht unter- 
scheidet, die durch Elimination der andern (A) erhalten wird, d. h. 
die Wurzeln der Gleichung (8) sind zugleich Wurzeln 4 und Wurzeln 
#, und es entsprechen je zwei von ihnen einem Doppel- oder Riick- 
kehrpunkt. Welche Wurzeln zusammen einen solchen Punkt bestim- 
men, kann mit Hiilfe der Gleichungen (1) entschieden werden. Be- 
zeichnet man niimlich die eine dieser Wurzeln mit 4, die andere mit 
#, so miissen dieselben beiden Gleichungen (1) geniigen. Sind die 
beiden Wurzeln einander gleich, so wird der ihnen entsprechende 
Punkt ein Riickkehrpunkt der Curve sein, sind sie conjugirt imaginir, 
so ist er ein isolirter Punkt (dessen Coordinaten reell sind, weil sie 
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sich nicht fandern, wenn man nach einander die beiden ihm entspre- 
chenden Werthe von 4 einsetzt.*) 
Aus dieser Betrachtung folgt, dass in der That die Anzahl der 
Doppel- und Riickkehrpunkte der gegebenen Curve gleich ist 
(n—1) (n—2) | 
2 
Anmerkung. Es liegt hier, wie iiberall, wo nicht das Gegentheil 
ausgesprochen ist, die Voraussetzung zu Grunde, dass die Gleichung 


(9) A, + (*) 44 +--+ + A, a" = 0 
wirklich eine Curve n'* Ordnung darstellt, und weder auf die Form 
gebracht werden kann: ’ 


(a + aA + +++ + a ae) (A, + ("> e\AyA oF Aya") = 0, 


wo die « constante Gréssen sind, die A’ aber aihnliche Ausdriicke, 
wie die A, noch auf die andere: 


i (mY) gr (mob md bore b mei? 
A, + (*) a + nA + oe -+ ge + 


n 

este @ 

eee ab A’ n (mm + + met \' -- 0, 
@ \n + mrA+--- + neil 


wo die A” gleich Null gesetzt, ebenfalls gewisse Punkte repriisentiren, 
die m und » aber Constante sind. 


§ 3. 
Die Curyen »'* Ordnung mit “— ae —*) Doppel- und Riick- 


(m — 1) (m — 2) Doppel 


kehrpunkten sind Curven m'* Classe mit 


und Wendetangenten. 


Aus dem Vorhergehenden wissen wir, dass die Gleichung: 


(1) A, + (7) 44 + +++ Anan =0, 


*) Doch ist dabei vorausgesetzt, dass die Punkte R in der Gleichung (9) reell 
sind, Dieselben kénnen nimlich unter Umstiinden auch imaginiir sein, ohne dass 
die Curve aufhirt reell zu sein, jedoch miissen sie dann, im Falle n ungerade 
ist, alle; wenn » gerade ist, alle bis auf den Punkt An imaginiir, immer aber 


solche, welche Indices haben, deren Summe gleich “ conjugirt imaginiir sein 
(Die Richtigkeit dieser Behauptung erkennt man leicht mit Hiilfe der gewéhn- 
lichen Gleichung der Curve. Seite 529 Anm.) Die vorstehenden Betrachtungen wer- 
den durch die Annahme imaginiirer Punkte A wesentlich nicht alterirt. Im Fol- 
genden setzen wir diese Punkte jedoch stets reell voraus. 
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wo die A gleich Null gesetzt gewisse Puukte darstellen, 4 aber ein 
variabeler Parameter ist, (im Allgemeinen) eine Curve »'** Ordnung mit 


= 1 e—® Doppel- und Riickkehrpunkten repriisentirt. Wir wollen 


nun zeigen, dass jede Curve der Art, mit Ausnahme der geraden Linie, 
auch dargestellt werden kann durch eine Gleichung von der Form 


@) C+ (7) G4 + +++ + Cram = 0, 


wo die C lineare homogene Functionen der ebenen Punktcoordinaten 
“Z, y, 2 sind, also gleich Null gesetzt, gewisse gerade Linien reprii- 
sentiren, 4 aber wieder ein variabeler Parameter ist. Der Sinn der 
Gleichung ist der, dass fiir jeden Werth von 4 die Gleichung (2) eine 
gerade Linie und zwar eine Tangente unserer Curve darstellt, so dass 
man, wenn man 4 alle Werthe von — oo bis + oo durchlaufen liisst, 
zu allen Tangenten der Curve gelangt. 

Diese Gleichung (2) werden wir im Folgenden ‘die Zangenten- 
gleichung, die Gleichung (1) die Punktgleichung der Curve nennen. 

Indem wir nun nachweisen, dass jede Curve n' Ordnung mit 
(nm — 1) 


» e-) Doppel- und Riickkehrpunkten durch eine Gleichung 


von der Form (2) dargestellt werden kann, fiihren wir zugleich den 
(m — 1) (m— 


- ‘ 2 
Beweis, dass diese Curve m'" Classe ) Doppel- und Wende- 


tangenten besitzt. Denn man kann durch eine Untersuchung, welche 
der des § 1. ganz ihnlich ist, zeigen, dass sich jede Curve m' Classe 


mit 2 on) Doppel- und Wendetangenten durch eine Gleichung 
von der Form (2) darstellen liisst, und eine Untersuchung, analog der 
des § 2., liefert den Beweis, dass jede Gleichung von der Form (2) 


(m— 1) (m— 
t 2 


(im Allgemeinen) eine Curve m'*t Classe mi 2 Doppel- und 


Wendetangenten repriisentirt. 


Wir haben friiher gesehen, dass man die Schnittpunkte einer Ge- 
raden (%#,, %), W,) mit einer Curve 


A= A, +(%) Aa +++ + And” = 0 
findet, wenn man in ihre Gleichung die Coordinaten der Geraden ein- 
setzt und dieselbe sodann nach 4 auflést. Fiir jeden dieser Werthe 
von A stellt A = O einen Punkt dar und die » so erhaltenen Punkte 
sind die gesuchten Schnittpunkte. Wir fassen jetzt besonders den 
Fall in’s Auge, dass zwei dieser Schnittpunkte unendlich nah zusam- 
menriicken, d. h. dass (uy, v), wy) eine Tangente der Curve A=0 ist. 
Es miissen dann zwei der 4 solche Werthe haben, dass die ihnen ent- 
sprechenden Schnittpunkte zusammenfallen, d.h. die beiden 4 miissen 
einander gleich sein, da Punkten der Curve, die unendlich nah zu- 
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sammenliegen, im Allgemeinen auch Werthe von 4 entsprechen, die 
nur unendlich wenig von einander verschieden sind. Es muss deshalb 
fiir jede Tangente (%), v), w,) die Gleichung A = 0 eine Doppelwur- 
zel in 4 haben, d. h. es muss zugleich sein: 


A = 0 und an = 0, 
oder 
A, + (") Aya +++ + Aan = 0 
und 
n (A, + ("7 ') Ad +e + An a) = 0. 
Lassen wir bei der zweiten Gleichung den Factor » weg, multipliciren 


sie hierauf mit 4 und subtrahiren sie von der ersten, so erhalten wir 
die beiden Gleichungen: 


A, + pray A,A + *** + A, 4" = 0 
A, + ‘ares Fe vos art aa®, 


welchen %), 0), Wy bei gegebenem 4 geniigen miissen, damit die durch 
diese Coordinaten repriisentirte Gerade die Curve in dem Punkte, 
welcher 4 entspricht (oder kiirzer in dem Punkte 4) beriihrt. Elimi- 
‘nirt man 4 aus den beiden Gleichungen (3), so erhalt man eine Rela- 
tion zwischen %, U), W,, welche jedesmal besteht, wenn die ihnen 
entsprechende (terade die Curve A= 0 beriihrt, d. h. (die gewdhnliche) 
Gleichung der Curve A = 0 in Liniencoordinaten.*) 


(3) 


*) Die gewdhnliche Gleichung der Curve in Punktcoordinaten findet man, wenn 
man @ und 4 aus den Gleichungen eliminirt: 


ex =a, + (7) GA+ +--+ + a,4" , ey = b, + (7) 6 
reba , ge =e + (4) garters tear 


Indem man dabei zuerst @ und dann 4 wegschatft, findet man: 


O01 Qo2 see Qon 
a ini Qo2 Qos + @i2 --. Qin | al 


Oon Qin see On—1,12 


— 
d; ee Dy 
¢ ) Ch 


wo allgemein 


QO ik Y 


_ <2, #™ 








530 J. C. F. Haase. 


Um nun die Gleichung der Curve zu finden, die wir suchen, 
schreiben wir die Gleichungen (3) zuniichst folgendermassen : 


(a + Cy) ad +o + ae) % 
+b + CT) ma tees + ea) o, 
og (« * Cs ’) ae. }*~> Cy1 4) os saad 
(1 + Cy’) Gd +e + dt) 
+ + (CP) a +e + baat) oy 
+a + (CT) ad toes + art) wy =0, 


oder kiirzer 
Mu, + Nou, + Pw, = 0 


Mu, + Nv, + Pw, = 0. 


Wir lésen diese Gleichungen nach den Coordinaten u,, v,, w, auf und 
erhalten dann die Gleichung der Tangente der Curve A = 0 im Punkte 
A in der Form: 

Ux + vy + wz = O. 


Fiihrt man die angedeutete Operation wirklich aus, so erhilt man, 
wenn man Determinanten von vier Elementen durch ihr erstes einge- 
klammertes Glied bezeichnet: 


Qt = er : eu, = (NP’) : (PM’) : (MN’), 
wo ¢ ein den drei Functionen (N P’), (PM’), (MN’) etwa gemein- 
samer Factor ist, dessen Ordnung in 4 wir durch x bezeichnen wollen. 


Die Gleichung der Tangente im Punkte 4 der Curve A = 0) ist des- 
halb die folgende: 


+ | (NP) 2 + (PM) y + MN’) «{ = 0%), 
oder auch, nach Potenzen von 4 geordnet: 
(4) r= + CP 52—*) Ga + ++ + Gey 2 BO* =0, 


Ks mag dabei hier schon bemerkt werden, dass man aus A die linke Seite der 
Tangentengleichung findet, wenn man die i‘ Horizontal- und die k* Verticalreihe 
von A resp. mit 4‘~! und 44-1 multiplicirt und hierauf alle Horizontalreihen 
und dann alle Verticalreihen addirt. Dasjenige Glied der so umgewandelten Deter- 
minante, welches alle Glieder von A, mit gewissen Potenzen von 4 multiplicirt, 
enthilt, ist die linke Seite der Tangentengleichung der Curve. 

*) Ist die gegebene Curve A = 0 eine Gerade, so ist es nicht miglich, diese 
Gleichung zu bilden; es gelten deshalb fiir die Gerade auch die folgenden Betrach- 
tungen nicht mehr. 
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wo die C lineare homogene Functionen von 2, y, z sind, 2(n—1)—x 
aber die Classe der Curve angiebt. 

Da hiernach jede Curve A= 0 sich auch durch eine Gleichung 
von der Form [ = O darstellen liisst, so miissen von allen Siitzen, 
welche als eine Folge der allgemeinen Gleichung A = 0 angesehen wer- 
den kinnen, die reciproken fiir dieselbe Curve Geltung haben, indem 
sie ebenso mit Hiilfe der Gleichung [ = 0 der Curve bewiesen werden 
kénnen, als die bereits gefundenen mit Hiilfe der Gleichung A = 0. 

Um noch zu untersuchen, unter welchen Umstiinden ein solcher 
Factor g, von dem oben die Rede war, auftritt, vergegenwiirtigen 
wir uns den Weg, den wir eingeschlagen haben, um aus der Punkt- 
gleichung der Curve ihre Tangentengleichung abzuleiten. Wir haben 
erkannt, dass jede Gerade (uw, v, w), deren Coordinaten den Gleichun- 
gen (3) geniigen, zwei unendlich nahe Punkte der Curve A = 0 ver- 
bindet. Jede solche Gerade ist unzweideutig bestimmt und Tangente 
im Punkte 4, so lange derselbe kein Riickkehrpunkt ist. Im letztern 
Falle verbinden aber alle durch ihn hindurchgehenden Geraden zwei 
unendlich nahe Punkte der Curve und es wird deshalb der Gleichung 

(NP’) « + (PM) y + (MN’)z =0 
dureh die Coordinaten eines jeden Punktes, der auf einer solchen Gera- 
den liegt, d. h. eines jeden Punktes der Ebene geniigt werden miissen, 
“was nur denkbar ist, wenn die Coéfficienten (N P’), (PM’), (MN’), 
fiir das entsprechende 4 verschwinden. Hiernach giebt der Grad des 
Factors @ die Zahl der Riickkehrpunkte der Curve an, wiihrend ihre 
Lage durch die Wurzeln der Gleichung @ = 0 bestimmt werden. Auch 
lehrt ein Blick auf (4), dass die Classe der Curve durch jeden Riick- 
kehrpunkt um eine Einheit erniedrigt wird, was mit der ersten Pliicker- 
schen Formel iibereinstimmt, wonach die Classe m einer Curve x" 
Ordnung mit 0 Doppel- und x Riickkehrpunkten gegeben ist durch die 
Gleichung: ; 
m=n (n—1) — 20 — 3x. 
Da nun in unserem Falle 
—_— = 9 

F ra — (n — 1 2) 
ist, so folgt, dass m= 2 (n — 1) — x. 

Da die Tangentengleichung den Parameter 4 im m'" Grade ent- 
hilt, so besitzt sie 3(m-+ 1) Constanten, wiihrend in die Punktglei- 
chung nur 3 (n+ 1) eingehen. Ist m >, so konnen erstere nicht 
simmtlich von einander unabhiingig sein, sondern, da eine Curve stets 
durch die nimliche Zahl von Bedingungen bestimmt sein muss, miis- 
sen von ihnen 3 (m— n) = i— x (Pliicker’sche Formel), wo ¢ die 
Zahl der Wendepunkte der Curve ist, Functionen der iibrigen sein, 
und es stellt unsere Tangentengleichung deshalb auch nicht eine allge- 
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meine Curve m'** Classe mit S-_ Ses Doppel- und Wendetan- 
genten dar, sondern eine speciellere Art. 

Die Lage der Riickkehr- und Wendepunkte der Curve kann man 
leicht bestimmen, wenn man beachtet, dass die Wendetangenten so- 
wohl, wie die Riickkehrtangenten die Curve in drei aufeinanderfolgen- 
den Punkten treffen. Ist deshalb A = 0 die Punktgleichung der Curve, 
so miissen die drei Gleichungen bestehen: 

a 2 
A=0, =o, T =0, 
oder, was auf dasselbe hinausliiuft, die folgenden: 


A, + .. > A,A + +++ + Ayy A? = 0, 
A, + ("7 *) 4,4 + +++ + Ana dt = 0, 
AOSV ALS A 0 


Durch Elimination von uw, v, w aus diesen Gleichungen erhiilt man 
eine Gleichung vom Grade 3(m—2) in 4, durch deren Wurzeln die 
Wende- und Riickkehrpunkte der Curve bestimmt sind. Welche die- 
ser Wurzeln den einen oder den andern entsprechen, erkennt man 
leicht, wenn man bedenkt, dass man, ausgehend von der Tangenten- 
gleichung der Curve, zur Punktgleichung wieder zuriickkehren kann, 
und dass diese neue Punktgleichung, wie die alte, in 4 vom n'*" Grade 
sein muss, oder dass 

2(m—1) —i =n. 
Da nun aber m = 2 (n — 1) — x, so ergiebt sich 

3 (n — 2) = 2x + i. 
Die Doppelwurzeln unserer Gleichung entsprechen demnach den Riick- 
kehrpunkten, die einfachen den Wendepunkten. Zu einer ahnlichen 
Gleichung 3 (m — 2)" Grades gelangt man, wenn man, die Tangen- 
tengleichung als gegeben vorausgesetzt, diejenigen Punkte sucht, fiir 
welche drei der Beriihrungspunkte der Tangenten zusammenfallen, die 
man von jenen an die Curve ziehen kann. Der Grad der resultiren- 
den Gleichung 3 (m — 2) ist gleich der doppelten Zahl der Wende- 
punkte plus der Zahl der Riickkehrpunkte der Curve = 27 + x. 

Die beiden zuletzt erhaltenen Gleichungen haben dieselben Wurezeln, 
mit dem Unterschiede, dass die einfachen Wurzeln der einen Gleichung 
Doppelwurzeln der andern sind, und umgekehrt. 

Besonderes Interesse verdient noch der Fall, in welchem m = n, 
dann ist auch i= x, da allgemein 3 (m — n) = i — x, ferner ist 
auch 

za ant (m — - ... @ 
(n ne ee ae m 4 2) i, 
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d, h. d= +t. Die Anzahl der Doppelpunkte der Curve ist gleich der 
Zahl ihrer Doppeltangenten. Ferner sind die beiden Gleichungen, 
welche zur Aufsuchung der Doppel- und Wendepunkte dienen kién- 
nen, von gleichem Grade, beide haben ebensoviele Doppelwurzeln als 
einfache, und es sind, wie im allgemeinen Falle, die einfachen Wur- 
zeln der einen Gleichung Doppelwurzeln der andern und umgekehrt. 


§ 4. 
Projectivische Punktreihen und Strahlenbiischel. Erweiterung 
des Begriffs der Polaren. Das Reciprocitiitsgesetz. 


Die Gleichung 
(1) Ay + (") Aa p++ + And” = 0, 


in welcher die A, gleich Null gesetzt, gewisse Punkte repriisentiren, 
stellt nach dem Friiheren alle Punkte einer Curve n'*" Ordnung dar, 


wenn man 4 alle Werthe von — oo bis + oo durchlaufen lisst. Jedem 
Werthe von: 4 entspricht ein bestimmter Punkt der Curve, und jedem 
Punkte der Curve, — wenigstens so lange der Punkt kein Doppelpunkt 
ist — ein bestimmter Werth von 4. Betrachten wir nun neben der 
Gleichung (1) noch die folgende: 

(2) By + (") Ba tes + Baan = 0, 


wo die B, gleich Null gesetzt, ebenfalls gewisse Punkte repriisentiren, 
so wird auch diese Gleichung fiir jeden Werth von 4 einen Punkt 
) (m — 2) 
2 
punkten~darstellen, und umgekehrt entspricht einem Punkte der Curve 
im Allgemeinen ein ganz bestimmter Werth von 4. Durch einen belie- 
bigen Punkt der einen Curve ist also im Allgemeinen ein ganz be- 
stimmter Werth von 4 und dadurch wieder ein ganz bestimmter Punkt 
der zweiten Curve gegeben. Von zwei so in Beziehung gesetzten 
Punkten der beiden Curven wollen wir nun sagen, dass sie einander 
entsprechen. Wir wollen nun zeigen, dass in dieser Weise einem jeden 
Punkte der einen Curve ein ganz bestimmter Punkt der zweiten Curve 
entpricht und umgekehrt. 
Wir gehen aus von den beiden Punkten 
A, = 0 und B, = 0, 

welche in beiden Curven dem Werthe 24 = 0 entsprechen, gehen so- 
dann in einer der Curven weiter, bestimmen fiir jeden Punkt, den 
wir dabei passiren, das zugehérige 4 und. den entsprechenden Punkt 
der andern Curve. So lange wir in der ersten Curve zu keinem Dop- 
pelpunkt gelangen, iindert sich 4 stetig, mithin auch die Lage des 
35* 


einer Curve m'** Ordnung mit bn Doppel- und Riickkehr- 
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entsprechenden Punktes der zweiten Curve. Die Zweideutigkeit fiir 4 
in einem Doppelpunkte der ersten Curve wird vermieden, wenn man 
beim Weitergehen stets denjenigen Werth von 4 wihlt, welcher von 
dem 4 des unmittelbar vorher iiberschrittenen Punktes nur unendlich 
wenig verschieden ist, und es wird unter dieser Voraussetzing jedem 
Punkte der einen Curve nur ein ganz bestimmter Punkt der zweiten 
Curve entsprechen und umgekehrt. 

Ist eine der beiden Curven durch eine Tangentengleichung gege- 
ben, so entsprechen die Tangenten derselben cindeutig den Punkten der 
andern Curve, und sind beide Curven durch Tangentengleichungen 
reprisentirt, so entsprechen sich die Tangenten derselben ebenfalls ein- 
deutig. 

Wir sehen nun kiinftig jede Curve (1) als Folge der Punkte an, 
wie sie durch die stetig aufeinander folgenden Werthe von 4 bestimmt 
werden, und nennen diese Punktfolge eine krummlinige Punktreihe nie 
Ordnung. Ebenso betrachten wir eine Curve 


C+ (3) Ga+---4+ 64 =0, 
wo die C, gleich Null gesetzt, gewisse gerade Linien repriisentiren, 
als Kinhiillende der aufeinander folgenden Tangenten derselben, und 
nennen die Gesammtheit der letztern ein krummliniges Strahlenbiischel 
v'* Ordnung. Punktreihe und Strahlenbiischel fassen wir unter dem 
Namen geometrisches Gebilde zusammen und verstehen unter Element 
eines geometrischen Gebildes die einzelnen Punkte oder die einzelnen 
Strahlen (Tangenten), aus denen die Punktreihe oder das Strahlen- 
biischel zusammengesetzt ist. Lerner sollen zwei geometrische Gebilde 
projectivisch heissen, wenn zwischen ihren Klementen eine solche Rela- 
tion besteht, dass jedem Element des einen Gebildes ein einziges be- 
stimmtes Element des andern Gebildes entspricht, und einem jeden 
Element dieses zweiten Gebildes nur ein bestimmtes Element des ersten 
Gebildes. *) 
Hiernach stellen die beiden Gleichungen 


A, + (") AjA+---+ A," = 0, 
B, + (") Ba +---+ Baan = 0, 


wo die A und die 2B, gleich Null gesetzt, gewisse Punkte oder gerade 
Linien repriisentiren, projectivische Gebilde von den Ordnungen m und 
nm dar. **) 


*) Man vgl. hiermit Cremona a. a. O. pag. 10; ferner Hesse a. a. O. p.35. 
Reye, Geometrie der Lage I. Hannover. Carl Riimpler 1866. pag. 103. 

**) Stellt die erste Gleichung. eine Punktreihe, die zweite einen Strahlenbiischel 
dar, so werden (m-- x») reelle oder imaginiire Strahlen des Biischels durch die 
ihnen entsprechenden Pankte der Punktreihe hindurchgehen. 
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Die erste Polare einer- Curve f(#, y, 2) = 0 in Bezug auf den 

Punkt (%, 4%, 2) als Pol, ist reprasentirt durch die Gleichung 
&y-f (&) + W-f (Y) + %-f (2) = 9. 
Alle ersten Polaren einer Curve bilden ein Netz, wenn man darunter 
die zweifach unendliche Schaar von Curven versteht, die sich durch 
Gleichungen darstellen lassen, deren rechte Seite gleich Null, und 
deren linke lineare ganze Functionen der linken Seiten von drei (in 
gewohnlicher Form) gegebenen Curvengleichungen gleichen Grades 
sind. So stellt die Gleichung 
@.fotb.f, teh =0 


eine Curve des Netzes dar, welches durch die drei Curven »'*" Grades 


fy = 0, f, = 9, f. = bestimmt ist; a, b, ¢ sind constante Gréssen. 
Betrachtet man dieselben als Coordinaten eines Punktes, so kann man 
(3) a.f,tb.f4, +e.f, =090 


als (nullte) Polare des Netzes in Bezug auf (a,b, c) als Pol*) bezeich- 
nen. Dabei muss iibrigens angegeben werden, in welcher Ordnung 
die Funetionen f,, f,, f, mit a, b, ¢ multiplicirt werden sollen. 
Wir nehmen nun drei beliebige gerade Linien: 
fy = M+ MY + MHZ =O, 
f,=mr+ny+ pez =9, 
IB My & + MY + Pye = 0 
als Fundamentalcurven eines Netzes an, und suchen in Bezug auf das- 
selbe die nullte Polare eines beliebigen Punktes der Curve: 


(4) Ay + (") Aa + (%) Aga? + And = 0. 

Dieselbé hat zur Gleichung: 

(ay + (aden + and) fy + (bo + Ci) 4A + + bar) fF 
+ (m+ (atte +or)h=o, 


welcher man auch die Form geben kann: 
- . nw 
(5) B, + (7) Ba +--+ + Bean = 0, 
wo die einzelnen B lineare homogene Functionen von w, y, 2 sind, 
Die nullten Polaren der Punkte einer Curve n'** Ordnung mit 

(n — 1) (n — 2) 

2 

Doppel- und Riickkehrpunkten werden also umbhiillt von einer Curve 


*) Fiir diese nullte Polare gelten sehr viele der Siitze, die fiir die gewéhn- 
liche Polare Geltung haben. Besonderen Vortheil diirfte diese Erweiterung des 
Begriffs der Polaren fiir die Theorie des Netzes: gewiihren. 
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+, (w--1)(n— 2 : 
ner Classe mit “— 2) Doppel- und Wendetangenten. Sieht man 
2 5 
ferner (4) als Gleichung einer Punktreihe, (5) als Gleichung eines 
5 ? > 
Strahlenbiischels an, so erkennt man die Wahrheit des folgenden 
Satzes : 

. : : -, (n%— 1) (nm — 2) 
Durchliuft ein Punkt eine Curve x'* Ordnung mit eed = da: 
Doppel - und Riickkehrpunkten, so bildet seine Polare*) ein 
Strahlenbiischel »' Ordnung, dessen Einhiillende eine Curve »' 


(wn — 1) (n — 


Classe mit > = Doppel- und Wendetangenten ist. Punkt- 


reihe und Strahlenbiischel sind dabei projectivische geometrische 

Gebilde. 
Setzt man 

fo c=0,f, y=0,fh, e=0, 

d.h. nimmt man die beiden Coordinatenaxen und die unendlich ent- 
fernte Gerade der durch sie bestimmten Ebene als undamentalgera- 
den des Netzes, so hat ein beliebiger Punkt 4 der Curve (4) zur Po- 
lare die Gerade: 


(a, + (*) aA+ +++ + a a") z+ (0, + (") DAS eee + ba") y 
+ (4 + ¢*) q A+ ---+ Cn An) = 0. 
Nennt man der Kiirze halber die Einhiillende der Polaren der verschie- 
denen Punkte der gegebenen Curve die Polare der Curve, so kann man 
sagen, dass man in unserem Falle die Gleichung der Polare der gege- 
benen Curve erhalt, wenn man w, v, w durch a, y, 2 ersetzt, und 
hieraus schliesst man weiter, dass man die Eigenschaften der gegebe- 
nen Curve und ihrer Polare zugleich erhilt, wenn man die Coordina- 
ten in doppelter Weise geometrisch interpretirt. 
Dass man, ausgehend von der Tangentengleichung einer Curve, 


durch Anwendung einer analogen Betrachtungsweise zu reciproken 
Ergebnissen gelangt, bedarf wohl kaum der Erwihnung. 


§ 5. 
Abhiingigkeit des Weges, welchen beliebige Punkte einer Curve 


wv Ordnung mit e-De—® Doppel- und Riickkehrpunkten ein- 


schlagen, von den Wegen, welche die Orientirungspunkte der 
Curve durchlaufen. 


Unter den Orientirungspunkten einer Curve n'* Ordnung mit 


*) Wo nicht ausdriicklich das Gegentheil ausgesprochen ist, bedeutet Polare 
immer die nullte Polare, genommen in Bezug auf ein durch drei gegebene Gerade 
bestimmtes Netz. 
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(nm — 1) (n — 2) 
2 

Doppel- und Riickkehrpunkten verstehen wir jene Punkte, welche 
reprisentirt werden durch die gleich Null gesetzten Coéfficienten der 
, verschiedenen Potenzen von 2 in der Punktgleichung der Curve. 

Ist die Curve durch ihre Tangentengleichung gegeben, so nennen 
l wir die Geraden, welche durch die gleich Null gesetzten Coéfficienten 
der verschiedenen Potenzen von 4 repriisentirt werden, die Orienti- 
’ rungsgeraden der Curve. 


, Aus § 1. folgt, dass jede Curve n'* Ordnung mit ae 


Doppel- und Riickkehrpunkten auf unendlich viele Arten durch Punkt- 
gleichungen dargestellt werden kann, da ferner nach § 3. aus jeder 
Punktgleichung einer Curve eine Tangentengleichung derselben abge- 
leitet werden kann, so hat eine jede solche Curve auch unendlich viele 
Tangentengleichungen. Jeder einzelnen Darstellungsweise gehért ein 
System von (n + 1) Orientirungspunkten und ein System von 
2(n—1) — x 
| Orientirungsgeraden an, die wir als zusammengehirig bezeichnen wollen. 


Wir nehmen jetzt an, es seien zwei Curven w'* Ordnung ge- 


geben : 


| Ay + (") A,Aa +.-+-+A,A°=0 
(1) 
| 


B, + (*) B, he iia a B, et = 0, 
Ay = a +ajv+a/w und B; bu + b;'v + bw. 


Die Einhiillende der Verbindungsgeraden entsprechender Punkte dieser 
beiden Curven: 
n nu 7 
we ay +(i) a ate and by + (1) ba Hoe dnd | 


| 


(2) y ag +(S)aya+-- aia by + (7) bya ++ Kan | =O 
P ay (8) aya + aga by’ + (1) O"A+ ++ ean | 
ist von der 2x'" Classe. Von den Tangenten dieser Curve gehen im 
Allgemeinen 3x durch die ihnen entsprechenden Punkte der Curve 
3) G+ (1) Ga toss + Gar = 0. 
Im Falle jedoch, dass 3n +- 1 dieser Geraden die ebengenannte Eigen- 
schaft besitzen, kommt sie allen zu, und wir haben deshalb den Satz: 


wo 


Liegen 3n + 1mal je drei einander entsprechende Punkte von drei 
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Curven n'* Ordnung (1) und (3) auf einer Geraden, so gilt dies fiir 
alle cinander entsprechende Punkte der drei Curven.*) 

Wird der Bedingung dieses Satzes geniigt, so verschwinden alle 
Coéfficienten der Gleichungen 3n' Grades: 


& +(") Gat ced® ay + (") a A+-andn dp +("") by A ++ bndn | 
Co! +(") ae an aft (") QA an an be +(") “ee aoe Se" | 
o” +(*) ¢,"A+ ** Cp’ AR tg + . ) aya + ay An by"+(") vA +.. Dn” an 


Dadurch erhalten wir zur Bestimmung der ¢ 3” + 1 Gleichungen, also 
eine zu wenig. Setzen wir nun voraus, dass die ersten Orientirungs- 
punkte A,, B,, C, zu den einander entsprechenden Punkten gehéren, 
von denen wir wissen, dass sie in gerader Linie liegen. — Sollte dies 
nicht der Fall sein, so kénnen immerhin durch eine Transformation 
von der Form 


_ «+61 

~ yton 
drei einander entsprechende Punkte zu ersten Orientirungspunkten ge- 
macht werden. — Wir setzen dann 


Cy = My + hy, Oy = Ay + Udy’, Oy = ay” + eby, 
wo w einen durch die gegenseitige Lage der Punkte A,, L,, C, be- 
dingten Werth hat. Zur Bestimmung der Verhiltnisse der iibrigen c, 
deren Anzahl gleich 3n—1 ist, haben wir noch 3x Gleichungen; 
denen aber, inFolge unserer Voraussetzung, zugleich geniigt wird. Man 
erkennt daraus, dass allgemein 
(4) g«=eateb , ¢&=—a+ubi, «” =a + ub, 
woraus der Satz folgt: 
Durchlaufen 3n-+- 1 Punkte einer Curve n' Ordnung mit 
en "—*) Doppel- und Riickkehrpunkten geradlinige pro- 
jectivische Punktreihen, so durchlaufen alle Punkte der Curve, 
wie auch sdimmtliche Orientirungspunkte derselben geradlinige 


Punktreihen, welche zu den ersten projectivisch sind, alle 


*) Diesem Satze entspricht der allgemeinere: 

»Liegen (m+ »-+ p+ 1)mal je drei einander entsprechende Punkte von drei 
Curven mt, n'er, per Ordnune auf einer Geraden, so gilt dies fiir alle einander 
entsprechenden Punkte der Curven.‘ 

Die Curven der 2nte" Classe, welche die entsprechenden Punkte der Curven 


Ay+ (*) Ayh +++ + An dn =0, B+(") Ba + +. Rae 


verbindet, besitzt (2n—1) (w — 1) Doppel- und Wendetangenten. Dieselben ver- 
binden zweimal zwei entsprechende Punkte der Curven (1). 











| 
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Orientirungsgeraden aber werden vou Strahlenbiischeln zweiter 
Ordnung wmhiillt, welche ebenfalls zu jenen Punktreihen pro- 
jectivisch sind.*) Denn es hat, wie aus Obigem hervorgeht, 
die dritte Curve die Gleichung: 


ins Chat + are ORI 
+ (a,” + ("Jaya +--+ a,"" Jw 
+ w {oo ("Joa +o dad) wt (Oy + (8) Oy a Eee Beat) 
+ (be + (")by"4 $e aw =O. 


Hieraus erkennt man aber sofort, dass jeder Punkt 4, wenn w sich 
iindert, auf einer Geraden weiter geht, sowie dass alle so entstehen- 
den Punktreihen projectivisch sind.**) 

Die Gleichungen (4) lassen unmittelbar erkennen, dass auch die 
gegebenen Orientirungspunkte solche Punktreihen durchlaufen. Um zu 
zeigen, dass dies fiir séimméliche Orientirungspunkte gilt, erinnern wir 
uns, dass aus einer gegebenen Gleichung jede andere derselben Curve 
erhalten werden kann durch eine Transformation von der Form 

_— a + Bi a 

y+oa 
Fiihren wir diese Transformation aus, so zeigen sich die Gleichungen 
der neuen Orientirungspunkte aus denen der alten linear zusammen- 
gesetzt, woraus sofort die Richtigkeit obigen Satzes erkannt wird. 
Was endlich die Orientirungsgeraden angeht, so sieht man die Rich- 
tigkeit des auf sie sich beziehenden Satzes sofort ein, wenn man zur 
Tangentengleichung der Curve iibergeht. 

Der letzte Theil des eben bewiesenen Satzes kann unmittelbar 
erweitert werden,’ wodurech man zu dem folgenden kommt, dessen Be- 
weis einfach ist. 

Weun die zusammengehdorigen Orientirungspunkte einer Curve 
(n — 1) (n—2 
» 


vn Ordnung mit Doppel- und Riickkehrpunkten 


projectivische Punktreihen v'*" Ordnung durchlaufen, so durch- 
laufen alle Punkte und sémméliche Orientirungspunkte der 
gegebenen Curve Punktreihen v'* Ordnung, die Orientirungs- 
geraden aber werden von Strahlenbiischeln 2v'*' Ordnung um- 

met -_— 

*) Es ist hiernach méglich, wenn drei Curven n'*’ Ordnung mit (m ~~ (n—2) 


Doppel- und Riickkehrpunkten vorliegen, die der Bedingung oben stehenden Satzes 
geniigen, unendlich viele solcher Curven linear zu construiren. 

**) Da durch 2 und w jedesmal ein Punkt bestimmt wird, so kann man sie 
als eine Art Coordinaten ausehen, 
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hiillt, welche den Punktreihen der gegebenen Orientirungs- 

punkte projectivisch sind. 

Anmerkung. Die eben vorgefiihrten Entwicklungen fiihren unmit- 

telbar zu den Begriffen projectivischer und involutorischer Curven- 
reihen, indem man zwei Curvenreihen 4 
A, + uA, = 0, By, + vB, = 0, 

(wo 4, =0, A,=0, By=0, B, =O die Punktgleichungen von 

Curven m'* und x Ordnung darstellen), projectivisch nennen kann, 

wenn die Parameter w und vy durch eine lineare Gleichung verbunden 

sind, von einer Curvenreihe C, + oC, = 0 aber sagt, sie bilde eine 

Involution p'** Ordnung, wenn der Parameter @ durch eine Gleichung 

von der Form gegeben ist 


(ay + «e+ —s a &, 0”) a @ (By + B,o+ arg + B,o”) — 0, 


wo die « und 6 Constanten, @ aber ein never Parameter ist. 


g 6. 
Zur Construction der Curven 2 Ordnung mit “—!\“—*) 
Doppel- und Riickkehrpunkten. 





Mit Hiilfe der im vorigen Paragraphen gegebenen Siitze ist es 
moglich, beliebig viele Curven x'** Ordnung mit méglichst vielen Dop- 
pel- und Riickkehrpunkten zu construiren. 

Denken wir uns niimlich, es sei eine Curve (n—1)'" Ordnung 
gegeben und es durchlaufen 3 (x — 1) + 1 ihrer Punkte — und dem- 
nach alle — geradlinige projectivisehe Punktreihen,*) was wir durch 
die Gleichung andeuten: 


(Ay + By) + ("7 *) (A+ eB) 4 +t (Anau By) et = 0, 
und nehmen auf der Geraden, welche der Punkt 4 beschreibt, den- 
jenigen Punkt, welcher dem Parameter u = 4 entspricht, so hat der- 
selbe die Gleichung: 

(Ay +4.By) + ("7 ') (4: FAB Ab + + (At + AB) a = 0, 


woraus hervorgeht, dass der so erhaltene Punkt auf einer Curre n'* 
Ordnung liegt. Die Orientirungspunkte der neuen Curve sind: 


A, = 0, B, + ("7 *) 4, =0...("7') Bee + Ant = 0, Bri = 0. 


Auf eine specielle Art dieser Methode, Curven »'** Ordnung mit mig- 


*) Dem entspricht ein allgemeinerer Satz, zu dem man gelangt, wenn man 
die Orientirungspunkte krummlinige projectivische Punktreihen auf Curven mit 
méglichst vielen Doppel- und Riickkehrpunkten durchlaufen lisst. 
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lichst vielen Doppel- und Riickkehrpunkten zu construiren, wollen wir 
im Folgenden niiher eingehen. 
Es sei die Punktgleichung 


(1) Ay + (") Aya + Apa = 0 


‘ : r (n —- 1) (wn — 2) 
einer Curve 2'* Ordnung mit 4 


Doppel- und Riickkehr- 
punkten gegeben. Wir haben friiher gesehen, dass eine Gerade-(u, v, w) 
Tangente dieser Curve ist, wenn sie entsprechende Punkte der beiden 
Curven verbindet: 


Ay ‘ (" ’ A, Z + hal + A, 4! = 0, 
A, + S 9 A,A++++>+A, Amt = 0, 


Hat nun 4 einen constanten Werth, 
so kénnen wir 


(3) (4o + ("7") Ara + + An em) 
+0 (4+ (C7 ') 44 +-+>+ Aart) = 0 


als Gleichung der Tangente im Punkte 4 der Curve (1) ansehen. Den 
Beriihrungspunkt findet man, wenn man uw = A setzt. 


(2) 


uw dagegen einen verinderlichen, 


‘ 


Sieht man also zwei demselben 4 entsprechende Punkte der 
Curven (2) als Orientirungspunkte einer Geraden an, und be- 
stimmt auf ihr den Punkt, welcher demselben 4 entspricht, 
so kommt man zu dem Punkt 4 der Curve (1). 
Wir nehmen jetzt an, es seien die Orientirungspunkte der Curve (1) 
gegeben, ausserdem aber noch die Punkte: 
(4) 4,4+474A,=0,4,+47A,=0,... Ant+avA, = 0, 
wo 4’ irgend ein bestimmter Werth des Parameters 4 ist. Alsdann 


ist es méglich, alle einander entsprechenden Punkte der geradlinigen 
Punktreihen 


(5) A, +AA,=0, A, +4A,=0 , ... Ani t4A, = 0 
linear zu construiren. Betrachten wir nun zwei aufeinander folgende 
dieser Reihen: 

A, + 4Aigs = 0 , Ajar + AAs = 0. 
Die Verbindungsgeraden entsprechender Punkte derselben werden um- 
hiillt von dem Kegelschnitt 


(6) Ay + 2 Apa dA + Apged? = 0, 
und die Tangente dieses Kegelschnitts im Punkte 4 hat die Gleichung: 
(7) (A; + 4Aj41) + w(Aigi + 4 Aize) = 0. 


Wir stellen uns nun die Aufgabe, den Beriihrungspunkt dieser T'an- 
gente und damit also einen Punkt des Kegelschnitts zu finden. 
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- Zuniichst bemerken wir, dass, wenn wir in (6) fiir vw, v, w ein- 
mal die Coordinaten der Verbindungsgeraden der Punkte 


A; = 0 ; Ajat = 0, 
das andere Mal die Coordinaten der Verbindungsgeraden der Punkte 
7 Aja1 = 0) und Ajn2 = 0} 


einsetzen, die Werthe von 2, welche den Durchschnitispunkten dieser 
Geraden mit dem Kegelschnitt (6) entsprechen, gefunden werden aus 
den Gleichungen: 
‘ 1 
2—0 ud | = 0. 
a 
Es miissen demnach beide Geraden den Kegelschnitt in 2 unmittelbar 
aufeinander folgenden Punkten schneiden, d. h. den Kegelschnitt 
beriihren. 
Darnach sind 


(8) A; + vA = 90 und Ajy: + w Aine = 0 
die Gleichungen der Tangenten in den Punkten A; = 0 und Ajo = 0 
des Kegelschnitts (6). Diese zusammen mit (7), bilden ein dem Kegel- 
schnitt umschriebenes Dreieck. Da wir nun die Beriihrungspunkte der 
beiden Geraden (8) kennen, so kénnen wir den der Geraden (7), d. h. 
den Punkt 4 des Kegelschnitts (6) leicht finden mit Hiilfe des bekann- 
ten Satzes: 
»Verbindet man in einem Dreieck, welches einem Kegelschnitt 
umschrieben ist, die Ecken mit den Beriihrungspunkten der 
Gegenseiten, so schneiden sich diese drei Geraden in einem 
Punkte.“ 
Wir verbinden jetzt zwei (demselben 4) entsprechende Punkte der 
beiden Kegelschnitte: 
A, + 2Aiid4 + Aine? = 0, 
Ajzi + 2Aip24 4+ Aizs ? = 0. 


Die Verbindungsgerade kann dargestellt werden durch die Gleichung: 
(9) (Ay + 2 Aig A + Age A?) + ow (Agi + 2Ai4g2d + Aigs a?) = 0, 


wo A constant, u variabel ist. Setzt man w= A, so kommt man zu 
dem Punkte, in welchem die eben construirte Gerade die Curve drit- 
ter Ordnung beriihrt: 


(10) A; + 3 Aigia + 3Aig2d + Aigsd® = 0. 
Wir wollen nun zeigen, wie man durch lineare Construction zu dem- 


selben. gelangen kann. 
Wir schreiben die Gleichung (9) zunichst in folgender Form: 


(11) (Aj + 4Ajais) + uw (Air + AAj42) =0, 
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wo 

Aj = Aj +A Ajas , Ajgs = Aigi + A Ainge , Aine = Aige + 4 Aids. 
Sieht man die A’ als gegeben an, so stellt (11) die Gleichung der 
Tangente des Kegelschnitts 


Aj + 2Ajys A + Alyse A? =m 0 


dar und zwar im Punkte 4. Ausser dieser Tangente kennen wir noch 
die in (A = 0) und in (A = oo) nebst ihren Beriihrungspunkten; wir 
kénnen deshalb auch den Beriihrungspunkt der Geraden (11), d. h. 
den Punkt 4 der Curve (10) durch lineare Construction finden. 

So kénnen wir weitergehen. Wir denken uns die entsprechenden 
Punkte von Curven dritter, vierter, .... (#—1)'" Ordnung mit ein- 
ander verbunden. Jede solche Verbindungsgerade kann als 'langente 
eines Kegelschnitts angesehen werden, dessen Orientirungspunkte ent- 
sprechende Punkte von Curven zweiter, dritter, ... (#— 2)'" Ord- 
nung sind. Denn es lisst sich beispielsweise die Gleichung 


At (") Ab toe + At = 


auch schreiben: 


(y+ ("7 2) Aa poet Aedes) 


+2 (A, 4 (" | *) rw oO Seay ae ars) A 


9 


+ (4: r’ ee Pie wees | un) Pn 


Hieraus-ergiebt sich nun folgende Kegel zur Construction eines Punk- 
tes einer Curve n'** Ordnung mit be == 2) Doppel- und Riick- 
kehrpunkten, fiir den Fall, dass 1) die Orientirungspunkte und 2) auf 
den Verbindungsgeraden je zweier aufeinander folgenden Orientirungs- 
punkte entsprechende Punkte gegeben sind. 

Man nehme auf einer der Verbindungsgeraden zweier aufeinander- 
folgenden Orientirungspunkte (0,1), (1,2), ... («—1, ») einen belie- 
bigen Punkt an und bestimme sodann auf allen iibrigen die ihm pro- 
jectivisch entsprechenden. Diese Punkte seien 0’, 1’, ... (wn — 1). 
Auf ihren Verbindungsgeraden (0’, 1’), (1, 2’), ... ((w — 2)’, (n—1)’) 
suche man sodann (mit Hiilfe des oben citirten Brianchon’schen 
Satzes) diejenigen Punkte, welche demselben Werthe von 4 entspre- 
chen. Man kommt so zu neuen Punkten: 0”, 1”,...(~—2)”. Auf 
den Verbindungsgeraden dieser Punkte suche man wieder die Punkte 
Au.s.w. So kommt man schliesslich zu Punkten 0@-%, 1@-%, 2@-», 
Bestimmt man anf deren Verbindungsgeraden den Punkt 2 und sucht 
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sodann endlich auf den Verbindungsgeraden der so gefundenen Punkte 
O@—-), 1-9 wieder den Punkt 4, so ist dieser ein Punkt unserer 
Curve. *) - 


Nachdem wir aus vorstehenden Entwicklungen erkannt haben, dass 
@e Curven, mit denen wir uns hier beschiftigen, unter gewissen Vor- 
aussetzungen linear construirt werden kinnen, wollen wir noch einige 
Siitze, die allgemeine Construction von Curven »' Ordnung mit 
@—)(—*) 
2 
Doppel- und Riickkehrpunkten betreffend, hier folgen lassen. 


Wenn eine Curve C, der n'™ mit “— a. =3 Doppel- und 


Riickkehrpunkten mit Hiilfe projectivisch getheilter Curven 
m' und p'* Classe, wo m < p und m + p = n, construirt 
werden soll, so ist durch diese Aufgabe die Curve der m'" 
Classe unzweideutig bestimmt.**) 
Gesetzt niimlich, man kénnte zur Construction der Curve C,, ausser 
den Curven m'** und p'* Classe zwei andere m''" und p’'" Classe 
(m' <p’, m’ + p’ = n) 
verwenden, so wiirde der Punkt 4 der Curve C, auf den Tangenten 
A der Curven m'*", p'*", m’*" und p''*" Classe zugleich liegen miissen, 
es wiirden sich also speciell die entsprechenden Tangenten der Curven 
m'e* und m’'** Classe stets in Punkten der Curve C, schneiden miis- 
sen, was im Allgemeinen unméglich ist, da die entsprechenden Tan- 
genten einer Curve m'* und m’‘'* Classe sich in Punkten einer Curve 
(m + m’)'** Ordnung schneiden und m + m’ < n. 

Ist m =p, so gilt diese Schlussweise nicht mehr, ebenso wenig, 
wenn C,, erzeugt wird mit Hiilfe von Curven, deren Classensumme die 
Zahl n iibersteigt. 

Wir betrachten beispielsweise die Curve fiinfter Ordnung: 

u ataAta,s2 6, +5,4+5,22+5, a? | 
A v & +a,A4+a,' 2? by’ +,'4 + b,' A? + b,' 48 | = 0, 
w a +4,A+a," by” +b,"A + b,"2? + b,"A3 | 
erzeugt durch den Durchschnitt entsprechender Tangenten einer Curve 
zweiter und einer Curve dritter Classe. Multipliciren wir hier eine 


*) Etwaige isolirte Punkte der Curve kann man auf diesem Wege nicht 
finden. 

**) Die projectivische Theilung der Curve C, ist dabei als bekannt voraus- 
gesetzt. 





ball 
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der beiden letzten Verticalreihen mit einer ganzen rationalen Function 
von A und addiren sie dann zur andern, so iindert sich A offenbar 
nicht, wiihrend an Stelle einer der beiden construirenden Curven eine 
von héherer Classe tritt. Da wir dieses Verfahren beliebig oft an- 
wenden diirfen, so erhellt die Méglichkeit, mit Hilfe von Curven be- 
liebig hoher Classe eine gegebene Curve zu erzeugen. 

Durchschneiden sich umgekehrt die entsprechenden .'Tangenten 
zweier Curven m'* und p' Classe (m+ p> mn) in Punkten einer 
Curve n'** Ordnung, so miissen erstere durch solche niederer Classe 
ersetzt werden kénnen, deren Gleichungen man (in Verbindung mit 
Transformationen) durch ein Verfahren erhilt, welches dem oben be- 
schriebenen entgegengesetzt ist. Ist niimlich die Gleichung der Curve 


n'* Ordnung, sowie sie sich zuniichst darstellt, die folgende 


u @++a,A+...+a,d" b, +baA+...+ da” 
(12) vo ajtajaA+t...+a,Aa" b, + b/A+... + b,42 =0, 

w ata"A+...+a,a" by +b,"A +... 4+ be 
so muss, wenn m-—+ p > n, fiir einen bestimmten Werth 4’ von A sein 
ata, V+... fa, A™=—¢ (+0, V+... + dD, 4”), 
(13) a, tay V+... +a, A4%~ = (+075 N+ ...+ Db, 4”), 
ata” V+... pan amo WADI V+... 4+ Uy a”). 

’ Transformirt man die beiden Gleichungen: 

(4, dy hes a, dm) (i, ah 8) y H (Gy ay" ++ am) 2 = 0 
(0, Oy AE by dP) & (Di, OYA ++ +O, dP) y + UY AOL +++ + bY ae) z= 0, 
so dass die Tangente, welche, den Gleichungen (13) gemiiss, beide 
Curven entsprechend gemein haben, zugleich erste oder letzte Orienti- 
rungsgerade fiir beide Curven wird, und construirt sodann wieder die 

der Gleichung (12) analoge, so wird entweder 
Mo = Qed,» = O0.K, , Ge = Ob, 
oder Gn = Q, Dp , Gn = Q, Dp » am = Q, Bp. 
Tritt der letzte Fall ein, so kann, wenn m+ p>uv+1inA 
der Factor von A“+?—! identisch verschwinden, in welchem [alle 


An—1 = O bp -—1 + Qo by 


(14) : Am —1 = Q bp—1 + Oy by, 
An —1 = 0, bp -1 + 0, OF 
ist. Wenn m+ p > » — 2, so kann ausserdem der Factor von 


Au +» —2 verschwinden, also 


Ain —2 = 0; by—s + Q» by —1 + 0; by; 
(15) On —2 = Q1 bp —2 + Oy bp—1 + 5 Dp, 
Gn—2 = 0, b-2+0,b7-1 +0,b)  seinu.s. w. f. 
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Haben die beiden coustruirenden Curven mehrere Tangenten ent- 
sprechend gemein, so verringert sich der Grad der resultirenden Glei- 
chungen um ebensoviele Kinheiten, als es solcher Tangenten giebt. 

Ist alsdann der Grad dieser Gleichung noch zu hoch, so miissen 
Beziehungen bestehen, die den obigen (14), (15) ff. analog sind. Hier- 
mit ist der oben ausgesprochene Satz bewiesen. 

Aus dem Vorhergehenden folgt, dass die Curven mit médglichst 
vielen Doppel- und Riickkehrpunkten nach der niedrigsten Classe der 
sie construirenden Curven in Gruppen eingetheilt werden kinnen. - Sol- 
cher Gruppen giebt es z. B. von Curven 

2‘ Ordnung 1, entsprechend der Theilung 2—1-+4 1 


3» ” 1, ” ” ” 3=1+42 
4,, ” 2, ” ” ” «) 4=1 +3 


B) 4=2+42. 

Der Weg, zu den Criterien za gelangen, wornach sich die einzelnen 
Curvenarten unterscheiden lassen, wird der sein, die Gleichungen der- 
selben aufzustellen und ihre Eigenschaften aufzusuchen. Man erhilt 
so z. B. den Satz: 

Der Ort der Durchschnittspunkte entsprechender Strahlen einer 

Curve C,, der m‘*" Classe und eines Strahlenbiischels erster 

Ordnung ist eine Curve (m + 1)'*" Ordnung mit einem m fachen 

Punkte, der mit dem Centrum des Strahlenbiischels zusammen- 

fillt.*) Die m Tangenten in diesem Punkte sind die Strahlen 

des Biischels, welche den m, durch ihn gehenden Tangenten 

von C,, entsprechen. 

Der Beweis des ersten Theiles dieses Satzes ist enthalten in den 
3 Gleichungen: 
A,+A,A+---+A, 4% =0 
B,+4B,=0 
A, By — A, By -! By +---+ A, Bo” =), 


der des zweiten fallt mit dem des nichsten Satzes zusammen. 


Liegt das Centrum des Strahlenbiischels auf der Curve C,, selbst, 
so fallen zwei der durch dasselbe an C,, gezogenen ‘Tangenten, mithin 
auch 2 der Tangenten des mfachen Punktes der neuen Curve zusam- 
men; ist der betreffende Punkt ein Wendepunkt, so werden 3 der 
Tangenten zusammenfallen u. s. w. 

Dem eben bewiesenen Satze corollar sind die folgenden: 


1) Jede Curve n'*" Ordnung, welche einen (x — 1)fachen Punkt 


*) Fiir den Fall m= 2 vyergleiche man: Pliicker, System der analytischen 
Geometrie 8S. 191 ff. P 
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besitzt, gehért zur ersten Gruppe der Curven n'** Ordnung mit mig- 
lichst vielen Doppel- und Riickkehrpunkten. 

2) Jede projectivisch getheilte Curve »'*" Ordnung mit méglichst 
vielen Doppel- und Riickkehrpunkten, welche sich aus einem ihrer 
Punkte durch einen Strahlenbiischel erster Ordnung projiciren lisst, 
hat eimen (n—1)fachen Punkt, welcher mit dem Centrum des Bii- 
schels zusammenfillt. Jedes zu diesem Strahlenbiischel perspectivisch 
liegende geradlinige Punktgebilde hat demnach mit der Curve n' Ord- 
nung alle » Durchschnittspunkte entsprechend gemein. 

Zum Schluss fiihren wir noch folgenden Satz an: 

Kine Curve (m + p)'*" Ordnung, welche durch die Durchschnitte 

entsprechender Tangenten von Curven m'* und p' Classe mit 

modglichst vielen Doppel- und Wendetangenten entsteht, beriihrt 
die erste Curve in 
2 (m—1)— i, +p, 
die zweite in 2(p —1) —% +m Punkten, wo i,, und i, 
die Zahl der Wendepunkte der durch den Index angezeigten Cur- 
ven bedeuten. 
Die Curve der m'e" Classe ist niimlich von der [2 (a — 1) — 3,,|'" Ord- 
nung. Durch 2(m— 1) — i, + p Punkte derselben gehen die ent- 
sprechenden Tangenten der Curve p'* Classe. Es bleibt nun noch 
- iibrig, zu zeigen, dass in diesen Punkten die Curve m' Classe von 
der neuen — ‘die yon der (m + p)'" Ordnung ist — beriihrt wird. 
Die Gleichung der Curve (m + p)'* Ordnung ist 


| uw Me +(" ) aa +--+ a,a" by + (7)o, A+::-+h ae 


A |v ay_+(" ) aja tees ta, am by + (?) by Ate +b, av! —0. 


| wa,” +( . ) aA + eee take b+ (*) BAe +H av 


| 
| 


Liegt der Punkt (a, y, 2) zugleich auf der Curve C,, und auf der die- 
sem Punkte entsprechenden Tangente von C,, so ist zugleich: 


(a, + he ) Ate + a, au )a + (a, + (") aja fire a, aM dy 
+ (a,” + tts a A+ ta aM )e ==(), 





(uy ga Hee Etna et) ae (ay (7) yd ve in Be) y 
tH (ay + ("oD A + ai ae) 2 =0, 
(+ (L)batert db a lat + (2) ate th dy 
+ (0 + (1) wa + ey ae Jem. 
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Setzt man in A an Stelle von uw, v, w die als constant zu betrachten-. 
den Coéfficienten von x, y, z der ersten dieser drei Gleichungen ein, 
so erkennt man, dass der Werth von 4, fiir welchen dieselben zusam- 
men bestehen, den beiden Gleichungen 


od 


zugleich geniigt, womit unser Satz bewiesen ist. 














Ueber Dreiecke in perspectivischer Lage. 


Von J. Rosanes in Bresiau. 


In meiner Inauguraldissertation gelangte ich bei der Behandlung 
einer von Steiner angeregten I'rage zu einem Systeme von drei Kegel- 
schnitten, welche in einer merkwiirdigen Beziehung zu einander stehen, 
und dadurch zu dem Falle, dass zwei Dreiecke in einer Ebene auf 
mehr als eine Weise perspectivisch liegen. Auf diese letztere Frage 
ist neuerdings Herr Schroeter von giinzlich verschiedenen, rein geo- 
metrischen, Gesichtspunkten ausgehend gekommen und hat die Resul- 
tate der Untersuchung in dem niichstfolgenden Aufsatze niedergelegt. 

Da ich die genannte Arbeit nicht weiter veréffentlicht habe, so 
-nehme ich gegenwirtig Veranlassung, das hierher Gehérige im Wesent- 
lichen unveriindert hier mitzutheilen. 

Ich gehe von zwei Dreiecken ab c, A BC aus, deren Kcken resp. 
die Coordinaten : 
A, A, M3, d, by bs, & & 6, 

A, A, A,, B, B, B;, C, C, C,; 
in Bezug auf irgend ein Fundamentaldreieck haben mégen. Eine per- 
spectivische Lage werde ich im Folgenden durch p oR bezeichnen, wo 


tiber dem Horizontalstriche stets abc zu stehen kommt, unterhalb des- 
selben die Buchstaben A BC jedoch in der Reihenfolge, wie sie in 
der betreffenden Lage den Ecken a, b, ¢ entsprechen. Alsdann stel- 
len sich die iiberhaupt denkbaren sechs perspectivischen Lagen durch 
die Symbole dar: 
» Sho 9 $5, 9 Se 
2) gon Yona 9 Baer 
Kiir die Lage 1) erhalten wir die Bedingung: 
a, Ay—d,A,, a3A,—4,A3, a, A;— a A, | 
b,B,—b,B,, b,B,—b,B;, b, B,—b, B, | 
14 C,—@C,, @%O—40,, % O—e,C,| 


welche durch Multiplication mit dem Ausdrucke 


0 
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Ay Ay Ay | 

b, b, bg) = A, 
der von Null verschieden angenommen werden darf, in die Form 
iibergeht 


= B, Au, Cy Ai, : Au L.,, = 2 C, A - Aj Ay, By A. 


a ? 
xau xhu . « 
a a ae te ; 
worn 7 = A.,, u.s. w. gesetzt ist, und die Summationen sich 
Jax 


immer auf die Werthe 1, 2, 3 beziehen. 


Durch Permutirung der Buchstaben A, B, C ergeben sich die 
Bedingungen fiir simmtliche perspectivische Lagen. Der kiirzern Be- 
zeichnung wegen will ich die Summationsindices fortlassen und sie 
folgendermaassen schreiben: 


(I.) ZBA..CA,.Aa, = FCA. AMY. BA, 
(II.) Z=CA,.BA,. AA. = EBA. AA. CA, 
(II1.) = CA,.AM,.BA, = ZAA,.BA.CA., 
(IV.) ZBA,.AM,.CA, = ZAA,. CA,.BA,, 
(V.) TAA. BA,.CA, = ZEBA,. CA,.AL,, 
(VI.) ZAA,.CA,.BA, = = CA,.BA,. AL. 


Es lehrt nun der erste Blick, dass die Gleichungen (I.), (III.), (V.) 
von einander abhangen; ebenso die Gleichungen (II.), (1V.), ( VI.). 
Dies giebt den Satz: 
»,Wenn den Punkten a, b, ¢ die Punkte A, B, C in zwei ver- 
,,Schiedenen Anordnungen perspectivisch entsprechen, welche aus 
eimander durch cyclische Permutirung hervorgehen, so liefert auch 
noch die dritte cyclische Permutation von A, B, C cine Anord- 
nung, welche a, b, ¢ perspectivisch entspricht. 
Die sechs Bedingungen sind sonach mit nicht mehr als vier gleich- 
geltend, und zwar, wie sich zeigen wird, if der Weise, dass durch 
die Wahl von a, b, c, A die Punkte B, C eindeutig bestimmt sind. 


Eine besonders charakteristische und fiir die geometrische Deu- 
tung sich eignende Gestalt fiir die Abhiingigkeit derselben erhilt man 
in einfacher Weise. Durch Multiplication der Gleichungen (I.) und (II1.) 
sowie (II.) und (IV.) ergiebt sich 


ZAA,.BA,.BA,.CA,.Aa,.. CA, = {2 CA,.AM,. BA‘, 


ZALA,.BA,.AL,.CA,. BA. CA, = {2 Ch,.BA,.AL.\? 


und hieraus 


™ 





AA, \* lead 3M 
isaa,} (> BA,) ° 





Y- 
HS 
ch 
(- 
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Durch das analoge Verfahren mit (I.) und (V.), ([V.) und (VI.), u.s. w. 
gelangt man schliesslich zu folgendem Systeme: 


f240,)° faze)" _ (zea) 


ZA A, f ~ Iara =CA, J ? 
f244, \* {= BA, \* =CA,)\* 
\244,f ~ |=B4,f ~ |zca,f ° 

zAA,\* [2=B,\* Z=CA, \* 

ZAA,f ~ \ZBA,f ~ |2C4,f ° 


Aus diesen Gleichungen ist der Zusammenhang klar ersichtlich. In 
der That folgt aus denselben unter Beriicksichtigung der Bedingungen 
(L), «<, (FE), Gam 
=BA, ZAA, BA, ZAM, BA, Z=AA, 
sBA, © SAB,’ BA, ~ © EAB,’ BA, ° SAA,’ 
204, 1 244, E304, 1 B44, F200, , 3Ma, 
Z=CA, @ SAA,’ FOL,~ 0 FAA,’ FCO,” eo FAA,’ 
wo @ immer dieselbe complexe Wurzel der Gleichung 2’ — 1 = 0 be- 
deutet. — 

Zur leichtern geometrischen Interpretation gebe ich den Gleichun- 

gen die Form 
Z=BA,. AA, 
E44, BA, 07% W- 
der hier links stehende Ausdruck bedeutet aber, wie leicht zu erken- 
nen, nichts als das anharmonische Verhiltniss der vier Strahlen ¢ (a, 
b, A, B) ah. 

,» das anharmonische Verhiiltniss ziweier Seiten des einen Dreiecks 

und der von ihrem Schnittpunkte nach zwei Ecken des andern 

,»Dreiecks ausgehenden Geraden ist im Falle der sechsfachen Per- 

,, Spectivitit gleich der dritten Wurzel der Einheit.‘‘ 

Hieraus folgt, dass diese héchste Zahil sechs oder auch nur fiinf 
durch zwei reelle Dreiecke nicht erreicht werden kann. Fiir solche 
ist eine vierfach perspectivische Lage das Maximum, und zwar so, dass 
sie mit einer dreifachen gleichgeltend ist; z. B. entsprechend den Glei- 
chungen (I.), (III.), (V.), (IL). 

Bei zweifach perspectivischer Lage, wobei jedoch eine Ecke von 
ABC stets derselben Ecke von abe zugeordnet bleibt, sind die bei- 
den anderen Ecken nicht willkiirlich zu wiihlen. Aus (II.) und (III.) 
z. B. folgern wir durch Elimination von C 
(VIl.) 2 BA,.BA,.AA,.AA, = ZBA,.BA,.AQ,. AX. 

Ist also A fixirt, so bleibt B auf die Curve 2'" Grades (VII.) be- 
schriinkt, welche durch A geht, und die Geraden bc, ba resp. in den 
Punkten ¢, a beriihrt. 
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Tritt noch eine Bedingung, wie etwa (III.) und mithin auch (V.) 

hinzu und bleibt A fixirt, so sind sowohl B als C auf Linien be- 
schrinkt, B auf (VII.), C auf 
(VII.) 2CA,.CA,.44,.A4, = ZCA,.CA,.AA,. AM, 
Ein beliebiger Punkt A der Ebene liefert also mit irgend einem 
Punkte B von (VII.) und dem hierdurch bestimmten Punkte C des 
Kegelschnittes (VIII.) ein Dreieck A BC, welches mit abe auf vier 
Arten perspectivisch liegt. 

Die beiden Curven (VIL), (VIII.) gehen, nachdem man die Buch- 
staben B, B, B,, C,C,C, durch laufende Coordinaten «, x, 7; ersetat 
hat, durch die Substitution 


Zz, . 

zAA, =—2 (& +&+ 63), 
Zab, : 

>A a =o§,+0°&+6;, 
zx, 


ZA, = 0° §,+08 +6; 


in die Form iiber: 
S=@&'?+e &°+6, = i 
S,=@ &°+9°8,°+8,’ = 0. 
Zwei derartige Kegelschnitte haben merkwiirdige Beziehungen zu einan- 
der, deren Sinn sogleich erhellt, wenn man bedenkt, dass die Discri- 
minante von S+ 4S, —0O von der Form P4a*-+ Q ist. Eine an- 
dere Eigenthiimlichkeit, welche Eingangs gemeint war, ist folgende: 
Zu den Kegelschnitten S, S, liisst sich ein dritter 8, so finden, 
dass je zwei dieser drei Curven cinander in Bezug auf die dritte 
(als Directrix) polar entsprechen.“ 
Fiir je zwei derselben fallt sowohl der Kegelschnitt, welcher durch 
die 8 Beriihrungspunkte ihrer gemeinsamen Tangenten geht, als auch 
derjenige, welcher die 8 Tangenten ihrer Schnittpunkte beriihrt, mit 
dem dritten des Systems zusammen. 
Dieses merkwiirdige System von drei Kegelschnitten bildet in mei- 
ner Dissertation den Ausgangspunkt der Betrachtung, in deren Laufe 
ich auf obige Dreiecke gekommen bin. 


Breslau, im April 1870. 














Ueber perspectivisch liegende Dreiecke. 


Von H. Scurérer zu Bresnau. 


Die. Figur zweier perspectivisch liegender Dreiecke, von welcher, 
wie es scheint ,*) zuerst Désargues die hiufig benutzte Kigenschaft 
erkannt hat, dass ,,wenn von den Dreiecken abc und A BC die Ver- 
bindungslinicn der Ecken a A, b B, cC sich in einem Punkte treffen, die 
Schnittpunkte entsprechender Seiten (ab, AB) (be, BC) (ca, CA) 
allemal auf einer Geraden liegen und umgekehrt“ tritt bekanntlich bei 
mehreren geometrischen Untersuchungen auf; u. A. fiihrt diese Figur, 
auf drei perspectivisch liegende Dreiecke ausgedehnt, zu jenem von 
Hesse **) zuerst angegebenen anschaulichen Arrangement der Stei- 
ner’schen Punkte und Linien beim hexagrammum mysticum. Die an 
jene Figur sich kniipfende Frage: ,,ob zwei Dreiecke auf mehr als cine 
Art gleichzeitig perspectivisch liegen kinnen“ hat, so viel ich weiss, zu- 


_ erst Herr J. Rosanes ***) beantwortet und in der vorangehenden Mit- 


theilung die analytische Liésung der Aufgabe wiederholt. Bei Gelegen- 
heit einer Untersuchung zweier collinearer in gewisser Weise auf einan- 
der gelegter ebener Punktfelder wurde ich auf dieselbe Frage gefiihrt 
und gelangte zu einer einfachen elementar-synthetischen Behandlung 
derselben, welche hier mitzutheilen ich mir erlaube, indem ich die 
Vermutbung hinzufiige, dass die dabei auftretenden Figuren vielleicht 
ein iihnliches Vorkommen bei geometrischen Untersuchungen darbieten, 
wie die Hesse’sche Figur. 

1. Wenn zwei Dreiecke abe und ABC so gezeichnet werden sol- 
len, dass sie auf eine Art perspectivisch liegen, so kann man von den 
6 Ecken fiinf willkiirlich annehmen, z. B. abc A B; fiir die letzte 
Ecke C bleibt dann noch eine gewisse Willkiirlichkeit iibrig; denn 
nimmt man die perspectivische Lage z. B. so an, dass aA,bB,cC sich 
in einem Punkte treffen sollen, so ist durch jene fiinf Punkte der Pro- 
jectionspunkt o = (a A, bB) bestimmt und auf der Verbindungslinie 
oc kann jetzt der sechste Punkt C willkiirlich gewihlt werden; der 
Ort dieses Punktes ist also die Gerade oc. 


*) Poncelet, traité des figures projectives p. 89. 
**) Hesse, Crelle’s Journal Bd. XXXXI. S. 270. 
***) J. Rosanes: De polarium reciprocarum theoria observationes Diss. inaug. 
pag. 18. 
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2. Unter den unendlich vielen Lagen von C auf der Geraden o ¢ 
lisst sich ein Mal C so wiihlen, dass die beiden Dreiecke abc und 
A BC gleichzeitig auf zwei verschiedene Arten perspectivisch liegen; 
die zweite Art der perspectivischen Lage wiirde aus der ersten durch 
irgend eine Permutation der Ecken A BC hervorgehen; die simmt- 
lichen sechs méglichen Permutationen dieser drei Buchstaben zerfallen 
aber in zwei Klassen von je drei; die drei Permutationen je einer 
Klasse sind allemal cyclisch unter einander; aber keine Permutation 
der einen Klasse ist mit einer der andern Klasse cyclisch, also: 

erste Klasse: ABC, BCA, CAB 
zweite Klasse: ACB, BAC, CBA; 
es tritt nun ein Unterschied ein fiir die zweite perspectivische Lage 
der Dreiecke, je nachdem die ihr entsprechende Permutation mit A BC 
eine cyclische oder nicht-cyclische ist, d. h. der ersten oder der zwei- 
ten Klasse angehért. Nehmen wir zuerst an, die zweite Permutation 
sei nicht cyclisch mit A BC, also z. B. die beiden Dreiecke ab ¢ und 
A BC sollen auf folgende beiden Arten zugleich perspectivisch liegen: 
abe abe 
sso. ™ . 408 
indem die unter einander gestellten Buchstaben jedesmal entsprechende 
Ecken bezeichnen, dann wird C offenbar so construirt: man ziehe: 
(aA, b B) =o (aA, cB) =p (co, bp) = C, 
wodurch C eindeutig bestimmt ist; die beiden so construirten Dreiecke 
liegen dann nur auf zwei Arten gleichzeitig perspectivisch. 

3. Wenn dagegen anderseits die der zweiten perspectivischen Lage 
entsprechende Permutation eine cyclische mit A BC ist, also der ersten 
Klasse angehért, dann folgt aus den beiden perspectivischen Lagen 
derselben Dreiecke zugleich eine dritte, niimlich die der dritten cycli- 
schen Permutation entsprechende perspectivische Lage. In der That, 
seien fiir abe und A BC, indem die 5 ersten Punkte willkiirlich ge- 
geben sind, die beiden perspectivischen Lagen gefordert: 


abe 


abe 1 i 


so wird die sechste Ecke C auf folgende Weise construirt: 
(aA, bB) =o (a B, ¢ A) = 4 (co, bq) = C. 
Es ist aber aus dieser Construction ersichtlich, dass auf dem durch 
die beiden Geraden b Bo und ¢ Aq gebildeten Kegelschnitt sich ein 
Pascal’sches Sechseck befindet: 
Ave Bgqb, . 

fiir welches bekanntlich nach dem Paseal’schen Satze die Schnitt- 
punkte der gegeniiberliegenden Seiten auf einer Geraden _liegen, 
d. h. die Punkte: 
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€ (Ao, Bq) (oe, qb) (e B, b A) 
d oder, was nach dem Vorigen dasselbe ist: 
. a C (¢ B, b A) 
d.h. aC, b A, e B schneiden sich in einem Punkte oder die Dreiecke: 
abe 
CAB 
liegen auch perspectivisch; es folgt also aus zwei perspectivischen La- 
gen eine dritte und wir haben hier wirklich den Fall zweier auf’ drei 
verschiedene Arten gleichzeitig perspectivisch liegender Dreiecke. 
Hiernach lisst sich folgender Satz aussprechen: 
Wenn zwei Dreiecke abe wnd ABC auf zwei Arten  perspectivisch 
e liegen, von denen die eine aus der andern durch eine cyclische Permu- 
U tation der Buchstaben A BC hervorgeht, so liegen sie noch auf’ eine 
- dritte Art perspectivisch, dic der dritten cyelischen Permutation derselben 
n Klasse entspricht. 
d Bezeichnen wir die Projectionscentra fiir zwei solche auf dreierlei 
: Art perspectivisch liegende Dreiecke abe und ABC dureh ogs in 
der Weise: 
abe abe abe 
ABC BOA CAB, 
oO qd s 
so bilden o qs ein neues Dreieck, von welchem ersichtlich ist, dass 
es mit jedem der beiden ersteren auf dreierlei Art perspectivisch liegt, 
nimlick so: 
abe abe abe 
e Os qos sqo 
n A B C 
n 7 ABC ABC ABC 
be oqds sey q 8 0 
a b c 
q Dies lisst sich in Worten so aussprechen: 
Liegen zwei Dreiecke abe und A BC ‘auf drei Arten perspectivisch, 
welche durch cyclische Permutation der drei Ecken des einen entstehen, 
alsdann bilden die drei Projectionscentra ein drittes Dreieck o qs; von 
diesen drei Dreiecken liegen immer je zwei auf’ dreierlei Art perspecti- 
visch, indem die Ecken des dritten Dreiecks die Projectionscentra fiir 
die perspectivischen Lagen der beiden andern Dreiecke sind. 
1 Solche neun Punkte bilden eine eigenthiimliche Figur, indem sie 
zu je drei auf neun Geraden liegen, von denen (Projectionsstrahlen) 
wieder je drei durch jene 9 Punkte gehen. 
- 4, Sobald man von den sechs Ecken der beiden Dreiecke abe und 
, A BC finf willkiirlich nimmt, lisst sich keine gréssere Zahl von gleich- 
zeitig perspectivischen Lagen derselben hervorbringen, als die ange- 
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gebene. Nimmt man aber nur vier Ecken abe und A willkiirlich 
an, so kénnen sich B und C so bestimmen lassen, dass die beiden 
Dreiecke auf mehr als drei Arten gleichzeitig perspectivisch legen; 
suchen wir sie zuniichst auf vier Arten perspectivisch zu legen; die 
Wahl derselben ist auf zwiefache Weise miéglich, wenn wir die obige 
Theilung simmtlicher sechs Permutationen von A BC, welche allen 
moéglichen Arten perspectivischer Lage entsprechen, in zwei Klassen 
von je drei cyclischen Permutationen beriicksichtigen; nehmen wir 
nimlich aus jeder Klasse zwei cyclische Permutationen heraus und 
verlangen perspectivische Lage auf solche vier Arten, so wiirden die 
den beiden iibrigbleibenden Permutationen entsprechenden perspectivi- 
schen Lagen zugleich mit eintreten nach dem vorigen Satze und wir 
wiirden die Dreiecke auf sechsfache Art perspectivisch erhalten, wel- 
cher Fall spiiter betrachtet werden soll; nehmen wir dagegen zwei 
Permutationen aus einer Klasse und eine Permutation aus der andern 
Klasse, so folgt zugleich die dritte Permutation aus der ersten Klasse 
als von selbst hinzutretend und wir haben dann wirklich nur vierfache 
perspectivische Lage zu gleicher Zcit. 

Seien also unter willkiirlicher Anuahme der vier Punkte «bc A, 
die geforderten perspectivischen Lagen: 


abe abe abe 
ABC BCA A CB, 
0 q p 
zu denen als nothwendige vierte hinzutritt: 
abe 
CAB : 





dann lassen sich die noch iibrigen beiden Punkte J? und C auf unend- 
lich viele Arten bestimmen, indem die Construction derselben noch 
eine gewisse Willkiirlichkeit enthilt; sie gestaltet sich niimlich folgen- 
dermaassen : 
Wir nelimen auf @ A den Punkt p willkiirlich an, ziehen ) p, welches 
C enthalten muss und auch q; folglich ist: 

(bp, eA) =—¢ (aq, cp) = B, 

(a A, b B) =o (co, bp) = C. 
Diese Construction von B und C lisst also die Wahl von p auf a A” 
noch frei; wir kénnen daher bei der Veriinderung des Punktes p auf 
der Geraden a A nach dem geometrischen Orte fragen, welchen die 
Punkte B und C beschreiben. Aus der Construction folgt zuniichst, 
dass, wiihrend p eine gerade Punktreihe auf a A durchliuft und b p ein 
mit derselben perspectivisches Strahlbiischel beschreibt, der Punkt 
q auf ¢ A eine mit der ersten projectivische Punktreihe durchliuft; 
da nun aq und ¢ p projectivische Strahlbiischel beschreiben , so ist der 
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Ort von B ein Kegelschnitt, welcher durch a und ¢ geht und leicht 
noch niher bestimmt werden kann; gelangt niimlich bei der vorge- 
nommenen Bewegung insbesondere p nach A, so fallt auch g in JA, 
mithin auch B in A hinein; der vorige Kegelschnitt geht daher durch 
1; ferner wird, wenn b nach a kommt, ba und bq, also auch aq 
auf die Gerade « } fallen und dem Strahle ca des Strablbiischels (c) 
entspricht der Strahl a b des Strahlbiischels (a) d. h. ab ist die Tan- 
gente des von Bb beschriebenen Kegelschnittes im Punkte a; endlich 
wird, wenn p in den Schnittpunkt « = (a A, c b) hineinriickt, g nach 
¢ riicken und dem Strahle ac des Strahlbiischels (a) wird der Strahl 
cb des Strahlbiischels (c) entsprechen, d.h. cb ist die Tangente des 
von B beschriebenen Kegelschnitts im Punkte c. Hiedurch ist der 
Kegelschnitt, welchen B beschreibt, vollstiindig bestimmt, indem er 
durch den Punkt A geht und in den Punkten a und ¢ von den Gera- 
den ab und ¢ b beriihrt wird. 

In gleicher Weise zeigt sich, dass auch C einen Kegelschnitt be- 
schreibt, denn wir kénnen wegen der nothwendigén vierten perspecti- 
vischen Lage der beiden Dreiecke den Punkt C auch so construiren : 

(cp, bA) =s (as, bp) =C; - 
mit der Bewegung von p auf a A beschreibt also auch ¢ p ein Strahl- 


biischel, welches mit der Punktreihe (p) perspectivisch liegt und s eine 


gerade Punktreihe auf dem festen Triger ) A, die ebenfalls mit der 
Punktreihe (p) projectivisch ist; as und b.p beschreiben also projecti- 
vische Strahlbiischel, deren Erzeugniss der Ortskegelschnitt fiir C ist; 
dieser geht ausser durch @ und b auch durch A; denn gelangt bei der 
Bewegung von p dieser Punkt nach A, so riickt auch s und also auch 
C ebenfalls nach A; kommt aber p nach a, so fallt cp mit ea und 
cs mit as mit ac zusammen, d. h. dem Strahle J a des Strahlbiischels 
(b) entspricht der Strahl ac des Strahlbiischels (a) oder ae ist Tan- 
gente des Kegelschnitts, den C beschreibt, im Punkte a; endlich wird, 
wenn p in den Schnittpunkt a = (bc, a A) hineinriickt, s nach b 
gelangen,*) p aber auf ) ¢ fallen, so dass dem Strahl a b des Strahl- 
biischels (a) der Strahl ) ¢ des Strahlbiischels (b) entspricht, also bc 
die Tangente im Punkte ) von dem von C beschriebenen Kegelschnitte 
ist. Hiedurch ist der Ort des Punktes C vollstiindig bestimmt als 
derjenige Kegelschnitt, welcher durch A geht und in den Punkten a 
und b von den Geraden ac und bc beriihrt wird. 
Noch ist zu bemerken, weil 
(b6C,¢B)=p wud (bB,¢C) =o 

ist, dass bc BC ein vollstiindiges Viereck bilden, dessen zwei Diagonal- 
punkte o und p sind; die Diagonale o p ist mit a A identisch und der 
Schnittpunkt (aA, bc) =a liegt also mit dem Punkte (bc, BC)=«’ 
harmonisch getrennt durch b und c; die veriinderliche Seite BC des 
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Dreiecks A BC geht daher durch den festen Punkt «’, welcher der 
vierte harmonische zu ) ¢ « und dem letzteren zugeordnet ist. 

5. Wir kommen endlich zu der Untersuchung der Frage, ob zwei 
Dreiecke auf alle méglivhen sechs verschicdenen Arten gleichzeitig per- 
spectivisch liegen kénnen; dies tritt &n, wenn wir verlangen, dass 
sie auf solche vier Arten perspectivisch liegen, welche zwei Mal cyeli- 
schen Permutationen aus jeder der beiden Klassen entsprechen, weil 
nach dem in 3. bewiesenen Satze die der dritten cyclischen Permu- 
tation entsprechende perspectivische Lage allemal eine Folge der bei- 
den andern ist; es ist also auch ersichtlich, dass, wenn zwei Dreiecke 
auf fiinf verschiedene Arten perspectivisch gelegt werden kénnen, sie 
nothwendig auch auf die iibrig bleibende sechste Art perspectivisch 
liegen. Da nun bei der in 4. ausgefiihrten Construction wiihrend abe 
und A beliebig angenommen wurden, die beiden iibrigen Punkte D 
und C auf gewisse Ortskegelschnitte angewiesen waren, in denen einer 
von ihnen willkiirlich gewihlt werden konnte, so ist a priori anzu- 
nehmen, dass dieser sich so wird bestimmen lassen, dass noch eine 
fiinfte und damit also auch die sechste perspectivische Lage erzielt 
wird. Die Pupkte B und C sind bestimmt, sobald der Punkt p, auf 
a A irgendwo angenommen wird; suchen wir ihn also so zu bestim- 
men, dass zu den vier perspectivischen Lagen von 4. noch die 
fiinfte 

abe 
BAC 
r 
hinzutritt; hiernach miissten sich also a B, b A, ¢ C in einem Punkte * 
r schneiden. Die vier perspectivischen Lagen, welche die letzten bei 
den zur Folge haben: 


abe abe abe abe 
ABC ACB BCA BA Ct, 
oO Pp q r 


zeigen zuniichst, dass op mit a A 
PI » LEC 
ae » #2 
ro ,, eC identisch sind; 
wenn wir die vier Punkte auf einer Geraden 
aAop ° 
von r aus auf die Gerade b C projiciren, so erhalten wir 
qbCp 
und wenn wir diese vier Punkte der Geraden ) C von ¢ aus wieder 
auf a A zuriickprojiciren, den Schnittpunkt aber (bc, a A) = «@ be- 
zeichnen, wie oben, so erhalten wir: 
Aao yp. 
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Folglich gilt die Gleichheit der beiden Doppelverhiltnisse 

(a Aop) = (Aaop) oder 

(a Aop) = (@ Ape) ah. 
eine Involution *) (Punktsystem), welche bestimmt wird durch den 
Doppelpunkt A und das Paar conjugirter Punkte a@ hat auch o p 
zu einem Paare conjugirter Punkte und es gilt daher auch die Gleich- 
heit folgender beiden Doppelverhiiltnisse 

(aa Ao) = (aa Ap). 

Anderseits kénnen wir die vier -Punkte 


aaAp 
von 4 aus auf die Gerade ¢ A projiciren und erhalten, wenn wir den 
Schnittpunkt (ba, ¢ A) = y bezeichnen, 
— ep Aad; 


wenn wir sodann diese vier Punkte von a@ aus auf b B projiciren und 
den Sehnittpunkt (a ¢, b B) fiir den Augenblick mit ¢ bezeichnen, so 
erhalten wir 
GboB 
und endlich diese vier Punkte von ¢ aus auf a A projicirt, erhalten 
wir: 
aao P> 
folglich sind die beiden Doppelverhiiltnisse einander gleich: 
(aa Ap) = (aaop). 
Wir haben nunmehr zwischen den 5 Punkten aa@ Apo die beiden 
Bezichungen: 
(aa Ap) = (aapo) = (aao A) 
oder == (aa Ao) = (aaop) = (aapA). . 
Da non bekanntlich zwischen irgend 5 Punkten einer geraden Linie 
aa Apo allemal die Beziehung stattfindet: 
(aa Ap).(aapo).(aaoA) = 1**) 
so folgt der Werth des Doppelverhiiltnisses (a a A p) oder (a @ A 0) 
aus der Gleichung: 
(aa Ap) = 1 
und ist daher eine dritte Wurzel der Einheit. Von den drei Werthen 
derselben ist der reelle Werth 1 fiir die vorliegende Frage illusorisch, 
denn er wiirde verlangen, dass p mit A zusammenfiele und dies wiirde 
zur Folge haben, dass sich das ganze Dreieck A BC auf den einzigen 
Punkt A reducirte; es bleiben also fiir den Werth des Doppelverhiilt- 
nisses nur die beiden imaginiiren Wurzeln der Kinheit iibrig, welche 


*) Vergl. Jacob Steiners Vorlesungen tiber synthetische Geometrie. Th. IL. 8. 50. 
**) Moébius, der barycentrische Kalkul, 8. 250. 
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die beiden Punkte p und o bestimmen. Ls ist daher auf reelle Weise 
nicht miglich, zwei Dreiecke herzustellen, die gleichzeitig auf sechs ver- 
schiedene Arten perspectivisch liegen; trotzdem ist dies ein vollig be- 
stimmtes Problem und die sechs imaginiiren Lésungen desselben zer- 
fallen in drei Paare; bezeichnen wir die sechs Projectionscentra wie 
oben durch 0 p qr st, namlich: 


abe abe abe abe abe abe 
ABC ACB BAC CAB BCA’ CBA 
0 Pp rT 8 q t 


und bezeichnen wir bei willkiirlicher Annahme der vier Punkte a, ), ¢, A, 
die Schnittpunkte: 
(be, aA) = «@ 

(ca, b A) = 8B 
(ab, cA) =y 
so werden-o und p diejenigen beiden Punkte sein auf der Geraden a A, 
fiir welche die Doppelverhiiltnisse (a @ A 0) und (a « A p) gleich den 
beiden imaginiiren cubischen Wurzeln der Einheit werden; und in 
gleicher Weise werden r und s diejenigen beiden Punkte sein auf der 
Geraden ) A, fiir welche die Doppelverhiltnisse (b 6 Av) und (b 6 As) 
den imaginiiren cubischen Wurzeln der Einheit gleich werden; endlich 
werden q und ¢ diejenigen beiden Punkte auf der Geraden ¢ A sein, 
fiir. welche die Doppelverhiiltnisse (¢ y Aq) und (cy A #) gleich den 
beiden imaginiiren cubischen Wurzeln der Einheit sind. Das Letztere 

ist leicht zu erweisen, da die Projection von 


aa Ap 
von ¢ aus auf }) A die vier Punkte liefert: 
~ BbAs; 
wenn also (a « A p)* = 1 ist, so muss auch () 6 As)’ = 1 indem be- 


kanntlich (6 b As) = ib ra 5 ist; in gleicher Weise liefert (a « A p) 


von } aus auf ¢ A projicirt die Punkte: 


yeAgq; 
also muss auch (cy Aq)® = 1 sein; anderseits liefern die Punkte aa Ao 
von caus auf } A projicirt: 

BbAr 


und von b auf ¢ A projicirt: 
yceAt; 

also wird auch (bf Ar)* = 1 und (cy At)? = 1 wodurch die obige Be- 
hauptung erwiesen ist, die iibrigens aus der nothwendigen Symmetrie 
von selbst erhellt. 

6. Obwohl sich zwei Dreiecke abc und A BC in reeller Weise, 
wie wir soeben gesehen haben, nicht herstellen lassen, so dass sie 
auf alle sechs verschiedenen Arten gleichzeitig perspectivisch liegen, 
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so wird sich doch, wenn man «hc und A willkiirlich annimmt, die 
Seite BC des zweiten. Dreiecks reell bestimmen lassen und die Punkte 
BC selbst als die Durchschnittspunkte derselben mit eiem imaginiren 
Linienpaar, welches eine gewisse geometrische Bedeutung zulisst. Von 
unserem synthetischen Standpunkt aus zeigt sich dies in der That sehr 
einfach. Es ist schon in 4. bemerkt worden bei der Forderung 
von nur vier perspectivischen Lagen, dass BC durch den vierten har- 
monischen Punkt e’ auf der Geraden bc, der zu @ zugeordnet ist, gehen 
muss; nehmen wir nun alle sechs perspectivischen Lagen gleichzeitig 
erfiillt an, so erkennen wir aus dem obigen Schema, dass in dem voll- 
stiindigen Viereck ac BC die Punkte r und s Diagonalpunkte sind 
und die Diagonale + s mit b A zusammenfillt; folglich ist der Schnitt- 
punkt (ac, BC) = 6 der vierte harmonische zu B ac; es geht also 
BC durch diesen Punkt f’; endlich erscheinen in dem vollstiindigen 
Viereck ab BC die Punkte ¢ und ¢ als Diagonalpunkte und die Dia- 
gonale qt fallt zusammen mit ¢ A; folglich ist der dritte Diagonal- 
punkt (ab, BC) = y' der vierte harmonische zu ab) y, dem letzteren 
zugeordnet. Die drei Punkte «’ B’ y’, welche reell zu construiren sind 
als die Schnittpunkte 
(be, By) = 


(ca, ya) = 8B 

(ab, «B) = 7 
liegen also auf der Geraden BC; dass sie iiberhaupt auf einer Gera- 
den liegen folgt hieraus beiliiufig, ist aber auch a priori bekannt. 
Zur niiheren Bestimmung der imaginiren Punkte BundC, deren reelle 
Verbindungslinie gefunden ist, kehren wir zuriick zu dem vollstiindi- 
gen Viereck ) ¢ BC, dessen drei Diagonalpunkte 0 p @’ sind; die Dia- 
gonale op, welche mit a A zusammenfiallt, enthilt vier harmonische 
Punkte opa@a, wenn mit z fiir den Augenblick der Schnittpunkt 
(BC, a A) = bezeichnet wird. Wir haben also den Werth des Dop- 
pelverhiiltnisses 

(opax)=—1, 
und hieraus folgt wegen der allgemein giiltigen Relation, die oben 
angefiihrt ist 

(opan).(opaa).(opaa) =1 
‘ . 
dass (op xa) = — a (0p @ a) 
Denken wir uns die Punkte 0 p za von C aus auf c B projicirt, so 
erhalten wir 
cpBs 

und diese vier Punkte von b ans auf a A projicirt geben 


apoA, 
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folglich ist das Doppelverhiltniss 


(apo A) = — (opaa). 
Da nun nach dem Obigen (a @ p 0)’ = 1 ist, so folgt 
(pa Ao = — 1. 


Das Doppelverhiiltniss (p @ Ao), dessen Werth eine cubische Wurzel 
der negativen Kinheit ist, liisst eine anschaulichere Deutung zu; pro- 
jiciren wir die vier Punkte von ¢ auf b C, so erhalten wir 
pbq¢e 

und die vier Punkte mit A verbunden geben das Strahlbiischel 

A (abe VC), 
dessen Doppelverhiiltniss gleich einer cubischen Wurzel aus der nega- 
tiven Einheit ist. 

Werden dagegen p a Ao von b auf ¢ B projicirt, so erhalten wir 
pes B und diese vier Punkte mit A verbunden geben das Strahl- 
biischel 

A (acb Bb), 
dessen Doppelverhiiltniss ebenfalls emer cubischen Wurzel aus der ne- 
gativen Kinheit gleich ist; da nun die Summe der beiden Doppelver- 
hiiltnisse 

A (ach B) + A (abe B)=1 

ist, so miissen A (abe C) und A (abe B) die beiden verschiedenen 
imaginiren cubischen Wurzeln der negativen Einheit sein und wir 
haben in den fiinf Strahlen A (abe BC) ein sogenanntes dquian- 
harmonisches System *) von fiinf Strahlen. 

Nach einer bekannten und leicht zu erweisenden Kigenschaft eines 
iiquianharmonischen Systems lisst sich nunmehr das Ergebniss der vo- 
rigen Untersuchung folgendermaassen zusammenfassen : 

Verbindet man die Ecken eines Dreiecks ab ce mit einem belicbigen 
Punkte A und nennt die Schnittpunkte 

(Aa, be) =a (Ab, ca) = B (Ac, ab) = y 


(By, be) =e (ya, ca)=f (@B, ab) = 4, 
so liegen & By’ in ciner Geraden L und es giebt einen Kegelschnitt, 
welcher dem Dreieck abe umbeschrieben ist und ae’, b B', ey zu Tan- 
genten in den Ecken hat; die beiden (imagindren) Tangenten aus A an 
diesen Kegelschnitt treffen die Gerade L in zwei solchen Punkten B und 
C, dass die beiden Dreiecke abe und ABC auf alle méglichen sechs 
verschiedenen Arten gleichzeitig perspectivisch liegen. 


Breslau, den 17. April 1870. 


*) Cremona: Introduzione ad una teoria geometrica delle curve piane, pag. 22. 
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Von C. Hrergouzer in Carisrune. 


P Die Bestimmung eines Kegelschnittes im Raume erfordert acht 
Bedingungen, ist aber im Allgemeinen schon dann eine vieldeutige, 
r wenn die Bedingungen linear sind, d, h. wenn die bestimmenden Ele- 
- mente nur in Punkten, geraden Linien und Ebenen bestehen. Herr 
Chasles hat (Comptes rendus 1865, p. 389) die Zahlen der durch 
lineare Bedingungen bestimmten Kegelschnitte gegeben, ohne den 
- Weg anzudeuten, auf welchem man zu seinen Resultaten gelangen 
- kann. Ausser einer Abhandlung des Herrn Liiroth im 67" Bande 
von Crelle’s Journal, in welcher auf geometrischem Wege die Anzahl 
der Kegelschnitte abgeleitet wird, welche acht gerade Linien schnei- 
i ‘den, ist meines Wissens keine Arbeit iiber diesen Gegenstand ver- 
éffentlicht worden. Ich habe auf analytisch-geometrischem Wege die 
° Lésung cines Theils der genannten Aufgaben versucht, und erlaube 
mir, dieselbe hier vorzulegen. 

$ Weil mir die Betrachtung von Punktcoordinaten und Raumcurven 
geliufiger ist als diejenige von Ebenencoordinaten und abwickelbaren 
Fliichen, so werde ich statt der oben erwihnten Aufgaben die ihnen 
( nach dem Princip der Dualitit entsprechenden behandeln, also Kegel 
zweiter Ordnung bestimmen, welche gewissen acht linearen Bedingun- 
gen geniigen. Der Kiirze wegen will ich mir erlauben, itiberall, wo 
ein Missverstiindniss nicht zu befiirchten steht, statt ,,Kegel zweiter 
Ordnung“ einfach ,,Kegel“ zu schreiben. 


§ 1. 


Von den verschiedenen Formen, unter welchen die Bedingung 
zwischen den Coordinaten von sechs Punkten erscheint, welche auf 
einem Kegelschnitt liegen, ist fiir die folgenden Untersuchungen vor- 
zugsweise eine geeignet, welche wir in Kiirze entwickeln wollen. 


*) Als Habilitationsschritt zur Erlangung der venia docendi am Grossherzogl. 
Polytechnicum zu Carlsruhe eingereicht. 
Mathematische Annalen II, 
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Wir bezeichnen durch z, x, 2, die laufenden Coordinaten, durch 


2,9 2, 24, (¢ = 1, 2, 3, ... 6) die Coordinaten der gegebenen 
Punkte 1, 2, 3, ... 6, und setzen 
| % Ly xs 
Ua =i %" 2, 2, 


£, ry Ls (a) | 


U,,2 =O stellt die Gerade dar, welche die Punkte x und 4 ver- 
bindet, und die Gleichung eines jeden, durch die Punkte 1, 2, 3, 4 
hindurchgehenden Kegelschnitts hat die Form: 

U,. Uy, — w U,, Uys = 9, 
wo w einen willkiirlichen Parameter bezeichnet. Bestimmen wir wu so, 
dass der Kegelschnitt auch noch durch den Punkt 5 geht, und setzen 
hierauf fiir z,, 2, 2, die Coordinaten des Punktes 6, so ergiebt sich 
die gesuchte Bedingung 
(126) (346) (145) (235) — (146) (236) (125) (345) = 0, © 
wenn 
Z+ 2,” 2, 2, 
durch (x A w) bezeichnet wird. 


Alle Gleichungen, welche aus der eben erhaltenen durch Vertau- 
schung der Zahlen 1, 2, ... 6 hervorgehen, sind Ausdriicke fiir die- 
selbe Bedingung und kénnen sich nur in der Form von einander unter- 
scheiden. 


§ 2. 


Wir beginnen die Untersuchung mit der Betrachtung von Kegeln, 
welche sechs gegebene gerade Linien beriihren. Solcher Kegel giebt 
es eine zweifach unendliche Schaar; der Ort ihrer Spitzen ist eine Ober- 
fliche, deren Gleichung wir ableiten wollen. 

Durch 
A,® = a2, + a,x, + a2, + 4,9 2,=0)_, Se ( 
BLO = b,x, + ba, + b,x, + 6,02, = o| frre Bey By vin 
modgen die gegebenen geraden Linien dargestellt werden. 

Die Ebenen, welche diese Geraden mit einem beliebigen Punkte 
Y; Y2 Ys ¥, des Raumes verbinden, haben die Gleichungen 
(1) A,O BO — BO AO =0 (§ = 1, 2,... 6). 

Diese sechs Ebenen umbhiillen einen Kegel, wenn ihre Durch- 
schnittslinien mit einer beliebigen Ebene — wir wahlen die Coordina- 
tenebene x, = 0 — einen Kegelschnitt beriihren. Zerfillt der Kegel- 
schnitt in ein Punktepaar, so besteht der Kegel in den beiden Gera- 
den, welche die Spitze mit den Punkten des Paares verbinden. 
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Die Coordinaten der Durchschnittslinien der Ebenen (1) mit 7, = 0 

sind die Coéfficienten von x, 7, x, in den Gleichungen (1), 

4,9B,O —b,°A,O , a%By®—b,OA, , a BO —b,0A,O 
§ ot 2, 8,2. @ 

Sollen diese sechs Geraden Tangenten eines Kegelschnittes sein, 
so miissen ihre Coordinaten der in § 1. entwickelten Bedingung genii- 
sit gen, oder der folgenden, welche durch Vertauschung der Zahlen 3 

4 und 6 aus jener hervorgeht, und welche wir der Uebersichtlichkeit 
’ wegen vorziehen: 


(2) (123) (145) (625) (634) — (125) (134) (623) (645) = 0. 





rch 
1en 


so, Setzen wir in dieser Gleichung fiir die 2 die oben fiir die Coor- 
zen dinaten der Durchschnittslinien gefundenen Ausdriicke, so erhalten wir 
ich die Gleichung fiir die y, welche erfiillt sein muss, wenn die sechs Ebe- 


nen (1) einen Kegel umhiilleu sollen, und die daher den Ort der 
Spitzen der Kegel darstellt, welche die sechs gegebenen geraden Linien 
beriihren. Jede der Determinanten 


a,OB, nt b, MA, ay MB, oO— b,MA,@) a,0B,O— b,A, 
(xAw) = a, B, _ b,MA, ay OB, 4) b,@ A,® a, By, O—b,% A, (4) 
AaB, ~— b, A, (#) a, B,“— bWA, @ a,“B, () — b,MA, 


tau- 
die- ist vom dritten Grade fiir die y und die Fliche somit von der 12'" 
ai Ordnung. 
Allein man sieht leicht ein, dass die Ebene y, = 0 ein Theil die- 
ser Fliiche sein muss. Denn verbindet man irgend einen Punkt der 
Ebene y, = 0 mit den gegebenen sechs Geraden durch Ebenen, so _ , 
eln, schneiden sich die Durchschnittslinien dieser letztern mit y, =O in 
iebt eben jenem Punkte und umhiillen also einen uneigentlichen Kegel- 
ber- schnitt. 
In der That enthilt jede der Determinanten (x4) den Factor y,. 
Ks ist nimlich, wenn wir die Determinanten des Systems 
6), a a a a, | 
4° 6, 6,0 b, | 
mit passend gewihlten Vorzeichen durch 
akte py? : pO es pe? 
bezeichnen , und 
ag By, — by AO = eg? 
rch- setzen , 
ina- | ¢, = POYrA PO Ys HF D3 Ws, 
gel- (3 J cf) = — py, + py 9s + 7, %; 
era- / } 0 = — POyp— POY + Del? Ws 
{ 60 = — py, — px — pe Ys . 
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Hieraus erkennt man sofort, dass die Determinante 


! ce, c,” ce,” 

o (2 2 2 2 

(wap) = 4 e,@ c,0 
C, (4) c,”) c,) 


mit y, zugleich verschwindet und folglich den Factor y, enthalten muss. 
Aus den Gleichungen (3) folgt noch die spiiter zu benutzende 
identische Gleichung 


(4) Cy = Gy, + OMY, + CY, + Oy, =O. 

Die Gleichung (2) lisst sich durch die vierte Potenz von y, divi- 
diren, und die Flache der Kegelspitzen ist somit nur von der achten 
Ordnung. 


§ 3. 


Wir stellen uns nun die Aufgabe, die Gleichung (2) der Fliche 
der Kegelspitzen von dem iiberfliissigen Factor y,' zu befreien. Man 
kann in jedem einzelnen der Ausdriicke (xA4m) den Factor y, abson- 
dern, ohne dass die Determinantenform verloren geht. 

Betrachten wir an Stelle von (xAm) den allgemeinern Ausdruck 


e,*) c,*) ¢,@) c,) 
C; @) ce, C5 (a) C Ag 

( ? 
ce, c,) 4) c,“) 


| K, K, K, K, 
welchen wir kiirzer durch 
( , @ , & , K) 
bezeichnen wollen, und welcher sich, von (xAm) nur dadurch unter- 
scheidet, dass er statt des Factors y, den Factor 


K, = Kyy, + Ki¥, + Kyy, + Ky y, 
enthilt. Die K sollen ganz willkiirliche Gréssen sein. 
Nun ist nach Seite 565 


ce!) = q B,“ — bm A, 
und folglich 


(5) ( , ce , cw, K) = B® (, ce) , aw) , K) 


— A, (c , e® , b& , K). 
Aber wegen der identischen Gleichung 





Cy") ce, cy ec, c, 

2 2 a a a 

| Cy§ ) ce, C4 ) C,! ) La! ) 
| K, K, K, K, K, =0 


(40 aM aM aM a 
By 0, - db), | 





a,* 


(4) 
y 
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und weil nach Gleichung (4), § 2., 
cy) = 0 , ¢% = 0, 
haben wir 
— AM (ce) , 6%), LM , K) + BW (ch , &® , aw , K) 
= K, (¢ ,  , a , ba, 


ak und folglich, wegen Gleichung (5), 
(c , cf) , do, K) — K, (c*) ‘ Cd) , a) , bi), 

Setzen wir jetzt 
livi- K,=9,K,=0,K,=0, K,=1, 
iten so erhalten wir 

(xAp) = y, (C& , M , a , DM). 
Weil die linke Seite bei einer Vertauschung von x und w, A und 

uw bis auf das Vorzeichen ungeiindert bleibt, so muss dies auch mit 
iche dem Factor von y, der Fall sein. 
Man Wir wollen von nun an durch (x4u) den Factor von y, in der 
son- letzten Gleichung bezeichnen, so dass wir haben 
. (xAw) = ( , @ , a , bw) = 

4,®B,O—),%A, a,°©B,Y—b,A,) a,By mp, MA, a, ByO—bAe 
G1 B/P®—V,AA,® A,B P94, aQ®B/P®,%A,% a,%B,®—b,% Aa 
a,“ - as a, a,” 
b, bw b,) b, 
Die Gleichung 
(nau) =0 

stellt eine Fliche der zweiten Ordnung dar, welche durch die Geraden 

ter- x, 4 und w hindurchgeht. Denn fiir die Punkte der Geraden x ver- 


schwinden A,‘ und B,™ nach § 2., und bei einer Vertauschung der 
Buchstaben indert (xd) nur das Vorzeichen. 

Die Fliche zweiter Ordnung ist also das durch die geraden Linien 
x, 4, w bestimmte Hyperboloid. 

Nach unserer jetzigen Bezeichnungsweise ist 
(6) (123) (145) (625) (634) — -(125) (134) (623) (645) — 0 
die von dem iiberfliissigen Factor y,' befreite Gleichung der Flache der 
Kegelspitzen. 

Diese Fliche hat jede der sechs gegebenen Geraden zu Doppel- 
linien, weil jede der Zahlen 1, 2, ...6 zweimal in jedem der beiden 
Glieder der Gleichung vorkommt. Ausserdem liegen auf ihr die Schnitt- 
curven von je zwei Hyperboloiden, welche entweder wie 

(123) und (125) 
zwei, oder wie 


(123) und (456) 
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keine der gegebenen Geraden zu gemeinschaftlichen Erzeugenden haben. 
Die Hyperboloide (123) und (125) schneiden sich ausser in 1 und 2 
noch in den beiden windschiefen Geraden, welche die Linien 1, 2, 3, 5 
treffen. Wir werden fernerhin diese windschiefen Geraden die Trans- 
versalen der Linien 1, 2, 3, 5 nennen. Offenbar liegen ebenso die 
Transversalen von irgend vier der sechs gegebenen Geraden auf der 
Fliche achter Ordnung (6), und diese enthilt somit noch 
6.5.4.3 ‘ 

3: i347 ™ 
einfache gerade Linien. 

Je zwei Hyperboloide wie (123) und (456) schneiden sich in einer 
Curve der vierten Ordnung, deren also 

1 6.5.4 
2° 1.3.3 —~ 10 
auf der betrachteten Oberfliche liegen miissen. 

Wir fassen diese Resultate in den Satz zusammen: 

Die Spitzen der Kegel, welche sechs gegebene gerade Linien be- 
rithren, bilden eine Fliche der achten Ordnung, welche die sechs 
Geraden zu Doppellinien hat, welche ferner die 30 geraden Li- 
nien enthilt, die je vier der sechs gegebenen treffen, und auf 
welcher noch zehn Rawmeurven vierter Ordnung erster Species 
liegen. Diese Fliche wird dargestellt durch die Gleichung (6). 

Die 30 geraden Linien und 10 Raumcurven haben eine sehr ein- 
fache Bedeutung. Verbindet man einen beliebigen Punkt einer Trans- 
versalen mit den sechs gegebenen Geraden durch Ebenen, so schnei- 
den sich vier dieser Ebenen in der Transversalen, welche mit der 
Schnittlinie der beiden iibrigen Ebenen ein Linienpaar bildet, das als 
ein uneigentlicher Beriihrungskegel anzusehen ist. 

Verbindet man einen Punkt der Curve vierter Ordnung (123), 
(456) mit den sechs gegebenen Geraden durch Ebenen, so enthiilt die 
Ebene, welche den Punkt mit der Linie 1 verbindet, die durch den 
Punkt gehende Erzeugende zweiter Art des Hyperboloids (123), (die 
Geraden 1, 2, 3 als Erzeugende erster Art angesehen); denn diese 
Erzeugende muss die Linie | schneiden. Dieselbe Erzeugende liegt 
aber auch in den Ebenen, welche den Punkt mit den Geraden 2 und 
3 verbinden. Die drei iibrigen Ebenen schneiden sich in der Erzeu- 
genden zweiter Art des Hyperboloids (456), welche durch den ange- 
nommenen Punkt geht. Beide Erzeugende zweiter Art bilden wieder 
einen uneigentlichen Beriihrungskegel. 

Die Punkte der 30 Geraden sowohl als die Punkte der zehn Raum- 
curven sind daher bei den Abziihlungen von Beriihrungskegeln auszu- 
schliessen. Ausser ihnen existiren keine Punkte auf der Fliche mehr, 
welche uneigentlichen Beriihrungskegeln entsprechen. 
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§ 4. 
Um die Kegel zu bestimmen, welche sieben gegebene gerade Linien 
1, 2,....7 beriihren, kann man ausser der Fliche achter Ordnung 


(6) (123) (145) (625) (634) — (125) (134) (623) (645) = 0 
noch eine Fliiche derselben Art 
(7) (123) (145) (725) (734) — (125) (134) (723) (745) = 0 


betrachten, welche sich von der ersten nur dadurch unterscheidet, dass 
sie die Linie 7 an Stelle der Linie 6 enthilt. Der Durchschnitt bei- 
der Flichen giebt den Ort derjenigen Punkte, von welchen man so- 
wohl Beriihrungskegel an 1, 2, 3, 4, 5, 6 als an 1, 2, 3, 4, 5,7 
legen kann. Diese Kegel fallen fiir die Punkte der Geraden 1, 2,3, 4,5 
im Allgemeinen nicht zusammen; diese Linien sind somit auszu- 
schliessen. 

Die Flaichen (6) und (7) schneiden sich in einer Curve der 64' 
Ordnung. Diese Curve enthilt aber die vierfach zu ziihlenden Gera- 
den 1, 2, ...5, und die zehn Transversalen derselben. Es bleibt 
daher nur eine Curve der 64 — 4.5 — 10 = 34 Ordnung zu be- 
trachten iibrig. 

Die Curve der 34" Ordnung ist vollstiindig definirt durch die 
tleichung (6) und diejenigen sechs Gleichungen, welche man erhiilt, 
wenn man in (6) nach einander jede der Zahley 1, 2, ... 6 durch 7 
ersetzt. Kine geringere Anzahl der so erhaltenen Gleichungen enthilt 
ausser der Curve 34'*' Ordnung immer noch einige der auszuschliessen- 
den Geraden. 

Die- gerade Linie 7 schneidet die Flache (6) in acht Punkten, 
welche Doppelpunkte der Curve 34'* Ordnung sein miissen. Ebenso 
kann man, von zwei andern der oben erwihnten sieben Gleichungen 
ausgehend, zeigen, dass die Curve 34'** Ordnung auf jeder der sieben 
gegebenen Geraden acht Doppelpunkte haben muss. 

Jede der beiden Transversalen der Geraden 3, 4, 5, 7 liegt auf 
der Fliiche (7) und schneidet die Flaiche (6) in acht Punkten, von 
welchen drei doppelt zu rechnende auf die Geraden 3, 4,5 fallen; die 
beiden iibrigen Schnittpunkte gehéren der Curve 34'* Ordnung an. 
Ebenso zeigt man, von andern Paaren der oben erwahnten sieben 
Gleichungen ausgehend, dass jede Transversale von je vier der sieben 
gegebenen Geraden die Curve 34'" Ordnung in zwei Punkten geschnit- 
ten wird. Wir haben daher den Satz: 

»Die Spitzen der Kegel, welche sieben gegebene Geraden beriih- 
ren, bilden eine Curve der 34'°" Ordnung mit acht Doppelpunk- 
ten auf jeder dieser Geraden und zwei einfachen Punkten auf 
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jeder der 2.35 geraden Linich, welche je vier der gegebenen 
treffen.“ 

Die auf den Flachen (6) und (7) liegenden Curven vierter Ord- 
nung schneiden die Curve 34'*" Ordnung ebenfalls. Auf (6) liegt die 
Curve (123), (456); auf (7) liegt (123), (457). Beide Curven aber 
schneiden sich in Punkten, welche auf 4, 5 und auf den Transver- 
salen von 4, 5, 6, 7 liegen, also schon beriicksichtigt sind. 


§ 5. 

Diejenigen Punkte der Curve 34 Ordnung, deren Kegel noch 
eine achte gegebene Gerade 8 beriihren, miissen zugleich auf der Fliche 
legen : 

(8) (345) (367) (847) (856) — (347) (356) (845) (867) = 0. 

Unter den 8 . 34 Schnittpunkten dieser Fliiche mit der Curve 34'«' 
Ordnung befinden sich nach dem Satze des § 4. 5.8 auf den Geraden 
3, 4, 5, 6, 7 liegende Doppelpunkte der Curve, welche, da sie zu- 
gleich Doppelpunkte der Fliiche (8) sind, vierfach gerechnet werden 
miissen. Diese Punkte sind auszuschliessen; denn die Kegel, welche 
man von ihnen an 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 legen kann, sind verschieden 
von denjenigen, welche 3, 4, 5, 6, 7, 8 beriihren. 

Auf der Fliiche (8) liegen die zehn Transversalen der Geraden 
3,4,5,6,7. Nach § 4. schneidet jede dieser Transversalen die Curve 
34'* Ordnung in zwei Punkten, welche (nach § 3.) ebenfalls ausge- 
schlossen werden miissen. 

Allen andern Schnittpunkten der Curve 34'* Ordnung mit der 
Flaiche (8) entsprechen eigentliche Beriihrungskegel der acht gegebe- 
nen Geraden. Damit ist der von Herrn Liiroth aufgestellte Satz be- 
wiesen : 

Es giebt 8.34 — 4.5.8 — 2.10 = 92 Kegel, welche acht gege- 
bene gerade Linien beriihren. 


§ 6. ‘a 

Aus der Zusammensetzung der Gleichungen (6), (7), (8) ist leicht 

ersichtlich, dass die in den §§ 3, 4, 5 gefundenen Zahlen Aenderun- 

gen erleiden werden in folgenden drei Fallen: 

1) wenn fiinf oder mehr der geraden Linien eine gemeinsame 
Transversale haben; 

2) wenn vier oder mehr der gegebenen Geraden auf einem Hyper- 
boloid liegen ; 

3) wenn sich die gegebenen Geraden schneiden. 

Wir wollen von der grossen Anzahl von besonderen Fallen nur 
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einige der einfachsten niiher betrachten, und zuniichst annehmen, dass 
die Linien 4, 5, 6,.7, 8 von einer geraden Linie geschnitten werden. 
Diese Gerade ist Doppellinie der Fliche (8), weil sie zugleich auf den 
vier Hyperboloiden 
(856), (847), (845), (867) 

liegt. Sie schneidet die Curve 34'' Ordnung (§ 4.) in zwei Punkten, 
welche jetzt doppelt abgerechnet werden miissen, wiihrend alle iibrigen 
dort angestellten Betrachtungen ungeindert bleiben. 

Es giebt also in diesem Falle nur noch 90 Kegel, welche die acht 
gegebenen Geraden beriihren. 

Es ist leicht, diese Verminderung auch geometrisch zu verfolgen. 
Durch die gemeinschaftliche Transversale der Geraden 4, 5, 6, 7, 8 
denke man sich die beiden Tangentialebenen an das durch die Gera- 
den 1, 2, 3 bestimmte Hyperboloid gelegt. Jede dieser Tangential- 
ebenen schneidet das Hyperboloid in zwei Geraden, von welchen eine 
die Linien 1, 2, 3 trifft. Diese Gerade bildet im Verein mit der 
Transversalen einen uneigentlichen Beriihrungskegel, deren also, ent- 
sprechend den beiden Tangentialebenen, zwei existiren. 

Wenn von den acht geraden Linien die vier 


5, 6, 7, 8 


. auf einem Hyperboloid liegen, so zerfillt die Fliche (8) in dieses 


Hyperboloid und in eine Fliche der sechsten Ordnung. Von den 92 
Schnittpunkten der Fliiche (8) mit der Curve 34'** Ordnung fallen 20 
auf das Hyperboloid, zu welchen keine Kegel gehéren, welche alle 
acht Linien beriihren. Es giebt daher nur noch 72 Beriihrungskegel. 

Wenn sechs von den acht Geraden auf einem Hyperboloid liegen, 
so wird- die Gleichung der entsprechenden Fliche achter Ordnung eine 
identische, weil jeder Punkt des Raumes Spitze eines Kegels sein kann, 
welcher dié sechs gegebenen Geraden beriihrt. Es giebt dann eine 
einfach unendliche Schaar von Beriihrungskegeln an die acht gegebe- 
nen Geraden. U.s. f. 

Wenn zwei der gegebenen Geraden, etwa 7 und 8 sich schnei- 
den, so zerfillt die Fliche (8) in die Ebene dieser Linien und in eine 


Fliche siebenter Ordnung, welche durch 


(345) (367) (856) (847) — hk (347) (356) (845) (867) = 0 
dargestellt wird, wo k eine Constante und (847), (867) Ausdriicke 
bezeichnen, welche gleich Null gesetzt, die Ebenen repriisentiren, die 
den Schnittpunkt von 7 und 8 mit den Geraden 4 und 6 verbinden. 

Von den 34 Schnittpunkten der Ebene der 7 und 8 mit der Curve 
34' Ordnung (§ 4.) liegen acht doppelt zu rechnende auf der geraden 
Linie 7. Die Anzahl der Beriihrungskegel vermindert sich daher in 
diesem Falle um 34 — 2.8 = 18, wenn man diejenigen ausschliesst, 
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deren Spitzen in der Ebene der 7 und 8 liegen, welche also diese Ebene 
beriihren. Eine gleiche Verminderung tritt ein, wenn die Linie 8 noch 
die Gerade 6, und ebenso, wenn die 8 auch noch die Gerade 5 schnei- 
det. Von der Fliiche siebenter Ordnung trennen sich alsdann noch 
die Ebenen der 6 und 8 und der 5 und 8 ab, von welchen jede 18 
wesentliche Schnittpunkte enthiilt. 

Wenn aber die 8 auch noch die Gerade 4 schneidet, also in eine 
der beiden Transversalen der Linien 4, 5, 6, 7 iibergeht, so vermin- 
dert sich die Anzahl der Beriihrungskegel nicht mehr um 18. Denn 
in diesem Falle spaltet sich die Fliiche (8) in die vier Ebenen 

(7,8) (6, 8) (5, 8) (4, 8) 
und in eine Flaiche der vierten Ordnung, deren Gleichung die Form 
hat: 
(345) (8367) — k (347) (356) = 0, 
wo k eine Constante bezeichnet. Die Gerade 3 ist Doppellinie dieser 
Fliche, die Geraden 4, 5, 6, 7 liegen als einfache Linien auf dersel- 
ben, ebenso die acht Transversalen, welche die Linie 3 und drei der 
Linien 4, 5, 6, 7 schneiden. Die Anzahl der Beriihrungskegel ist 
somit 
4.34 —8.4— 4.8.2 —8.2 = 24. 

Wir untersuchen noch den Fall, wenn die Linie 8 von jeder der 
Geraden 1, 2, ... 7 getroffen wird. 

Die Flaiche achter Ordnung 

(123) (145) (825) (834) — (125) (134) (823) (845) = 0 
zerfallt unter dieser Voraussetzung in die fiinf Ebenen 
(1, 8) ? (2, 8) , (3, 8) ? (4, 8) ? (5, 8) 

und in eine Fliche der dritten Ordnung, welche die Geraden 1, 2, 3, 
4, 5, 8 als einfache Linien enthilt. In iihnlicher Weise zerfallen die 
beiden Flichen 

(234) (256) (836) (845) — (236) (245) (834) (856) = 0, 

(345) (367) (847) (856) — (347) (356) (845) (867) = 0, 
deren Durchschnittspunkte mit der ersten Fliiche die gesuchten Kegel- 
spitzen sind. 

Die Aufgabe kommt also darauf hinaus, von den Durchschnitts- 
punkten der drei Oberflichen dritter Ordnung, welche durch die halben 
Doppelsechse 


1,2,3,4,5 ; 8 
2,3,4,5,6 ; 8 
o,.4,8,8,% ; 8 


bestimmt sind, diejenigen abzusondern, welche auf den Geraden 1, 2, ...8 
legen. 





Se 
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Die Durchschnitiscurve der beiden ersten Flichen zerfallt in die 
Geraden 2, 3, 4, 5, 8 und in eine Curve der vierten Ordnung. Aus 
dem leicht zu beweisenden Satze: ; 

wenn zwei Fliichen der dritten Ordnung eine gerade Linie ge- 
mein haben, so wird diese von dem tibrigen Theile der Durch- 
schnittscurve in vier Punkten geschnitten , 
folgt, dass die Gerade 8 von der Curve vierter Ordnung gar nicht, 
jede der Geraden 2, 3, 4,5 dagegen dreimal geschnitten wird. 

Die Gerade 6 schneidet die erste Fliche in drei Punkten, von 
welchen einer auf 8 liegt; die beiden andern gehéren der Curve vier- 
ter Ordnung an. 

Von den zwolf Schnittpunkten dieser Curve mit der dritten Fiche 
liegen daher je drei auf den Geraden 3, 4, 5 und zwei auf der Gera- 
den 6; es bleibt somit ein einziger wesentlicher Schnittpunkt iibrig, 
und man hat den von den Herren Liiroth und Nother zuerst aus- 
gesprochenen Satz: 

Es giebt nur einen einzigen Kegel, welcher acht gerade Linien 
beriihrt, wenn sieben von der achten getroffen werden. 


§ 7. 

Im vorigen § Seite 572 wird der Satz bewiesen: 

Ls giebt 18 Kegel, welche eine gegebene Ebene und sechs gege- 
bene gerade Linien beriihren.“ 

Wenn ausser der Ebene nur fiinf gerade Linien gegeben sind, so 
giebt es eine einfach unendliche Schaar von Beriihrungskegeln, deren 
Spitzen eine in jener Ebene liegende Curve bilden, von welcher wir 
Ordnung und Singularitiiten leicht bestimmen kénnen. 

Wenn 1, 2, 3, 4, 5 die gegebenen und 6 eine beliebig in der 
gegebenen Ebene angenommene Gerade bezeichnen, so liegen die 
Spitzen der Beriihrungskegel ausser in jener Ebene noch auf der Flache 
achter Ordnung 

(123) (145) (625) (634) — (125) (134) (623) (645) = 0. 
Der Durchschnitt der gegebenen Ebene mit dieser Fliche zerfallt in 
die doppelt zu rechnende Gerade 6 und in eine Curve der sechsten 
Ordnung, welche auf jeder der Geraden 1, 2, 3, 4, 5 einen Doppel- 
punkt besitzt. Damit ist der Satz bewiesen: 
Die Spitzen der Kegel, welche eine gegebene Ebene und fiinf 
gegebene Geraden beriihren, liegen auf einer ebenen Curve 6 
Ordnung mit fiinf Doppelpunkten.“ 

Wenn die Kegel statt der Linie 5 noch eine zweite Ebene beriih- 
ren sollen, so wird ihre Anzahl eine endliche. Denken wir uns die 
Linie 5 in dieser Ebene willkiirlich angenommen, so geht die Durch- 
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schnittslinie der beiden gegebenen Ebenen, welche die Kegelspitzen 
enthalt, durch den auf der Geraden 5 liegenden Doppelpunkt der Curve 
sechster Ordnung, und schneidet diese noch in vier weiteren Punkten, 
den gesuchten Kegelspitzen. 
Es giebt daher vier Kegel, welche zwei gegebene Ebenen und. 
vier gegebene gerade Linien beriihren. 


§ 8. 


Die Kegel, welche durch einen gegebenen Punkt gehen und fiinf 
gegebene Geraden beriihren, bilden eine zweifach unendliche Schaar; 
der Ort ihrer Spitzen ist eine Oberfliiche, deren Gleichung auf fol- 
gende Weise abgeleitet werden kann: 

Verbinden wir die fiinf gegebenen Geraden mit einem beliebigei 
Punkte des Raumes durch Ebenen C,, C,, ... C,, so bestimmen diese 
einen Kegel, welchen sie umhiillen. Legen wir durch die Verbindungs- 
linie des gegebenen und des willkiirlich angenommenen Punktes ein 
Ebenbiischel A, + 4B, = 0, und stellen die Bedingung auf, unter 
welcher die sechs Ebenen 

C,,C,,-..0,, Ae + AB, 
Tangentialebenen eines Kegels sind, so erhalten wir eine in 4 quadra- 
tische Gleichung, weil zwei Ebenen des Biischels den Kegel beriih- 
ren. Der gegebene Punkt liegt auf dem Kegel, wenn beide Ebenen 
zusammenfallen. Wir erhalten daher die gesuchte Gleichung, wenn 
wir die Discriminante der quadratischen Gleichung verschwinden lassen. 

Wir bezeichnen wie friiher durch 

AM m0 , BMwmO0 Ge l,2,... 5) 
die Gleichungen der fiinf Geraden. Wenn 2,° x," x,° x,° die Coordi- 
naten des gegebenen, y,; y. ¥; y, die des willkiirlich angenomme- 
nen, k, k, ky k, und 1, 1, 1, 1, die Coordinaten zweier beliebigen festen 
Punkte sind und 


|2, Ly Uy wy L, Ly Uy My 
; lt ew y Yi Y2 Ys 
Fame ha | a0 ° 2° 2° 2° 2:0 = Bs= 50 0 0 2,0\? 
\%y Ly 1 Gy Uy Wy 
iy Tey Thy ey tk ee 
so ist 
.oe oe) 


die Gleichung des Ebeneybiischels, welcher die Verbindungslinie der 
Punkte y, ~° zur Axe hat. 
Die sechs Ebenen 


A, Bo — A, BO =0 (i =1,2,...5),4+4B= 
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umhiillen einen Kegel, wenn die Coordinaten ihrer Durchschnittslinien 
mit x, = 0 der Gleichung des § 1. geniigen, wenn also die Gleichung 
(123) (145) (625) (634) — (125) (134) (623) (645) = 0 
erfiillt wird fiir 
1c 6 6 | 
(ikl) = | ¢® oM o |G, kb, la 1,2,... 5) 


)e e  egl 


und 
a,+Ab, agtAb, agtAb, 
6kt)=) 4 cy") cs |, (ky l=1, 2,... 5). 


a (l a (l t 
¢,9 c, ce, 


Jede dieser Determinanten enthilt den Factor y,, welchen wir uns 
wie in § 3. abgesondert denken, so dass wir von nun an unter (ik/) und 
(Gk1) die Ausdriicke verstehen wollen 

¢,0 C4 c,0 c,@ 
6 6, © ¢,@ 


(ikl) =| |, @, &, am 1; 2, ... 8) 


a, a a, a, 
b,° b,© b,© b, 


a,+4b, agtAb, a,+Abd, a, +A), | 


| 


e,) c,4) c, ce, 
a = | (hp — 5 
ol Se a ao | Gt=1,2)...5), 
0 b,0 1, b, 


welche nur noch von der zweiten Ordnung in den y sind. 
Wir fiihren nun folgende Bezeichnupgen ein: 
(123) (145) = » , (125) (134) = y, 
Uy % % 
ce, ce, 6,0 e,O : 
fav) = a® a” a® a)? (, 


k k k k) | 
(b,8 0, 6 5 


k aol ,9,... 5). 


Nun ist 


(6 ik) = fa (a) + Afe®) 
und unsere Gleichung schreibt sich 
. + % { hrs (@) + A hes (6) {far (@ + Af © F 
6 ffa@ + Afa®)} {ho @ + fg} =0. 


oder 


p {M+ 2NA+ Pi*} —y {M+ 2N’A+ P’a?\ = 0, 
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M = fy; (4) fs (@) » 2 N = fos (0) fs 0) + fs ©) fr ©, 
P = fos (b) fay ©) 

M’ = fy; (4) fis (4), 2N = fos (@) fas (6) + fs ©) fis , 
P’ = fy (b) fis (0). 

Indem wir die nach 4 gebildete Discriminante mit Null verglei- 
chen, erhalten wir die Gleichung der Fliiche der Kegelspitzen in der 
Form: 

(102) (pM—yM’) (pP—¥P) — @N—eNY =0 

Die Ausdriicke », y, M, N, P, M’, N’, P’ sind simmtlich vom 
vierten Grade fiir die y. Gleichung (10) stellt also eine Fliche der 
16" Ordnung dar. 

Bemerken wir aber, dass dieser Gleichung auch geniigt werden 
muss, wenn der Punkt y in die Ebene zu liegen kommt, welche bestimmt 
ist durch den gegebenen Punkt z* und die beiden willkiirlich ange- 
nommenen Punkte / und /, weil dann die Ebenen A und B zusam- 
menfallen, fx (a) = fx (b) wird und die Gleichung (9) den Factor 
(1 + 4) enthalt, dessen Discriminante verschwindet. 

Es handelt sich also darum, aus Gleichung (10) den Factor 


Y; Yo Ys Y, 


z,° x," z,° z,° 
rs. kk 8 Oe 
, l, 3 l, | 


abzutrennen. 

Betrachten wir fiir einen Augenblick den Punkt y als fest und 
den Punkt x® als verinderlich, so stellt Gleichung (10) den Kegel 
zweiter Ordnung in Punktcoordinaten dar, welcher von den Ebenen 
C,, C,, ... C, beriihrt wird. Gleichung (10) muss daher nach Ab- 
sonderung aes fremden Factors noch von der zweiten Ordnung in 2° 
sein, und somit die zweite Potenz von K enthalten. In der That 
gehen dann die willkiir'ichen Gréssen k und / ganz aus der Gleichung 
heraus. 

Da der auszuscheidende Factor in » und y nicht vorkommen kanii, 
so schreiben wir Gleichung (10) in der Form: 
gy? (MP—N?*) + y*( MP— NN”) — od (MP’+ M P—2NN’) =), 
und zeigen, dass die Coéfficienten g*?, ~? und mw einzeln den Factor 
K? enthalten. 

Die Functionen /, (uw) (Seite 575) sind linear fiir die w; setzen wir 

daher 
fix (u) = A uy + An m, + Ai Uy + AR” Uy; 


so sind die A, von den uw unabhiingige Ausdriicke. 
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Nun ist 
MP— N?=— t {fy, (@) fas (0) — fos ©) fos @}? 


oe ee Ay b, + +--+ Agi’ d, 
Ags a, + +++ Assay Ads bd, +--+ Ads’ d, 
Ks Ais Ais A AB) |a, a a, a, 4 
a Ay Aj, Ags Asi’ |b, 6, by 8, | 


Die a,, @,, 3, @, 3 b,, by, bs, b, sind nach (§ 8.) die aus den Systemen 


4; Yo Y3 Y4 Y; Yo Ys Y4 
2,° 2° x,° «,° , 2,° 2° 2° 2,° 
k, k, ks ‘ky |, l, l, L, 


mit passendem Vorzeichen gebildeten Determinanten. 
Kine einfache Rechnung zeigt, dass jede Determinante des Systems 
D5 ? 


ae ie ae 
b, b, b, b, 


den Factor K enthilt, und als andern Factor diejenige Determinante 


_ des Systems 


0 0 0 0 
s° af af «& 


i" ih aa 
in welcher die beiden iibrigen Indices vorkommen. So ist z. B. 


? 


0 0 
a, My 2° 4, 


b, s, | 7 1 y, Ys 2 

Indem wir dies beriicksichtigen, erhalten wir fiir MP’ — N? den 
Ausdruck 

ax {4% Ax Ax As | M Y Ys % \ 

i" \ Ase AS, Ase Ass’ | | a 2° 2° 2,9 
In ganz tihnlicher Weise lassen sich 
M’ P’—N”? wd MP’ + MP—2NN’ 

transformiren, und wir erhalten schliesslich die Gleichung unserer 
Oberfliiche in der folgenden, eleganten Form: 


A, y 
ie Ay, | x 
P A,, A | As, | | A, 
(MN) +2904 as 2° ag) ae tag lee «ag [2e|) 
‘ A,, | | a" 
pe {fen fo 


wenn wir mit 
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A,a\ iy 
und | 
Ayy | 
die unvolistiindigen Systeme bezeichnen 
| Ara An An Axi ae ee Te 
| , iad wr nnn 0 0 0 0 
(Any Any Any Aus os By % % 


Diese Gleichung gestattet eine doppelte Interpretation, je nach- 
dem man die x oder die y als Veriinderliche ansieht. Im ersten Falle 
stellt sie, wie schon friiher bemerkt, den Kegel zweiter Ordnung in 
Punktcoordinaten dar, der durch die fiinf Tangentenebenen C,, C,, ... C, 
bestimmt wird. Im zweiten Falle ist sie die gesuchte Gleichung der 
Fliche der. Kegelspitzen, und da die A, lineare Functionen der y 
bezeichnen, von der vierzehnten Ordnung. 

Diese Fliiche muss offenbar symmetrisch sein fiir die Geraden 
1, 2, ... 5; die Gleichung (11) ist es der Form nach nicht, denn die 
Gerade 1 kommt nur in den Ausdriicken gm, w vor. 

Wir erkennen sofort, dass 1 eine vierfache Linie der Fliche sein 
muss, weil m und yw fiir die Punkte auf 1 in der zweiten Ordnung 
verschwinden. Die Transversalen von 1, 2, 3, 4 sind Doppellinien 
der Fliche, weil m und wy fiir die Punkte derselben in der ersten Ord- 
nung Null werden. Gleichung (11) zeigt sofort, dass x°® ein Doppel- 
punkt ist. 

Wir fassen diese Resultate in den Satz zusammen: 

Der Ort der Spitzen der Kegel, welche durch einen gegebenen 
Punkt gehen und fiinf gegebene gerade Linien beriihren, ist eine 
Fliche der vierzehnten Ordnung, welche diesen Punkt zum Dop- 
pelpunkt, jede der fiinf Geraden zu vierfachen Linien, und jede 
der zehn Geraden, welche je vier der gegebenen verbinden, zur 
Doppellinie hat. 


§ 9. 


Da fiinf Tangentenebenen einen Kegel eindeutig bestimmen, so 
giebt der Durchschnitt der Flache (11) mit der Fliche achter Ord- 
nun 

(123) (145) (625) (634) — (125) (134) (623) (645) = 0 

den Ort der Spitzen derjenigen Kegel, welche durch den gegebe- 
nen Punkt gehen und die sechs Geraden 1, 2, ... 6 beriihren. Die 
Schnittcurve ist von der (8. 14)' Ordnung und zerfillt in die acht- 
fach zu zahlenden Geraden 1, 2, 3, 4, 5, in die zehn doppelt 
za zihlenden Transversalen und in gine Curve der 8.14—5.8—10.2 
= 52'" Ordnung. Die Gerade 6 schneidet die Fliche (11) in 14 Punk- 
ten, welche Doppelpunkte der Curve 52' Ordnung sind. 

Die Transversalen von 3, 4, 5, 6 liegen auf der Fliche achter 
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Ordnung; jede derselben schneidet die Fliche (11) in vierzehn Punk- 
ten, von welchen drei vierfach zu rechnende auf den Geraden 3, 4,5 
liegen; die beiden iibrigen gehéren der Curve 52'* Ordnung an. 

Wir haben also den Satz: 


Die Spitzen der Kegel, welche durch einen gegebenen Punkt 
gehen und sechs gegebene gerade Linien beriihren, bilden eine 
Curve der 52'" Ordnung, welche auf jeder der gegebenen Gera- 
den vierzehn Doppelpunkte besitzt, und von jeder Geraden, 
welche vier der gegebenen trifft, in zwei Punkten geschnitten 
wird. 


§ 10. 


Um die Kegel zu bestimmen, welche durch einen Punkt gehen 
und sieben gerade Linien beriihren, kénnen wir entweder die Durch- 
schnittspunkte der Curve 34‘ Ordnung (§ 4.) mit der Fliiche (11), oder 
die Schnittpunkte der Fliche achter Ordnung (6) mit der Curve 52'* 
Ordnung § 9. aufsuchen. 

Von den 14.34 Schnittpunkten der Fliiche (11) mit der Curve 
34’ Ordnung liegen acht achtfach zu rechnende auf jeder der 
Geraden 1, 2,3, 4,5 und zwei doppelt zu rechnende auf jeder Trans- 


. versalen dieser Linien. Es bleiben also 


34.14 — 5.8.8 — 10.2.2 = 116 
Schnittpunkte iibrig. 

Die Curve 52'* Ordnung schneidet die Fliiche achter Ordnung (6) 
in 52.8 Punkten, von welchen 14 vierfach zu rechnende auf jeder 
der Geraden 1, 2, 3, 4, 5 und zwei ‘einfach zu rechnende auf jeder 
ihrer Transversalen liegen. Es bleiben also 


52.8 — 5.14.4 — 10.2 = 116 


Schnittpunkte, wie vorhin, und man hat den Satz: 
Es giebt 116 Kegel, welche durch einen gegebenen Punkt gehen 
und sieben gegebene gerade Linien beriihren. 
Auf die Betrachtung besonderer Fille, welche man in iihnlicher 
Weise wie in § 6. mit Leichtigkeit anstellen kann, wollen wir hier 
nicht eingehen. 


$ 11. 


Um die Anzahl der Kegel zu bestimmen, welche durch einen ge- 
gebenen Punkt gehen, eine gegebene Ebene und fiinf gegebene Gera- 
den 1, 2, ... 5 beriihren, nehmen wir in dieser Ebene eine Gerade 
6 willkiirlich an. Die Punkte, in welchen diese Ebene von der Curve 
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52 Ordnung (§ 9.) geschnitten wird, sind die Spitzen der gesuchten 
Kegel. Von den 52 Schnittpunkten liegen 14 doppelt zu rechnende 
auf der -Geraden 6. Es bleiben daher 52 — 2.14 = 24 wesentliche 
Schnittpunkte und wir haben den Satz: 
Es giebt 24 Kegel, welche durch einen gegebenen Punkt gehen, 
eine gegebene Ebene und fiinf gegebene Geraden beriihren. 

Eine beliebige, durch die Gerade 1 gehende Ebene s«hneidet die 
Fliche (11) in einer Curve 14'* Ordnung, welche in die vierfach zu 
rechnende Gerade 1 und in eine Curve der zehnten Ordnung zerfiillt. 
Die letztere hat die Schnittpunkte der Geraden 2, 3, 4, 5 mit der 
Ebene zu vierfachen und die Schnittpunkte der Transversalen von 2, 
3, 4, 5 mit der Ebene zu Doppelpunkten. Daraus folgt der Satz: 

Die Spitzen der Kegel, welche durch einen gegebenen Punkt 
gehen, eine gegebene Ebene und vier gegebene Geraden beriihren, 
bilden eine ebene Curve der zehnten Ordnung, welche die Schnitt- 
punkte der Geraden mit der Ebene zu vierfachen, und dic 
Punkte, in welchen die beiden Transversalen der gegebenen Ge- 
raden die Ebene treffen, zu Doppelpunkten hat. 


Legen wir durch die Gerade 2 eine zweite beliebige Ebene, so 
schneidet sie die Curve zehnter Ordnung ausser in dem auf 2 liegen- 
den vierfachen Punkte noch in sechs andern Punkten; sie sind die 
Spitzen der Kegel, welche beide Ebenen und die Geraden 3, 4, 5 be- 
riihren, und durch den gegebenen Punkt gehen. 

Es giebt also sechs Kegel, welche durch einen gegebenen Punkt 
gehen, zwei gegebene Ebenen und drei gegebene gerade Linien 
beriihren. 


§ 12. 


Wir betrachten jetzt den Durchschnitt von zwei Oberflichen vier- 
zehnter Ordnung, welche in der in § 8. angegebenen Weise bestimmt 
sind durch 

die Geraden 1, 2, 3, 4, 5 und den Punkt 0 und 
die Geraden 1, 2, 3, 4, 5 und den Punkt 0’. 


Diese Flichen schneiden sich in einer Curve der (14.14)! Ord- 
nung, von welcher aber die sechszehnfach zu zihlenden Geraden 
1, 2, ...5 und ihre zehn vierfach zu zihlenden Transversalen Be- 
standtheile sind. Hieraus folgt, dass 

die Spitzen der Kegel, welche fiinf’ gegebene Geraden beriihren 
und durch zwei gegebene Punkte gehen, eine Curve der TO 
Ordnung bilden. 

Die Curve 52'* Ordnung (§ 9.) schneidet die zweite der oben be- 
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trachteten Fliichen in 52.14 Punkten; davon liegen 14 achtfach zu 
rechnende auf jeder der Linien 1; 2, ...5 und zwei doppelt “zu 
rechnende auf jeder ihrer Transversalen. Die iibrigen Punkte sind 
nar von Kegeln, welche durch 0 und 0’ gehen und die Geraden 
1, 2, 3, 4, 5, 6 beriihren. 


vs giebt also 128 Kegel, welche durch zwei ea Punkte 
gehen und 6 gegebene gerade Linien beriihren. 


§ 13. 


Die Spitzen der ee welche durch zwei Punkte 0 und 0’ ge- 
hen, und vier Linien 1, 2, 3, 4 beriihren, bilden als zweifach unend- 
Nahe Schaar eine Oberfliiche, deren Gleichung in einer iibersichtlichen 
orm abzuleiten bedeutende Schwierigkeiten zu iiberwinden erfordert. 

Man iiberzeugt sich leicht auf geometrischem Wege, dass sowohl 
die Verbindungslinie der Punkte 0 und 0’, als die gegebenen Geraden 
1,2,3,4 auf der Fliche legen miissen, weil alle ihre Punkte Spitzen 
von Kegeln sein kénnen, welche den gestellten Bedingungen geniigen, 
und zwar entsprechen den Punkten von 00’ uneigentliche Kegel die- 
ser Art. Die Geraden 1, 2, 3, 4 und 00’ werden vielfache Linien 
der Fliche sein. 

Die beiden Transversalen von 1, 2,5, 4 dagegen legen nicht auf 
der Fliiche, weil man von den Punkten dieser Linien keine eigent- 
lichen oder uneigentlichen Kegel den gegebenen Bedingungen gemiiss 
construiren kann, wohl aber die ‘Transversalen von 00° und je drei 
der Geraden 1, 2, 3, 4. 

Wir betrachten nun zwei solche Fliichen, entsprechend 

1, 2,.4,4.4 O59 
und 
2. ao = Oye 

Der Durchschnitt beider enthilt den Ort der Punkte, von welchen 
man Beriihrungskegel an 1, 2,3, 4,5 legen kann, die zugleich durch 
0 und 0’ gehen. Dieser Ort ist nach § 12 eine Curve der 76'" Ord- 
nung. 

—— x die Ordnung der nbien Flichen bezeichnet, auf welchen 
die gegebenen Geraden ‘sfache Linien sein mégen, so schneidet die 
Linie 5 die erste Fliiche in x Punkten, welche zfache Punkte der 
Curve 76" Ordnung sein miissen. Diese Curve hat folglich auf jeder 
der Geraden 1, 2, 3, 4, fiinf wzfache Punkte. 

Unter den Schnittpunkten dieser Curve mit der Fliiche achter 
Ordnung (6) befinden sich die Spitzen derjenigen Kegel, welche die 
(ier reden 1, 2, ... 6 beriihren und durch 0 und 0’ gehen. Nach § 12. 
ist die Anzahl dieser Kegel 128. Da die Linien 1, 2, 3, 4, 5 Dop- 

33 * 








582 Hrernoizer. 


pellinien der Flache (6) sind, so.ist diese Zahl] andrerseits auch 
8.76 — 5.2.22 
und aus der Gleichung 


128 = 8.76 5.2.22 





folgt xz = 48. 

Betrachten wir jetzt die Schnittpunkte der Curve 76‘ Ordnung 
mit derjenigen Fliche 14’ Ordnung, welche aus (11) entsteht, wenn 
man fir 0 einen dritten Punkt 0” setzt. Da diese Fliaiche jede der 
Geraden 1, 2, 3, 4, 5 zu vierfachen Linien hat, so ist die Anzahl 
derjenigen Schnittpunkte, welche ausserhalb dieser Geraden liegen 

14.76 — 4.5.42 = 104, 
Man hat daher den Satz: 
Es giebt 104 Kegel, welche durch drei gegebene Punkte gehen 
und fiinf gegebene gerade Linien beriihren. 

Dieser Satz ist das letzte Resultat, welches aus unsern Hauptglei- 

chungen (6) und (11) abgeleitet werden kann. 


§ 14. 


In allen vorhergehenden Untersuchungen treten wenigstens fiinf 
beriihrende gerade Linien auf, welche ausreichen, um einen Kegel von 
gegebener Spitze eindeutig zu bestimmen. 

Wir wenden uns nun zur Betrachtung von Kegeln, welche min- 
destens durch fiinf Punkte gehen, und kénnen hierbei einen dem vor- 
her befolgten ganz iilnlichen Weg einschlagen. Die Entwickelungen 
gestalten sich viel einfacher, weil an die Stelle der geraden Linien 
Punkte, an Stelle der Hyperboloide Ebenen treten. 

Die Spitzen der Kegel, welche durch sechs gegebene Punkte gehen, 
bilden eine Oberfliiche, deren Gleichung wir zuniichst ableiten wollen. 
Die gegebenen Punkte 


29 2£© 2,9 20 (@ =—1, 2,... 6) 
verbinden wir durch gerade Linien mit einem beliebigen Punkte 
L, hy By % 
des Raumes, und driicken aus, dass die Durchschnittspunkte der sechs 


Geraden mit der Ebene 2, = 0 auf einem Kegelschnitte liegen. Diese 
Durchschnittspunkte haben die Coordinaten 


£,2,° — 2,2, , 22,9 — 2,2, , 22,0 — 4,2, (§ = 1,2... 6) 


und liegen auf einem Kegelschnitte, wenn 
(123) (145) (625) (634) — (125) (134) (623) (645) = 0, 


wo (xAw) die Determinante bezeichnet 
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| a0) — aya, yt — 2x tz — aH | 
a ant a ae ar 

| a, )— 4,4, yo, — 4,0 zt, — £0, | , 
ax, — ax, Tye) — Hj Ty H 0) — Ly HA | 


welche identisch ist mit 
x vy Ls ay 


(x) (4) oe | 
, | a ee 


— £,* | 2 |e 
i lina® «8 ot of 
} 2% 2 2% 2, | 
xy") — ag gale) x) | 
Wir wollen von nun an unter (xd) den Factor von — a,” ver- 


stehen. Es stellt, gleich Null gesetzt, die durch die Punktex, A, w 
bestimmte Ebene dar. Nun ist 


(12) (123) (145) (625) (634) — (125) (134) (623) (645) = 0 


die Gleichung der Fliche der Kegelspitzen, frei von jedem iiberfliissi- 
gen Factor. Diese Gleichung ist der Form nach identisch mit (6). 
Aber in der letztern bedeuten 1, 2, ... 6 gerade Linien und (x 4) 
Hyperboloide, wiihrend in (12) diese Zeichen fiir Punkte und Ebenen 
gesetzt sind. 
Aus Gleichung (12) kénnen wir sofort den Satz ablesen: 
Die Spitzen der Kegel, welche durch sechs gegebene Punkte 
gehen, bilden cine Oberfliche der vierten Ordnung, welche diese 
Punkte zu Doppelpunkten hat. Auf thr liegen die 15 Verbin- 
dungslinien von je zweien der sechs Punkte und die Schnitt- 
linien der 10 Ebenenpaare, welche man durch die sechs Punkte 
hindurchlegen kann. 


Wir nehmen nun, analog den Betrachtungen in § 4., zu der 
Fliiche (12) eine zweite, gleichgebildete Flache hinzu, in welcher der 
Punkt 6 durch einen weitern gegebenen Punkt 7 ersetzt ist. Beide 
Fliichen haben die zehn Verbindungslinien der Punkte 1, 2,...5 
gemein und schneiden sich ausserdem noch in einer Curve der sechsten 
Ordnung. Von den vier Schnittpunkten der ersten Fliche mit der 
Verbindungslinie von 5 und 7 fallen zwei in den Punkt 5; die beiden 
andern liegen auf der Curve sechster Ordnung. 

So ergiebt sich der Satz: 

Die Spitzen der Kegel, welche durch sieben gegebene Punkte 
hindurchgehen, bilden eine Curve der sechsten Ordnung, welche 
die Verbindungslinien dieser Punkte zw Sehnen hat. 

Von den 24 Schnittpunkten dieser Curve mit einer dritten, den 
Punkten 3, 4, 5, 6, 7, 8 entsprechenden Flache vierter Ordnung lie- 
gen 20 auf den Verbindungslinien der Punkte 3, 4, 5, 6, 7. 
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Es giebt daher vier Kegel, welche durch acht Punkte gehen, wie 
bekannt. 





§ 15. 

Wir haben in § 8. an die Stelle einer der gegebenen Geraden 

einen Punkt treten lassen; in iihnlicher Weise kénnen wir jetzt einen 

der gegebenen Punkte durch eine Gerade ersetzen und den Ort der 

Spitzen der Kegel untersuchen, welche durch fiinf gegebene Punkte 
wvehen und eine gegebene gerade Linie beriihren. 

Es mégen 
x, x, x, x2 (¢ Pod 1, 2 


D) 


t 
~ 


die Coordinaten der gegebenen Punkte, und 


WY Yo Ys MN ’ 4, 4, 43 % 
die Coordinaten von irgend zwei Punkten der gegebenen Geraden sein. 
Wir haben weiter nichts zu thun, als in Gleichung (12) an Stelle 
des Punktes « irgend einen Punkt 
Yi — 42, Yo—Az,, Yy—Aes, Yy— Az, 
der gegebenen Geraden zu setzen und die nach 4 gebildete Discrimi- 
nante der Gleichung (12) mit Null zu vergleichen. 
Bezeichnen wir wie in § 8. die Producte (123) (145) und (123) (134) 
mit m und w und setzen 
fu (uw) = SH 4,0, 4,9 2%, 
so erhalten wir aus (12) die Gleichung 
p{M+ 2NA+ Pa —y {M+4+2NA4 PH 
wo die M, N, P, M’, N’, P’ ganz wie in § 8., Seite 575 aus den 
fix (y) und fy, (2) zusammengesetzt sind. 
Bilden wir jetzt die Discriminante und definiren die Ausdriicke 
- A, durch die Gleichungen 
fix (uv) = u, Axe + tty Ae + ty A + ut, AR", 


so erhalten wir als Gleichung der Fliche der Kegelspitzen: 


= (), 


2, § Assi iy? 
~ Ay, 2° § 
: Qoy.$ 45 9 An oY Ay y Ay y | 
- (13) +29y 1, Ass | | 0° A,, 2! + Ay, i" A,. of 
2 Ay oy VP _ 
+4 A) |z0(§ = 9 


welche der Form nach mit (11) vollkommen iibereinstimmt. 

Wie Gleichung (11) so gestattet auch Gleichung (13) eine dop- 
pelte Interpretation. Betrachtet man niimlich die in g, w und den 
A, vorkommenden Coordinaten x,, x,, x,, x, als Constanten und die 
Determinanten des Systems 
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i Y2 Y's M1 


zy Zo 2, &, 


= 


|» 
welche wir in passender Reihenfolge mit passenden Zeichen durch 
ie Ce oss 
bezeichuen wollen, als Veriinderliche, welche der Gleichung 
MU + U2; + Uy % = O 


geniigen, so stellt Gleichung (13) den Kegel in Liniencoordinaten dar, 
welcher den Punkt # zur Spitze hat und durch die Punkte 1, 2,...5 
geht. . 

Betrachten wir dagegen die x als die Veriinderlichen, so ist (13) 
die Gleichung des gesuchten Ortes der Kegelspitzen und wir koénnen 
wus ihr sofort den Satz ablesen: 

Die Spitzen der Kegel, welche durch fiinf gegebene Punkte gehen 
und eine gegebene Gerade beriihren, bilden eine Fliche achter 
Ordnung, welche sowohl die gegebene Gerade als die zehn Ver- 
bindungslinien der fiinf Punkte zu Doppellinien hat. 


§ 16. 


. 
Mit Hiilfe der Gleichungen (12) und (15) kann man in ihnlicher 
Weise wie mit den Gleichungen (6) und (11) eine Reihe von Abziih- 
lungen machen. Wir fiihren darunter folgende an: 
Die Spitzen der Kegel, welche durch sechs Punkte gehen und 
eine Gerade beriihren, bilden eine Curve der zwilften Ordnung 
mit vier Doppelpunkten auf der gegebenen Geraden wnd vier 
einfachen Punkten auf jeder Verbindungslinie der gegebenen 
Punkte. 
Ys giebt acht Kegel, welche durch sieben Punkte gehen und 
eine Gerade beriihren. 

Die Spitzen der Kegel, welche durch fiinf Punkte gehen und 
zwei gerade Linien beriihren, bilden cine Curve der 24°" Ord- 
nung mit acht Doppelpunkten auf jeder-der gegebenen Geraden. 

Ws giebt 16 Kegel, welche durch sechs Punkte gehen und 
zwei gerade Linien beriihren. 

Es giebt acht Kegel, welche durch fiinf Punlte gehen, cine 
Ebene und eine gerade Linie beriihren. 

Es giebt vier Kegel, welche durch sechs Punkte gehen und 
eine Ebene beriihren. 


U. s. w. 
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Die im Vorhergehenden entwickelten Gleichungen reichen aus fiir 
alle Abzihlungen von Kegeln, zu deren Bestimmung entweder minde- 
stens fiinf Punkte, oder mindestens fiinf gerade Linien gegeben sind. 

Wir behalten uns vor, in einer spitern Arbeit auf diesen Gegen- 
stand zuriickzukommen, und auch die geringe Zahl der iibrigen Fille 
za behandeln. 


Carlsruhe im December 1869. 








Untersuchungen tiber einige Punkte aus der allgemeinen 
Theorie der Flachen. 


Von A. Ennerer in GOTTINGEN. 


Die analytische Behandlung geometrischer Probleme, welche sich 
auf Flichen und Curven dusatbon beaichen, basirt, nach dem Vorgange 
von Gauss, auf zwei Liniensystemen, welche auf einer Fliche ange- 
nommen werden und fiir die Bestimmung der Lage eines Punktes eine 
iihnliche Bedeutung haben, wie die gerad- oder krummlinigen Coordi- 
natensysteme der Ebene. Zwischen den Elementen, durch welche die 
Kriimmung einer Fliche und die Lingé eines Bogenclements definirt 
werden, finden eine Anzahl fundamentaler Gleichungen statt, welche, 
je nach der Wahl der beiden Curvensysteme, mehr oder minder ein- 
fache Formen aunehmen. Wenn auch im Folgenden ein System von 
Flichencoordinaten besonders zur Anwendung kommt, so scheint es 
fiir das leichtere Verstindniss der zu entwickelnden Gleichungen gut 
zu sein, zuerst einige allgemeine Relationen in méglichster Kiirze 
darzustellen. Es ist dabei versucht durch eine geringe Anzahl von 
Beziehungen die Uebersicht der Formeln zu erleichtern. 


I. , 


Die orthogonalen Coordinaten x, y, z eines Punktes einer Fliche 
seien Functionen zweier Variabeln w und v. Setzt man: 


so ist das Bogenelement @s einer Curve der Fliche durch die Glei- 
chung gegeben : 

(0s)? = FE (du)? +2 Foutv+G (@v)*. 
Aus den Gleichungen (1) erhilt man unmittelbar: 


Cx Pa oy Oy dz Oz , OE du Ou oy ey oz 02 OF , 
Gu Ow ie ou out +3, ou our =} Ou? =—s Ov Oe » 9 Ov ow + ° = ~~ Bu 2 
gy) ex Ax dy ay oe 0G dx Ou , by Oy Oe _, 0G 
( Ou ov? ae Ou ov? + Fu ov? noe Ov? + ov ov +6 a aa ba ov? 


ox Ox oy ay Oz Oz dx Ox oy ay ee ,0G4 
ou Gude t Ou Budo t Ou aude = ah ov Budo t Bo fy +8 oe ducv 2 Ou 

















Oe) +() +(F)= =E, (2 3) +(2) +(Zy= G, ce coy +o oy +2% as. =F, 
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Die Gleichungen der Hauptkriimmungshalbmesser — welche im Fol- 





genden durch r° und +” bezeichnet werden sollen — enthalten ausser 
E, F, G noch drei Determinanten A, B, C, fiir welche die Glei- 
chungen stattfinden : . 
ae ty a ae Oty as | ae ty ate 
Out? out? Cu? av?’ Qv®? dv? |am dv’? Cu ev’? duce 
oy =z lon Oy 2: ; ox oy 02 , 
@i~>. =, — =—A,|~,—,-\=B,' =, =, = UC, 
ou’? Ow’? Ou > |du? cw? du ? | Ou ou ou 
de dy os Ox oy oe oc fy 
dv? cv’ ov ov? dv? ov ov? = ov 


Fiir x’ und +” bestehen die beiden Relationen: 

AG+BE—2CF 1, 1 AB-Ct 1 
(4) (EG —F)f or + > (EG — FR rr (He 
Nimmt man: 


(5) Oy 02 CY Oz 02 Ox _ 08 Ox B, ox Oy Ou oy att 
ou dv ov OwCO CO Bue Ov ao ow "Ou Ov av ou 0? 


so lassen sich die Gleichungen (3) auch auf Boke Weise schreiben : 


x > oY ars 
A, ou + B, aut +.C, ie A, (11 
Lg ex > oy Y Oz & > 
(6) A4Zw+BR A +G & =B, 
Cu >» doy OB gg 
0 Ou Ov + B, Gu ov + G% Ouco C. 


Die Gleichungen 1) und . geben: 


Ox » oy 1 08 
A, “+B, 4G, =0, A, a + B, aot a == 9, 
A,? + B? + C,? = £G — F". 
Differentiirt man die vorstehenden Gleichungen nach w und v, so erhiilt 
man, mit Riicksicht auf die Ceiehenges 6): 








OA B Cy 12 EG— F? cB C ac, c( EG— F°?) 

Ay 2 + Byatt Oy oot mm 4 OO, Ay AOE Bye Cy 8 meg 
Cu ou Cu ou ov ov ov av 
Gx OA oy 0By cz OC, 6x CAg cy CB, 02 0Cy ___ ’ 
(1)) Fe ou ow a ou Ou + Fa ou cu A, Cu ov fe cu ov sd ou cv!” C, 
ex “ne cy 0B, oz OC, y 02 0A, oy OB, Gz OC, ‘ 
es. 2 a—C, Ss 25 a a te 

ov ov ou ov ou 7 Gv ov cv ov ov ov 


Aus den Gleichungen 1) und 5) folgt: 


A,, B,, 09 

dx Oy G2 : . 
(8) ow? Ow G@w? = EG — F? 

ae ay Gs 

dv’ Ov’? Ov’ 
Mit Hiilfe der Gleichungen (2) und (6) lassen sich die zweiten Diffe- 
rentialquotienten von 2, y, 2 nach w und v durch ihre ersten Diffe- 
rentialquotienten, die ersten Differentialquotienten von EL, F’, G und 
durch die Quantitiiten A,, B,, C,darstellen. Da diese Differentialquotienten 








‘ol- 
ser 
/ei- 
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in Beziehung auf x, y, 2 und Ay, By, C, symmetrisch sind, so wird es 
hinreichen dieselben nur fiir eine der Coordinaten aufzustellen. 
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Ebenso 


sollen aus (7) nur die Differentialquotienten von A, nach w und v 


hemerkt werden. 





Aus den angegebenen Gleichungen findet man: 





@o Ay ae AG—CF Ox i CE—AF ox 
ou VY (EG—F*) ~— (EG—F?)§ Ou (EG—F")% ov? 
- 
(*) é Ay =) CG—BF ox __ BE—CF ox ‘ 
ou VEGF — — (EG—F 4} Gu (EGF 94 00 
Ee ,0E E or 
EC “pe  1¢°0a\ AAy bee ot iP Sea * ou (F ou v7 -_ 
(EG— aa (Fag Bu) — 7 VE E du ov]? 
(10) ZoG Fe or 
Wa Ae Oa\ _ CAy ‘Ou ee ov Fr coe Ou 
(EG—HF \ 5 (Fe z=) it VE pss 2 VE = Ak ou “) 
oF . 7 
(EG — F»)2 ce. = ms Oh hs ov Re ou a 4 ox (ue . 
Va a VG 2 VG G ov ou 
(11) Gee +4 Fe _G 
(EL G—F*)— . eb one Bly s. ou ov F Ga a : 
O\/G ov VG 2y ‘GG G ov ou 





Durch Bildung der doppelten Werthe von 


e : 
ou ov V 


(EB Ou 


1 62 


) etc. lassen 


sich ans den vorstehenden Gleichungen drei Gleichungen ableiten, de- 


ren eine in Beziehung auf A, B, 


beiden_letzteren Gleichungen lassen sich e 





C algebraisch ist, 
den andern die Differentialquotienten von A, B, C 


infacher 


or: L 
out ? 
Ox 
ou ? 
Cu 
ove? 





A, 


, OF 
t ou? 
Fs 


herstellen. Aus den Gleichungen (3) findet man: 
a2 2 rez 
pan 7. 
ow? — au??? Gu? 
dA GC _ 4) _@« ay ez 
ov. ow. ~ | Ow ov’ Cu dv’ Ou ov 
Ox oy 02 
ov? ov’? ov 
Nach 2) und 6) ist nun: 
x ary az | 
=> =e = A,, B,, C, 
ow ow ou? roe Oe 
Cu ‘ey Oz | on oy Oz 
Cw dv’? Gu dv? Cudv) | dw’? Qu’? Ou 
ex oy oz | ox Oy Oz 
ov? Gv? Ge || dv? dw’ ww 


ou 


wihrend die bei- 
enthalten. Diese 
auf folgende Art 


Cy Cx 
cur? ou 
Cy 62 
ou? ou 
ey 2 
Bet? dvr 
C, O 
, OE F 
+ 30 ? he 
OK 1 cG 


ov? 2 Gu? 


Auf ganz dieselbe Art liisst sich leicht die zweite Determinante in 


oA 


eC durch B, C und E, F, G nebst deren Differentialquotienten 
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ausdriicken. Man verificirt so ohne Miihe die beiden folgenden Glei- 
chungen: 


+aGei re hesaee ca? hr 





ov 
(12) , 0B pak e 
null — PAGS — oe) = BER +465, —F au — +P 5) 

1 OF 0G 104 

+AQG6 S44 FS_G?)+cer2_£@_ Pr&), 


Die Gleichungen (9), (10) und (11) lassen sich etwas iibersichtlicher 
durch Einfiihrung der folgenden Gréssen darstellen. Seien a, b, ¢ die 
Winkel, welche die Normale im Punkte (x, y, 2) mit den Coordina- 
tenaxen bildet, die Tangente zur Curve, fiir welche w allein variirt, 
bilde mit den Coordinatenaxen die Winkel a,, b,, ¢,; analoge Bedeu- 
tungen mégen a,, b,, ¢, fiir die Curve haben, fiir welche v allein va- 
riabel ist. Mit Riicksicht auf die Werthe von A,, B,, C, aus 5) fin- 
den die Gleichungen statt: 


cosa __ cosh __ cose _ 1 
a ae ave ? 
1 Ox , 1 —_ oS Sen 
(13) VE ae aS COS), VE pn = COS Iiy VE an = COSC, , 


x 


1 & cna, —— 2 = cad, = 
V@ ov » VE ce 2 VE 


a" > 


= COSC, 





Zur Abkiirzung werde ferner gesetzt: 


cos a@, cos a, -+ cos b, cos b, + cose, cos ¢, = cosy = 


VEG)’ VEG) 
G2 _ re E@_ pH 
cv . Cu = 1 OU ib ov ms 
4 GV(EG — F*) ? 2 EV(EG — F) 


Mittelst der Gleichungen (13) und (14) lassen sich die Gleichungen 
(8), (9), (10) und (11) auf folgende Formen bringen: 


| 2 y a | 
| cosa, cosb, cose, | 








(15) | cosa,, cosb,, cosc,,|—=sin y. 
| Cosa, cosb,, cose, 

dcosa AG — CF 7 CK — AF —_— 

ie — GLP VE cosa, — (EG — FH} V G cos ay , 
écosa CG — BF BE— CF ist 5 

3 = — EGF) VE cosa, — (EG — Fj VG cos a, , 

4 

cosa, A M ae 

“te VE Va cos a + ain (cos a, cos Y — COS My), 







sin »y —V(EG— PB) , 
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ei- (16) } Acosa, __ re N. 
{ “— VEVEGHoFS cos a — (cos a, cos Y — COS a), 
OCOSM, __ pa An 
Me  VEVEGo n° ae (cos a, cos y — cos a,), 
; oy 
) +i 
? OCOSM, _ rr ae. rt 
0 EVES cos a + @ (c08 @, cos y — COS a). 
Die Gleichungen 13) und 14) geben: 
). cos*a + cos*b +-cos*e = 1, cosa, cosa,-+ cosh, cosb,-+ cose, cosc, = cosy, 
(17) ) cos*a, + cos*b, + cos*e,== 1, cosa cosa,-+cosb cosb,-+-cose cose, =O, 
“4 | ec, 4-000", 4-000", = 1, cosa cosa,+cosb cosb,-+cose cose, =0, 
lie 
re Sind die Gleichungen gegeben: 
rt, ? {H cosa + H, cosa, + H, cosa, = 0, H cosh + H, cosh, + H, cosh, = 0, 
_- (18) ) H cose + H, cose, + H, cosc, = 0, 
ra so folgt nach 15), dass diese Gleichungen nur bestehen kénnen fiir 
in- H=0, H,=0, H, = 0, da sin y nicht verschwinden kann. Bildet 
man nun aus 16) die doppelien Werthe von: 
a%cos a ?cos a, 07008 Ay 
dudv ? Qudv ? dua ’ 
so ergeben sich drei Gleichungen, von denen jede einzelne wieder ein 
System von Gleichungen von der Art der Gleichungen (18) repriisen- 
tirt. Hierdurch ergeben sich neun Bedingungsgleichungen, die sich 
factisch auf drei reduciren. Sechs dieser Gleichungen sind in den bei- 
den Gleichungen (12) enthalten, die drei iibrigen reduciren sich auf 
PF) die folgende: . 
aay? = Ow AB—C® _ 
EG) (19) 2 —+S = Ou ov + (EG — F F%)3 eat 0, 
oder nach nae 
¢ Oy VEG — F*) 
2 _ 
en i oe x +h av +; ou ov ? vy = 
Setzt man hierin fiir M, N, w ihre Werthe aus (14) und (15), so er- 
giebt sich der bekannte Satz von Gauss, dass das Kriimmungsmaass 
nur von den Quantitiiten H, F’, G und deren Differentialquotienten 
abhingt. 

Mittelst der Gleichungen (16) lisst sich unmittelbar zeigen, dass 
fiir gegebene E, I’, G jede der Coordinaten x, y, 2 derselben partiellen 
Differentialgleichung zweiter Ordnung geniigt. Aus (15) und (17) fin- 
det man: 

i. 0, 0, | | 1, cosa,, cosa, | 
| 
) cos @ sin Y =| cos a,, cos b,, cos ¢, |, cos’ 2% sin? == | Cosa, 1, cosy 
: | cos @,, COs b,, COS ¢, | cosd,, cosy, 1 
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Die vorstehende Gleichung in Verbindung mit den Gleichungen (16) 
und (20) giebt: 





¢ ad 
dae, a oats be: +e 
Fa _ ° * (cosa, COS Y— COS At) | =e (cosa, cos ~ — cosa, ) | 
ocosa, 2 CCOsSa, \ 
{ Fe + a (cosa, cosw— cosa. dE Bu a ing (cosa, cosy — cosa,) | 


EG 
ss 4 = (sin*y—cos*a, — cos?a, + 2 cosa, cosa, cosy) = 0. 
Sind FE, F, G in einem bestimmten System von Flichencoordinaten 
gegeben, so liisst sich die vorstehende nicht lineare, partielle Differen- 
tialgleichung wegen der Gleichungen (12) und (19) auf zwei lineare, 
partielle Differentialgleichungen reduciren. 


I. 
Die Ebene: 

(X — x) cos!+ (Y¥Y — y) 
gehe durch die Normale des Punktes (#, y, 2), sei @6 das Bogenele- 
ment der planen Schnittcurve, ferner g, ihr Kriimmungshalbmesser 
im Punkte (x, y, z). Man hat dann folgende Gleichungen: 





Zz) cosn = O, 


ox ey 0% 0a cy 02 
08a — 20s b —— +- cose — —0, cosl — osm — — = 
(1) cosa ie + ¢ ae a. ae . osl = +e sma ae 0, 


+) + Ge) — 


cosa cosl + cosh cosm + cose cosn = 0, = = V f~ "y Bas + yt. 
Aus diesen Gleichungen findet man unmittelbar: 


cosa, cosb, cose |? 


cos!, cosm, cos! __ 1 
ox oy oe 
os’ ad 06 


Die args (1) nach o differentiirt geben: 


oy =—(2 dcosa , dy Ocosh | cz oer) 
cos a © at ome + omega - + 2 a6 +. Te} 
Gx Ox , dy OY Oz Oz 
oat — a ore, os, 
cos | Ce + cosmos 4 cosn 0, ae ie + ae ae + 5S dee 
Setzt man hieraus die Werthe von von etc. in die Gleichung fiir @,, 
nimmt die Quadratwurzel negativ, so folgt: 
1 cx Ocosa oy dcosb oz na 
2 — lc os —— —_— _— — —— . 
(2) er G 06 + C6) 0G + oo 6G 





oc 
(5) ce 


de 





(5 
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Liings der Schnittcurve kann man « und v als Functionen von 6 an- 
sehn, es ist dann: 


0x ox Ou 4 dx Gv Ocosa _ Ocosa ote wy @cosa ov a 
0c ~— Ou 06 Ov 06’ 06 ov 06 


Mittelst der Gleichungen (13), (14) aan (16) von J. nimmt die Glei- 
chung (2) folgende Form any 
+BY: 


: ViEG— F*) Ou you ov 
(3) Qt =A(z *) +205 ie T 

Im Punkte (x, y, 2) der Curve, fiir welche w allein variirt, sei ¢, = @., 
fiir die andere Curve - 0: =o.. Im ersten Falle hat man in 3) zu 


setzen VL - oe = 1 = (), im zweiten Falle ist: i = (), V@2 = Il, 
6 


+6 (2) =1. 


. 5 
da whee, ‘die Gleichung besteht: 
BE (“) 42 gn! ov 
0c 06 

Man erhiilt so: 


, 1 A 
(4) @ ~~ EViEG 


— 1 =—_— B - 
— F)’ @, GV(EG — F)* 
In vielen Fiillen ist die Anwendung eines Systems schiefwinkliger 
I'lichencoordinaten zu complicirt, im Folgenden soll zur Vereinfachung 


F' = 0, also cosy = 0 und siny = 1 angenommen werden. Die Gilei- 
chungen 14) von I. geben dann: 
1 a VE 1 oVG 
Mm 7G dv ,N=>° ou 


An die Stelle der Gleichungen (15), (16), (12) und (20) von I. treten 
die aaa 








CORE os ae ene, — 2: ene, a ao 2 eee, — see 
ou — 1” GVE 22 oy we 1” GVE ” 
yy 2008e) A ong — 1. IVE cong, 20 we ——_ cose 1 VE wsa 
“) Ow _ VG ow 22 EVG * va 3 ou i 
OCOBM, _ a _ OCO8M, __ B aVea 
oe —~ cosa cosa, , ——— cos a — —— 24] cosa. 
ou —e + 73 1" ~ @GVE vi ou a8 
oO a a, < Pe A 
wEVG GVE VG o& VG eu E? 
. O B y 
(6) [ier » A 1 aVe C 


iu GVE EVG VE ou +55 ae 
d (+ OVE a(1 Ve VEG) 
év (i; “Ov +24 ore) 4 7 = 





cosa, cosh, cose 
(7) . cosa,, cosh, cose, | = 0, 
Cos @,, COs hb,, cos , 
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Die Gleichungen (4) und die Gleichungen fiir die Hauptkriimmungs- 
halbmesser werden : 


A a B 1 1 n 1 AB-—C: : 
= — “> a_i —, = chi 
Oe, = 1V (EG)’ Qy ~~ GV EG) ‘- + @, 4 - r? (EG? ~ vr" 


Die PO aan 5), 6), 7) und 8) enthalten fiir orthogonale Flichen- 
coordinaten die fundamentalen Relationen, welche bei Untersuchung 
von Flichen zur Anwendung kommen, es bleibt noch iibrig fiir eine 
Curve, welche auf einer Fiche liegt, die wichtigsten Gleichungen her- 
zustellen. 

Fiir eine beliebige Raumecurve bilde die Tangente im Punkte 
(x, y, 2) mit den Coordinatenaxen die Winkel a, B, y. Seien ferner 
A, uw, v und 1, m, n die Winkel, welche respective die Hauptnormale 
und die Normale zur Kriimmungsebene mit den Axen einschliessen. 
Bezeichnet man durch @s das Bogenelement, durch @¢ den Winkel 
zweier successiven Tangenten, durch 2 @ den Winkel zweier successiven 
osculatorischen Ebenen, so sind ‘durch die Gleichungen: 

a Ee a 

e@ ds? rx @s? 
der Kriimmungsradius g und der Torsionsradius r definirt. Lings der 
Curve besteht zwischen « und v eine Gleichung, man kann folglich 
jede dieser Variabelen als Function einer dritten Variabelen ansehn, 
fiir welche der Kinfachheit halber s genommen werde. Unter dieser 
Voraussetzung ist: 


(VER) +VG-F) =1, 


Ou _ Ou ou ry. Ov om = Ov 
cosas =F a +h = VE-=— cosa, + VG -— cos ay. 


Ist © der Winkel, welchen die anes zur Curve im Punkte (x, y,2) 
mit der Curve bildet, fiir welche « allein variirt, so kann man setzen: 


(9) VE-“=cos0, VG- < — sin @, 
folglich : 
(10) cos «@ = cos © cos a, + sin O cos a,. 


Mit Riicksicht auf die Gleichungen 5) und 9) folgt: 


(eens = — = H cosa + H, (cos a, cos 0 — cos a, sin O), 
wo: 
C B. » 1 
oa 2 2 - 29) — 
H = (i: cos 79 + 2 Via) sin © cos © + |, sin Q) Vena 
(11) 1 ay RP I oss 
H, = = — —— 2!# cos © +7 —.— 9V% sin Q, 
os VEG) cv VEG) cu 











(16) 





er 
ch 
n, 
er 





(16) ; 
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Nimmt man: 





1 Nee 
(12) 1 = VG + HY, 
so ist: 
(13) wnt 8 ten H cosa + H, (cosa, cos© — cosa, sin®) 


Vi? + H,*) 


Setzt man in der Gleichung: 


cosl 0 cosa 


mittelst der Gleichungen (6) und (9): 


r Vi + H?) 


Nimmt man: 


Ist (E, 4, §) 


+ (z-<) 


cosa 
oa + eS 


@ 


cos! _ H,cosa — H (cosa, cos® — cosa, sin®) ¢ 


sin® cosO 


V (EG) 


Va + H,?) 


Radius, so bestehen die Gleichungen: 


E— «+ 9 coss —r & cosl, R=@+(r; coy", 








folglich nach (12), C5}, (14) und (15): 
(§—z) | a . + 7 6s +G-— =) VaR 2 G 00820 
COs a sin 8 cosO 
aps { HG— =) iho eee 
_ cosa, cos — cosa, sinOj;e@H — 2) a 
(H? + H,?) Fs os G VEG) Ay Gg 
68 sin® cosO Cc 9 
{3 areas + G— a) "yay — 2002 ef B 
(17 1 eS 4. sin® cosO 
) = (H? + Hi Vos + HG— a) "yeaa; — Faso?) 
1 sin® cosO ‘ 
+ aH = — — H, (3-3) VEG, + Hing ©82 e}- 
Der Ausdruck von H in (11) sowie die Quantitit 
G— ?) oo — = cos 20 


Mathematische Annalen II, 

















oH, 


fiir cosa, -? cos 4 ihre Werthe aus (10), (12) und (13), so folgt 


H, 


as! oe 


+H 
cos 208. 


C 
EG 


Sf, : 
1 os 1 @s A By\sin® cosO C 
(14) -——mae +G-a yaa) ~ Bac 20, 
so ist: 
(15) oe ee H,cosa — H (cosa, cosO — cosa, sin®) | 


der Mittelpunkt der osculatorischen Kugelfliche, R ihr 


39 


vi cos 2 ot, 
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der Gleichungen (14), (16) und (17) lassen sich auf folgende Weise 
darstellen. Ist gm der Winkel, welchen die Curve, fiir welche w allein 
variirt, mit dem Hauptschnitt bildet, dessen Kriimmungshalbmesser 7’ 
ist, so hat man bekanntlich: 

eo art 

Diese Gleichung in Verbindung mit den Gleichungen (8) giebt: 





A __ cos * I B a ed cos * =a 
EV(EG) ie diet ’ GV(EG) + 
Cc \2 1 ‘ 
Gia) = C — x) sin *@ cos *. 
Nimmt man: 
18 —(— 1) , 
(18) hex ,7) Sing cos@, 
so folgt: 


a ws cos? e 9) + sin? (0 — g) 


r” > 


B\snO@cosO CC 1 
_ _ Vinay ~ EG cos 20 = =(5— 2.) sin(@ — ~) cos(QO— gq) *). 


Ill. 


Die Tangenten zu den Hauptschnitten hiillen zwei Systeme von 
Curven ein, die nach Monge Kriimmungslinien heissen. Liisst man ein 
orthogonales System von Flichencoordinaten mit den Kriimmungslinien 
zusammenfallen, so hat man in der Gleichung (18) von II. entweder 
sin gp =0 oder cosmy—Q, also C=O. Die Kriimmungshalbmesser 9;, 
und g, sift dann mit 7’ und” identisch. Sei 9, = 7 und oe, = 7” 
Die Gleichungen (8) und (6) von H. geben dann: 

es enol Sa 
(1) EVEG) *’ GVEG) 

*) Unter den verschiedenen Theoremen zu welchen die vorhergehenden For- 
meln Veranlassung geben, midge nur das folgende hervorgehoben werden. Haben 
y und r” entgegengesetzte Zeichen, so existiren auf der Fliiche zwei Systeme 
von Curven, bestimmt durch die Gleichung H=0, welche die Eigenschaft haben, 
dass der Kriimmungshalbmesser des Normalschnitts, welcher durch eine ihrer 
Tangenten geht, unendlich gross ist. Diese Linien heissen bekanntlich nach Dupin 
asymptotische Linsen. Setzt man tu den Gleichungen (11) und (14) H = 0, so 
folgt durch Elimination von O: 

i AB — C2 

7? vi (EG)? 
Das Quadrat des Torsionsradius einer asymptotischen Linie in einem Punkte einer 
Fliche ist also gleich dem negativen Product der beiden Hauptkriimmungshalb- 
messer in diesem Punkte. Ist fiir eine Fliiche das Kriimmungsmaass negativ con- 
stant, so existiren auf derselben zwei Systeme von Curven von constantem Tor- 
sionsradius, 


» ‘ow 


== —- £ 7 


d. i. r 
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2VBW 1 OVE, (4 1)VB_ yp id 4 
2) og: QE, oder yeild 
2, é VG _10VG C _ 1\aVG —Vé @1 
- our 6rrl r rr] ou our” 
(@ (1 oVE 1 ore) LA: 
3 | ov VG of) +—E Cu ae ou ake r 0, 
(3) . 29 (er y Vi 
C ? VE 7 oO VG (EG) 
| cv ae or ,) + (oe Ou ,) + rr. 0. 


Die zweite der vorstehenden Gleichungen folgt unmittelbar aus der 
ersten durch Zuziehung der Gleichungen (2). Fiir den vorliegenden 
Fall mégen a,, b,, ¢, und a,, b,, ¢, tibergehn in a’, b’, ¢ und a’, b", c’. 
Es ist dann: 

(4) ~ = /E. cos a’, o = VG. cos a”. 

Wegen der Gleichungen (1) und C = 0 treten an die Stelle der 
Gleichungen (5) von II. die folgenden: 





0 cosa VE : @ cosa G : 
= _ cos a, = = .. cos a” 
ou Tr ov r 
‘ Va 5 , ‘ , Vn 
C cosa’ E 1 OVE » @cosa 1 aVe 
(5) .—=>—_ = } , COS A— cosa, = oVG , 
/\ ou r VG ov Ov - ou 
cosa” 1 OVE , @cosa” VG oVe 
— = —— cosa’, —— = + COSA— a 
ou VG ow ov r VE ou 





Ks ist ferner : 
cosa, cosh, cose | 

(6) cosa’, cosb’, cose | — | 
cosa’, cosb”, cosc” 


Fiir die Kriimmungslinie, lings welcher v allein variirt, sollen die 
Quantitiiten a, 9, 4,1, r, &, R der Gleichungen (10) und (12) —(17) 
von II. mit dem Index + versehen werden. Man findet dann: 





ioe +h cos a’ h cosa — a 
cos @, = cosa’, cosdy = » cos l, == — i 
V Gat) Vath) 
1 ch p. 2 oh o (1 4 
3? ah; — =) (&e — «) = <— cosa — <- a. cos a’, 
(7) aoe. VG 1 1 é arctang (7” h) 
p—— AVG 1 _/(A yp), 1 — aartang 6" 
VEG) Ou @, ‘, ov 
A} oh e1y¥ 
a1 pe r” Ov ene h oor) y 
RR? (ay + + (2 >) 


” 


cosa’. 


C+ Q+G@)- 5 G+ @+ @-kE+ 22488 - 
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Ist ein System von Kriimmungslinien plan, z. B. das System, fiir wel- 
ches v variirt, so ist: 








Va oo; | nS ae 

VEG) tw KEG) ou” 
unabhiingig von v, also auch cos/,, da cosa” cosl, + cosb” cos m, 
+ cose” cosn, = 0, so ist x cosl, + y cosm, + 2 cos m,- nur von 


u abhingig. Bedeutet also Q eine Function von wu allein, so hat 
man : . 
(hr” cos a — cosa’) x + (hr” cos b — cos b’) y + (hr” cose — cose’) z 
= Vi R72, 
oder hr” = cot 6 gesetzt: 
(8) (cosa cos6 — cosa’ sing) x + (cosb cos6 — cosh’ sine) y 
+ (cose cosé — cose’ siné) z-= Q. 


In der vorstehenden Gleichung ist 6 der Winkel unter welchem die 
Ebene der planen Kriimmungslinie die Fliche schneidet. 
Die Gleichungen (5) geben: 


VG écosa’’ 1 VG , - @ cos a” 1 aVE 











r “— cosa’ = — += — cosa’ 
. om  .¢ a ov al il 
cosa’ 1 é G 
= y cos a”, 
ov VE Cu 


d. i. nach (2) und (4): 


(9) (Fy a a (raza )— ().2 sae; ), 


Cu 1 CE Ox 1 0G 0x 


iu co — E ov ou + G ou ov 

Sind E, G, +’, r” als Functionen von uw und v gegeben, so geniigt 
jede der Coordinaten x, y, 2 zwei partiellen Differentialgleichungen 
von der Form der Gleichungen (9). Denkt man sich eine dieser 
Gleichungen integrirt, so wird die zweite Gleichung zwischen den bei- 
den willkiihrlichen Functionen, welche die Integration involvirt, eine 
Relation geben. Ferner miissen die gefundenen Werthe von z, y, 2 
den Gleichungen: 





geniigen. Hieraus folgt, dass x, y, z keine willkiirlichen Functionen 
enthalten, wenn FE, G, *’, r” gegeben sind, also einem bestimmten 
System dieser Quantititen nur eine Fliche entspricht. Mittelst der 
Gleichungen (2) lisst sich sehr einfach zeigen, dass nur EF und G als 
gegeben anzunehmen néthig sind, indem dann die Bestimmung von 
rv und »” von einer quadratischen Gleichung abhingt. Setzt man: 


(10) ie (Fa br) + ae (vain) = SVE), 












a]. 


Ny 
yn 
at 
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so ist nach (3): 


1 1 
(11) S = — 5a) S= ap 


Bedeutet 7 eine niiher zu bestimmende Grosse, so kann man offenbar 
setzen : 

P 1 - - S 
(12) ; a =T.S, 2. T° 
Wegen der Gleichung (11) ist dann: 

(13) T=—-;- 
Multiplicirt man die Gleichung: 
1 1}10F 6921 
2 — bo a0? 
mit + und die Gleichung: 
1 1 0G 9 8 1 
GC- pen a? 

“— 

mit —,, so folgt: 


ee. 1 OE se a a C..--wae o.1 
ry” wes KE ov ov v2? Nir ( , 


oder nach (11) und (12): 


eT 1 as 1 @E 1 0E 
~ & ~\S TB a) Tt +R 


j of __ (i os 1 0G 1 0G ip 
ou ~—SOU WS Ou + G + & be) T+ G ou 





(14) 


Bildet man hieraus den doppelten Werth von =) substituirt fiir 





Ou ov 

as e ihre Werthe, so erhiilt man fiir Z die quadratische Glei- 
chung: 
(15) LT?—2MT+N=0, 
wo L, M, N folgende Bedeutungen haben: 

1 os 1 0E\1 0G 1 0G + 0 oG 

t~Ge+ be) oR G R)—— S¥i ae &) 

1 as 1 @E 1@E\ __ 1 @E 

(16) in (5 + ate bie — hoe a SG = (sea a) 


C ‘ 1 0G 1 0E 1 0 
—m Ge) ttm Ge) +a GR) Be Oe — 
oe cas ol cee 1 OE 1064 

+ Guao = ~B G ou 
Von den beiden Wurzeln der Gleichung (15) ist np zu nehmen, 
welche die Gleichungen (14) identisch macht, da dieses fiir beide Wur- 
zeln nicht allgemein der Fall ist, noch dieselben einander gleich sind. 
Die Gleichung (15) giebt: 
































(1) 


17 
( Vex ol an 1 o(M @sG aM _N 0G) 1 gMaG aL 
SG 


A. Ennerer, 
2 (LT — mM) 4 oe aN 


9 (N Qo-!1 1 aN 2 0M eL 
2(, -M = t+ hie Tia tn = 


ou 


Setzt man hierin aus (14) den Werth von ce und: 
@ét_ 10s 1 aG 1 aG 
~ ow Tr Ss mu + G eT t+G ix 


so erhalt man: 


2L - _ OL) mm __9(M CSE  @M_ L@E)\ p 9 MOE ON _ 
SE s) T? — 2 (se ov ti — 7%) 1 i? a Soe 





ou ~—s Ou? T? ig 


SG ou dw Gou/T 2G Guu 
Jede dieser Gleichungen muss mit der Gleichung (15) eine Wurzel ge- 
mein haben, es ergeben sich durch Elimination von 7' zwei Differential- 
gleichungen fiir L undG, d.h. die allgemeinsten Gleichungen zur Be- 
stimmung von FE und G, wenn w und v die Argumente der Kriim- 
mungslinien sind. Da die betreffenden Gleichungen ziemlich weitliufig 
sind, so sollen sie hier nicht weiter angefiihrt werden. 

Im Vorhergehenden ist stillschweigend vorausgesetet, dass ’ und 
r” endliche Werthe haben, die Fliichen, welche sich in der Ebene 
ausbreiten lassen, sollen in den folgenden Untersuchungen ausgeschlos- 
sen bleiben. 


IV. 


Zur Erliuterung der in III. aufgestellten Gleichungen seien fol- 
gende Werthe von FE und G gegeben: 


E (sin? p + sin? qg) sin? p sint?qg G@ _ sin®p -+ sin? q — sin® p sin® ¢ 


= D ae D cos? p cos* 4, 


D = sin? p cos? g + sin? q cos? p, 
wo i: eine Constante bedeutet und p, g in Function von « und v durch 
folgende Gleichungen bestimmt sind: 


sin p ° me 
2 . =e cos p cos gy = ec 
(2) sin q ? } fi ’ 
oder : 
log sin p — log sing = u, log cos p + log cosy = — v. 


Die vorstehenden Gleichungen geben: 


cot p = — cot gq at 1, tang pe r+ tang 4% =), 
(3) 
eot p? ~— — cotq a =, tang p - + tang q cf = 1, 


Setzt man zur a 
(4) sin p sing = w, 





(9) 






ol- 


) cos? q, 


ch 





(9) 


k 


r 


- Lh 1 /( i-g ) © lt u 1 
— w eae 1+ w— ¢** >,” ai ‘V2 e” + @* 
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so folgt mittelst der Gleichungen (3): 























5 ow sin? p — sin® ¢ ow cos? p cos? q 
(5) gee ee ene re ee 
wo D dieselbe Bedeutung wie in (1) hat. Die Gleichungen (2) und 


(4) geben: 
cosp cosg =e", 1+ w?— «= sin’p + sin?g, 2—w?— ce” = D, 
(sin? p — sin? g) (e+ €-*) = (sintp + sin®g) (#— o~*) 


Hierdurch gehn die Gleichungen (1) und (5) iiber in: 


oe t+ ete” o(t1—e-™*) e-* 
E = ke w + do? G = 2 k? . * ) = 
: 1— w*—e 1—w*—e 
(6) 7 aw e*—e" 1 + w? —e 2e Ow ue e7 
ou te 1—wt— ee’? Ov 1— wt — ¢* 


Mit Hiilfe der vorstehenden Gleichungen giebt die Gleichung (10) von 
ILL.: 
1 1 


(7) (e“ + ey 
Setzt man aus (6) und (7) die Werthe von EF, G und S in die Glei- 
chung (15) von III., so folgt: 


a Se ue nr 
—BS= — = 


° (1 oe aed 


.(8) T= —- , 
( 3 w 1 + w? —- e7” ? 
oder: 
T — 1— 7 1— e72? — 3 w* 
w? 1+ w? — ¢—”” 


Mit Hiilfe der Gleichungen (6) und (7) findet man, dass der zweite 
Werth von 7' nur der ersten der Gleichungen (14) geniigt, nicht aber 
der zweiten, wiihrend der in (8) gegebene Werth beiden Gleichungen 
geniigt. Da: 

Sa—-s>,, fT 


rr? 


” 
, 

= 
Y 


so erhiilt man aus (7) und (8): 


V(1 +o — cn 

(4 = oy 
Setzt man hierin fiir ec“, ¢~° und w ihre Werthe aus (2) und (4), so 
folgt: 
Sn +E. Sree, Bn 4 ke — 
ict te (sin? p+ sin? q) % 7 Ve 


(sin p sin q)? 





(sin? p + sin? q) 
riihrt man in die Gleichungen (9) von II]. p und q statt w und v 
mittelst der Gleichungen (2) oder (3) als unabhiingige Variabeln ein, 
beriicksichtigt die Werthe von ZL, G, +’ und r” aus (1) und (9), so 
folgt: 


: (1— cos? p cos? q) 
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|Dsin *q — (sin*p+sin?q) cos*q) {sin Po 7 — sinp cos p © ap * + tang p tang q ani a 


=— {Dsin *» — (sin *p-+ sin?q) cos “vt {sin . o — sing cos q oa - + tang p tang q ini 


: ote da 1 CPx 
sin q (sin p = — cos p a + coxp 8 4 Gp ay) 
© 1 Cu 

= sin p (sin q @je — oa 7 + coe q tang p oh 
oder: 


1 
sin p — cos p ir toa oe tan 8 Liye 4 = 0, 


a 


rx 1 
sin g at — cos q & iq = =} ae tang p ip 2 =o 0. 
Schreibt man diese Gleichungen auf folgende Weise: 
1 da 1 Oe ) 1 ea 1 da 
sinp Op/7 __ sinp op sing 0q/ sin q 0q 
dlogcotp @logsmq ° @logsnp ~  Alogeotg ’ 
so ‘os man unmittelbar: 
1 1 
inp > = ®, (log cot p + log sin q), iia = = ¥, (log cot g + log sin p), 
oder: 
1 1 
(10) _ =e op = © (sin q cot p), nm ¥ (sin p cot q), 


wo 9, ¥ beliebige Functionen ihrer Argumente sind. Eliminirt man 
«x zwischen den vorstehenden Gleichungen, so folgt: 


®’ (sin gq cot p) = ¥’ (sin p cot q), 
welche Gleichung nur bestehen kann, wenn jede ihrer Seiten gleich 
einer Constanten ist. Bezeichnet man dieselbe durch ,, so ist: 
® (sin g cot p) = m, Y’ (sin p cot g) = m, 
also: 
® (sin q cot p) = — |, + nm sing cot p, ¥ (sin p cot gq) = — m, + n, sin p coty, 


wo /,, m, Constanten sind. Die Gleichungen (10) werden hierdurch: 
po =— |, sin p + m sin q cos p, a = — mM, sing + wm sin p Cos ¢. 
Mit Weglassung einer unnéthigen Constanten folgt: 
x =|, cosp + m cosq + m sin p sin q. 

Fiir x, y, 2 ergeben sich die Gleichungen: 
| xz = 1, cosp + m, cosq + nm sinp sing, 

y = 1, cosp + m, cosq + n, sinp sing, 

= 1, cosp + m, cosq + m, sin p sin q. 


» (11) 
Setzt man: 


(12) F) + G+ GD) 4. G+ G+ G) Gu Soa t eat Ek hh 









in p), 


cot 4, 


=F, 








Zur Theorie der Flichen. 


so ist: 


E=E, @)+6,@)+ 27,2 @, 
G— EGY + GY +2% Fie 
REG RAE 4h 
Mittelst der Gleichungen (1) und (3) findet man: 
E, = i? (2 sin? p + cos? p sin? g), G, = k? (2 sin? q + sin® p cos* q), 
F’, =i? sin p sin q cos p cos q. 
Die Gleichungen (11) und (12) geben fiir F,, G, und F’, ein zweites 
System von Werthen, vergleicht man dieselben mit den vorhergehen- 
den, so folgt: 
e+ l?+ 1? = 2h, m n+ m, n, +m n, = 0, 
my? + m,? + m? = 2h, n+ n+ Ln = 29, 
my? + nj? + n.? = k?, lbm+ m+ im = 0. 
Diese Gleichungen zeigen, dass sich die Constanten 1), m,, mp ete. 
nur auf eine Drehung des Coordinatensystems beziehn. Man kann 
also setzen: 


l,=k/2, 1, =0, 1,=0, my, =0, m, =k 2, m,=0, ny =O, n, =0, n,—=k. 


Die Gleichungen (11) werden dann: 


(13) e=kyY2.cosp, y=kY2.cosq, 2=k sinp sing. 
Hieraus folgt: 
(14) (21? — 2?) (22 —y*) = 4FP 2. 
Die Fliiche, repriisentirt durch die vorstehende Gleichung, hat bekannt- 
lich die Eigenschaft, dass die Summe oder Differenz der Distanzen 
eines ihrer Punkte von zwei festen Geraden, welche sich orthogonal 
schneiden, constant ist. In der Gleichmig (14) ist die Ebene der bei- 
den Geraden zur xy-Ebene und die Halbirungslinie des rechten Win- 
kels zur Achse der « genommen. Die vorkommende Constante ist 
durch 2% bezeichnet. Da nach (13) «, y, 2 immer endliche Werthe 
haben, so bezieht sich die Gleichung (14) auf eine constante Summe 
der Distanzen. Ist die Differenz der Distanzen constant, so treten an 
die Stelle der Gleichungen (13) die folgenden: 

z=ky2 cos pi, y=ky2 cosqi, z= —k sin pi sin qi, 


wo i = V(—1).*) 


*) Bei dieser Gelegenheit sei bemerkt, dass die Fliche, repriisentirt durch die 
Gleichung (14), vier Umbilici, aber nicht eine sogenannte Linie sphiirischer Kriim- 
mung hat, d.h. eine Curve liings welcher r’ =” ist. (Mém. couronnés de I’Ac. 
Belgique t. XXXII). Die Bedingung r’= r” giebt 2 sin’p + sin*q + sin®q cos*p = 0, 
welche Gleichung nur bestehen kann, wenn p und q einen der Werthe 0 oder 180° 






























(4) 


A. Enneper, 


V. 


Zu Folge der Gleichungen (11), (13), (15) und (16) von III. ist: 
N ” 
(1) wi cy ee. 
(2) oe ao (a io + E “) 7 T+ E ov 
é1 1aS , 1 4G 1 aG 
| ~~ Ou r= (55 Cu + G a) 9 rt G cu 
(3) LT?*—2MT+N=0, 


wo, mit Riicksicht auf den Werth von S und die Gleichungen (2) von 
Ill., L, M, N folgende Bedeutungen haben: 


L=——SE © - 0G) _ g(EG) @ " #¢ aVG J/E 
SEG Cu rr ov RG VECu r’('°V G? 
2E > 3 afrr’ +” oVE G 
=—— u G = ¢ 2) = — == ; C v) A 
N SG cu\SEG cv \)V(EG) VG o vr E’ 


72 
ae 
M= } 


cu ce 





ig (VET) ge UE 818 

rv Vi (EG) or cur 
Geniigen fiir gegebene Werthe von FE und G beide Wurzeln der Glei- 
chung (3) den beiden Gleichungen (2), so ergeben sich zwei Flichen, 
die auf einander abwickelbar sind. Die Aufsuchung dieser Flichen 
kommt darauf hinaus, die Flichen zu finden, welche sich so biegen 
lassen, dass ihre Kriimmungslinien nach der Biegung Kriimmungs- 
linien bleiben. Da die Gleichung (3) quadratisch ist, so lisst sich eine 
derartige Biegung nur auf eine Weise ausfiihren. Kin besonderer Fall 
ist noch zu bemerken, wenn die Gleichung (3) identisch besteht, d. h. 
die Gleichungen L =0, M =—0, N=O stattfinden. Sind U, und 
V, resp. Functionen von wu und v allein, so geben die beiden Glei- 
chungen L = 0 und N=0: 


haben, Diesen Werthen entsprechen vier Punkte in der xy-Ebene. Der Begriff 
einer Linie sphirischer Kriimmung wird gewéhnlich nach Monge angefiihrt, ohne 
dass, soweit dem Verfasser bekannt, derselbe sich durch irgend ein Beispiel er- 
liiutert findet. Aus diesem Grunde mégen die beiden folgenden Sitze hier ange- 
fiihrt werden. Existirt auf einer Fliche eine Linie sphiirischer Kriimmung, so 
liegt dieselbe auf einer Kugelfliiche, welche die erstere Fliche lings der bemerk- 
ten Curve beriihrt. Soll eine Rotationsfliiche Linien sphirischer Kriimmung ent- 
halten, so muss die Evolute der Meridiancurve in der Ebene des Meridians die 
Rotationsaxe schneiden, der Anzahl der Schnittpunkte entspricht eine gleiche 
Anzahl Linien sphiirischer Kriimmung, Diesen Satz verificirt man leicht, wenn 
fiir a, y, 2 folgende Gleichungen genommen werden: 
= (V’ cosv + V sinv) cosu, y = (V’ cosv + V sin v) sin u, 
z = V’ sinv — V cos», 

wo V eine beliebige Function von v und V’ die*Derivirte bedeutet, 
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1 oG A OE “ 
(5) SEG cu =2 U, SEG Ov =2)7;. 


Die Gleichung M =O d. i 
@log SEG 2 @E eG 
Cudv EG ww ou 





geht dann iiber in: 
a log & E G 


=as 8 U; V; Ss EG. 
ou ov 
Hieraus folgt: 


(6) Sagat Se 


8 (U+V) U,V,’ 

wo U nur von wu, V nur von v abhingt. Verschwindet keine der 
Functionen U, oder V,, so kann in (6) keine der Functionen U oder 
V constant sein. Die Gleichungen (5) lassen sich schreiben: 


1 WG_y SV(EG@), 1 *VE — V,8 y (EG). 
ov 


VE @éu VG 
Mit Hiilfe dieser Gleichungen geht die Gleichung: 
a i 7 e (3 eV @) _ VEG) 
Ov (Gt ov + ou \Vx Owls rr = 58 V (EG) 
iiber in: 


é log S V Ee G @ log S V(EG) V; OU, __ 
My ov + U, Ow + yt uu I, 

d. i. nach (6): 
~ 1 @(U,U’) 1 @(V,V") U,U+ VY, 
(7) a a ) — Bt a. 
Da U und V nicht constant sein sollen, so kann man in U, U’ und 
V, V’ resp. « und v durch U und V ausdriicken und demgemiiss 
setzen : 

U, U'=9@(U), V,V’' =Y¥(D). 
Die Gleichung (7) wird dann: 

, , J V 
(8) 0° (U) + ¥° (VF) — SOE 
Diese Gleichung ist aber unméglich, differentiirt man dieselbe zuerst 
nach U und dann nach V, so folgt: 

, , © (U) + ¥(V) 

o (0) + ¥ (Y)— SFO =0, 

welche Gleichung mit der Gleichung (8) im Widerspruch steht. Die 
Gleichung (8) kann nur méglich sein, wenn eine der beiden Functio- 
nen U oder V constant ist, dann muss aber nach (6) eine der Func- 
tionen U, oder V, verschwinden, d. h. es ist nach (5): 


oG OE 
©” = 0 oder = = 0. 
Ov 


as J. 


ou 
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In dem einen wie in dem andern Falle ist ein System von Kriim- 
mungslinien plan, die Ebenen derselben schneiden die Fliche ortho- 
gonal, die Kriimmungslinien sind gleichzeitig kiirzeste Linien. Die 
Flichen, welche den Gleichungen L =0, M=0, N=O entspre- 
chen, sind schon von Bour (Journ. de l’éc. polytechn. t. XXII. p. 89) 
untersucht worden, weshalb eine weitere Ausfiihrung derselben hier 
unterbleiben soll. Nur sei bemerkt, dass eine solche Fliche die Enve- 
loppe einer Rotationsfliiche ist, welche sich so bewegt, dass ein fester 
Punkt der Rotationsaxe eine plane Curve beschreibt, deren Ebene zur 
Rotationsaxe senkrecht ist. Im Folgenden sollen diese Flichen aus- 
geschlossen bleiben, also angenommen werden, dass keine der Glei- 
chungen 

oG ( OE oe 


0 


ou ? Ov 
stattfindet. 

Um die Bedingung aufzustellen, welche ausdriickt, dass beide 
Wurzeln der Gleichung (3) den Gleichungen (2) geniigt, scheint es 
am einfachsten zu sein, auf folgende Weise zu verfahren. Dem Punkte 
(x, y, 2) einer Fliiche F' entspreche der Punkt («,, y,, 2,) einer Fliche 
F, so, dass EK und G in beiden Punkten dieselben Werthe haben. 
Fiir beide Flichen sind w und v die Argumente der Kriimmungslinien, 
ferner sollen r,/ und 7,” fiir den Punkt (z,, y,, 2,) dieselbe Bedeu- 
tung haben, wie 7’ und »” fiir den Punkt (%, y, z). Man hat dann 
die folgenden Gleichungen: 


0 VE 1ore eve. 3 VG | 
- 5 r —- 


r r ou 
0 VE _ 1 0VE @aVG._ 1 ave 
on  § t- @ >ou nr, TO 


Diese Gleichungen geben: 


sve. 8.7% «¢ 2 (z re), 





— a. —- oo oe eo 
s 


do or r oo % r Ov 








6VE 1 BYE _ yf 2 (#10) 
wr Ow Ow Hr” }’ 
oder: 
n’r\ a ?) me EE 
| (1 ae | ‘Ov (log se ca ieee 
(9) _an c) 2( re) ee 
(1 rt, ) Ow log rr) ¢ Own 


Da S fiir beide Flaichen in entsprechenden Punkten gleiche Werthe 


, 


hat, so ist r, r,;” =r vr”. Diese Gleichung lisst sich ersetzen durch: 


(10) r, i—w 7," 1+w 


¢ it4e' ¢  1t— 





? 


s 
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m- wo w eine niher zu bestimmende Function von wu und v ist. Mittelst 
10- der Gleichungen (9) gehen die Gleichungen (9) iiber in: 
ie ' oo] ‘ 
a VE 1 1+w dw 1 1\ é@w 
- év bg Ft B-— Gat) F: 
C 
9) @ lo a 5 1 1—w dw _ ( 1 — 3) 32: 
er oe 8 Se” =~ a0 1+ ou i+w 2w) dw 
il Diese Gleichungen integrirt geben: 
(11) Oe nn 18 yt TS ig (ES ws 
a a — *: 
“" wo “, nur von #, v, nur von v abhingt und 
, Cu Ov 
Uy = Ou ? Y = “sy 
ist. Aus den Gleichungen (11) folgt: 
1 VG 1 VEY 
<2» G¢y-EeR- 
es Mittelst der Gleichungen (11) geht die zweite Gleichung (3) von 
te III. tiber in: 
he 1 0 1 @ pa w 1 0 (1 @logw 1 —w? 
n. % ov \v, ¢ ) + u, Ow \u; ou ) —~ 20 
n, Nimmt man «, und », i unabhingige Veriinderliche, so ist: 
u- ‘ 0? log w e?logw  =—s 1 — w? 
mn (13) ou, + of  2w 
Man kann immer uw, = u,v, = v also wu,’ =v,’ = 1 setzen, wie aus 
folgenden Betrachtungen erhellt. Fihrt man u,, v, als unabhiingige 
Variabeln ein, so gehen /E und YG iiber in u,) YE, v,/ VG. Die 
Gleichung: ‘ 
; |e Oty Gz! 
out’? Out’? du® 
E VEG) _| a , dy , o2 
rr |dw’ dw’ Ou | 
de by, a2 
dv’ dv’ dol 
bleibt dann unverindert, wenn direct w—wu,, v =v, gesetzt wird. 
Hieraus folgt, dass die beiden Gleichungen (9) von III. ungeiindert 
bleiben, wenn direct w= wu, und v =v, gesetzt wird. Nimmt man 
in den Gleichungen (11), (12) und (13) u, = w und v, = v, so erhiilt 
man in Verbindung mit (10): 
44 VG i+w VE _1i—w Ab VE _ i+w 
* (iM) = a! 8 Vw wo Ke 
Fx\ 2 (VT 2 7] /72\ 2 
b: (15) &) Bs (™) ts =} - (Uo)—=1. 
r r "1 
& log w eC? logw 1—w 
(=) je Te te 
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Die Gleichungen (9) von III. gehen nach (14) iiber in: 








9 @x 1 OE oa 1 0G Cx 

2 ducv =o EE Ge ou Ts ou ov 

1 dx 1—w dw 1 Ge 

(17) | (1 + w) ou oats =) + 20 du VE ou 
—— 2 oi >» Dw Dp 
(1 — w) @ Ox 4 1+ u dw 1 Ox 

ov \VG ov 20 ov VG ov 
Um die entsprechenden Gleichungen fiir x, zu erhalten, hat man 
nur néthig, in den Gleichungen (17) «=a, und —w statt w zu 


setzen. Ist w bekannt, so ergeben sich FE und G mittelst der Glei- 
chungen : 





(18) vi eVE So). ae VE ay 7 log w 1 oVG = Alogw 


dv = VG Oe er’ VE ou” 


Es lisst sich leicht verificiren, dass a sania 


1\2 ( 7\2 
r r i 
die néthige und hinreichende Bedingung ist, dass beide Wurzeln der 


Gleichung (3) den Differentialgleichungen (2) geniigen. LErsetzt man 
diese Gleichung durch: 








(19) VG ase i+w, VE _ i—# 
a 2Vw r 2Vw 
so geben die oe (4) 
1 —w? _ 1—w* G ea 1 + w? 
Be tie gy5 watitay>, Mom ts, 
wo: . 
ma i+w 
ak. éuav °S Tw" 

Die Gleichung (2) hat in diesem Falle die beiden Wurzeln: 

— 1—w G 1+w G 

otis BE T=—-i-w)VF 


d. i. nach (19): 
r” _am 1+ w\? Yr . 
ata ¢ ? dare io) 
Die erste dieser Wurzeln geniigt den Gleichungen (2), substituirt man 
die zweite Wurzel, so findet man mittelst der Gleichungen (19), dass 
dieselbe ebenfalls die Gleichungen (2) identisch macht. 
Da: 


dcosa ‘aco’ acose\? VE\? (écosa\? dcosb\? acose\? Vey 
)+ ee) '+-( ou y=(F)>( me) + ae ee ee dee Cad 


so bleiben 


VE : VG 


Py 7” 















nom ae 




































Zur Theorie der Flichen. 609 






fiir eine Parallelfliche zu einer gegebenen Fliiche unverindert. Be- 
kanntlich entsprechen den Kriimmungslinien einer Fliiche wieder Kriim- 
‘mungslinien einer ihrer Parallelfliichen. Liisst sich also eine Fliche 
so biegen, dass die Kriimmungslinien Curven derselben Art werden, 
so ist dieses auch mit einer Parallelfliiche derselben der Fall. 

Findet zwischen 7’ und r” eine Relation stait, so kann man 7’ 
und r” als Functionen einer Variabeln ¢ ansehen, die Gleichungen (2) 





an in III. zeigen dann, dass F und G ebenfalls Functionen von ¢ sind. Sol- 
zu len die* Gleichungen (14) stattfinden, so ist auch w Function von ¢. 
i. Die Gleichungen (18) geben dann: 

1 OVE _ 1d0 10VG_ 1 dw 

VG ot ~-" 2w dt’ VR dt ~~ 2w dt- 


oder einfacher : 
. 2w = + /YG=0, 2w = + V~E=0. 

Sind k und k, Constanten, so geben die vorstehenden Gleichun- 
or gen integrirt: ; 
a yE.} Bee, yea) Se. 

2Vw 2Vw 

Setzt man diese Werthe von )/// und YG in die beiden ersten Glei- 
-chungen (14), so folgt: 
k(2k, +1—w) =r" (l+w),k2k+1+w) =7' (1—w). 

Die Klimination von w giebt: 


(r’ — kha) (v” — kkg) = I? (1 + hy)? 


Durch diese Gleichung ist eine Parallelfliche zu der Fliche charakte-— 
risirt, fiir welche r’ r” = k? ist. Nimmt man in der Gleichung (3) 
S constant, so ist eine Wurzel derselben gleich — 1, also r° =r”, 
welchem Falle die Kugelfliiche entspricht, die Gleichungen (2) ver- 
schwinden dann identisch, die zweite Wurzel giebt Fliichen von con- 
stantem Kriimmungsmaass. Aus dem Vorhergehenden ergiebt sich: 


Liisst sich eine Fliiche so biegen, dass die Kriimmungslinien 
nach der Biegung Kriimmungslinien bleiben, so kann dieses 
auf unendlich viele Arten geschehen, wenn ein System von 
Kriimmungslinien gleichzeitig kiirzeste Linien bildet, in allen 
andern Fiillen nur auf eine Weise. Hat eine Fliche die be- 
merkte Kigenschaft, so ist dieses auch mit einer ihrer Paral- 
Va\' lelflichen der Fall. Findet zwischen den Hauptkriimmungs- 

); halbmessern eine Relation statt, so ist, abgesehen von den 
Notationsflichen, entweder ihr Product oder die Summe ihrer 
reciproken Werthe gleich einer positiven Constanten, 












A. Enneprer. 


i : * 


Die in V. gefundenen Gleichungen: 
(1) VG = i+w VE _ i= © VG e 1—w VE = 1+ wv 


= samme 


= ? = 
rT 2 Vw 3 2 Vw r 2 Vw " 2 Vw 





2) 1 aVG _ 1 ow, 1 OVE ___1 sw 
( VE u 20 Ou VG dv 2w ov’ 

@ log w @logw 1—w* * 
(3) Out * a. 9? 


scheinen sich allgemein nicht weiter behandeln zu lassen, da die voll- 
stiindige Integration der Gleichungen (2) und (3) auf uniiberwindliche 
Schwierigkeiten stisst. Um daher zu einigen Resultaten zu gelangen, 
wird es am einfachsten sein, den umgekehrten Weg einzuschlagen, 
also einzelne Flichen oder eine Gattung von Fliichen zu betrachten 
und die in ihren Gleichungen vorkommenden Constanten oder Func- 
tionen so zu bestimmen, dass die Gleichungen (1) erfiillt werden. 

Die Gleichungen (2) lassen sich in einem Falle leicht integriren, 
wenn niimlich EK und G Functionen von w sind, dann zeigen aber 
die Gleichungen (1), dass zwischen +’ und r” eine Relation stattfindet; 
man erhilt wieder das in V. gefundene Resultat. 

Die Flichen, fiir welche die Gleichung (3) von V. identisch ver- 
schwindet, gehdren zu einer allgemeinen Gattung von Fliichen, fiir 
welche ein System von Kriimmungslinien plan ist; es ergiebt sich hier 
die Aufgabe, die Flichen mit einem System planer Kriimmungslinien 
za finden, deren Gleichungen den Gleichungen (1) geniigen. 

Sei das System der Kriimmungslinien, fiir welches v allein variirt, 
plan, dann ist der Ausdruck: 





re: ave = ga ee 
V (BG) cu V (EG) ow 

unabhiingig von v, nach (1) und (2) ist also: 
1 1 @w _ 4 @arc tang Vw 

Vwoitwou ~ ou 


nur von « abhiingig. Bezeichnet p eine Function von w, so kann man 
setzen : 
9 @ are tang Vw ap 
ou ou 


Hieraus folgt: 

(4) Vo = tang } (p+), 

wo q eine niiher zu bestimmende Function von v ist. Zur Verein- 
fachung werde gesetzt: 


‘ a9, 
op por & , Op ie p", ete. 


ou Pp ? ou? 
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Setzt man den Werth von w aus (4) in die Gleichung (3), so folgt: 
(5) (p” + q") sin (p+ 9) = (1+ p? + 9”) cos (p+ 9). 
Von den beiden Functionen p und q soll keine constant sein also der 
Fall, dass eine der Quantitiiten 
ee Pee 
ov =? ou 
verschwindet, soll hier nicht in Betracht kommen. 
Die Gleichung (5) nach w differentiirt, giebt: 


p” sin (p+q) = p’ (p” —q”) cos (p+ q)—p' (14+ p? +4”) sin (p+), 


roll- oder rechts nach (5): 
wal 1+ p?+q?=(p" +9’) tang (p + 9) 
ag esetzt: 
ren, 8 f sie 
ten 4 sin 2 (p+ q)- %- =p” cos 2 (p+ 9) — 4". 
ie- 
Diese Gleichung nach wu differentiirt giebt: 
ren A a ee 
a BR icone a wig 
det; Multiplicirt man die vorstehende Gleichung mit , so folgt durch 
Integration : 
unl ° p” \? Ap’? =: 4f2 
fitr (%, ) + 4r% = 4P, 
hier wo f eine Constante bedeutet. Setzt man: 
lien a 
p an 9’ 
—i——— m — 2p’, 
VR— pw” 
iirt, et: 


multiplicirt diese Gleichung mit p”, so folgt durch Integration: 


VPi—p?=gt+P". 
oder : 
(6) (f—g—p")(f+9+ 9”) = p™. 

Kine einfache Betrachtung zeigt, dass fiir reelle Werthe von p, 
man / und g positiv, ferner / > g annehmen kann. Alle andern An- 
nan nahmen, dureh welche p eine logarithmische oder trigonometrische 
Function von « wird, geben fiir q imaginiire Werthe. Nimmt man in 
der Gleichung (6): 


af =n, 9 = kt, p! = VG=o 08 gp = kn. cos @, 


so folgt: n? (1 — Kk? sin? gp) = gy”, also mp = am (nu + %), Wo %M% 
ein- eine Constante ist. Man kann unbeschadet der Allgemeinheit u) = 0 
setzen, also m = am nu, und: 
, d arc sin (k sin am nu) 
p’ = kn cos am nu = ——— an a 


40 


Mathematische Annalen TI, 














A, Enneper. 





612 


Bezeichnet p, eine Constante, so ist 
sin (p + p,) = k sin am nu. 

Man kann offenbar p, = 0 setzen; die Gleichung (5) giebt niimlich den 

Werth von g — p,, da nun nach (4) /w nur von p + q abhiingt, so 

fallt die Constante p, in //w heraus. Setzt man also 

sin p =k sin amnu, cosp = Aam nu, 


so geht die Gleichung (5) iiber in: 
{(1 + q? — n? + Fn’) sin gq + q” cos q} k sin am nu = 
{+ q? + k?n?) cos q — q” sin q} Sam nu, 

Diese Gleichung zerfillt in die beiden folgenden: 


(1+ q?— n?+-k? n?) sin q+ q” cosgq—=0, (1+ q+ kn?) cosq—q’ sing=0, 
oder: 
q? = n* sin? gq —1— nk, g” =n’ sing. cos q. 

Die Gleichung fiir q” ist nichts weiter wie der Differentialquotient der 
Gleichung fiir q’? nach v. Es ist: qn? (1—k?)—1—n? cos* gq. Nimmt 
man also: n? (1 — k*?) —1 =n’, so folgt: q*==n? (I? — cos* q). Mit 
Weglassung einer unndthigen Constanten erhilt man hieraus: 

cos q =/ sin am (nv, I). 
Die Moduli & und 7 sind durch die Gleichung verbunden: 
(7) 1 = vn’ (1 — k* —P). 

Der Kinfachheit halber sollen die Moduli & und 7 unter der Be- 
zeichnung der Amplitudo weggelassen werden, wobei dann stillschwei- 
gend vorausgesetzt wird, dass die elliptischen Functionen mit dem 
Argumente nu den Modul & haben und / der Modul der Functionen 
vom Argumente nv ist. Die Complemente von k? und /? sind durch 
k’? und 1” bezeichnet, so dass also k*? + k? = 1 und ? 4 /? =1. 
Aus dem Vorstehenden folgt: 

(8) sin p =k sin amnu, cos p = Aam nu, 
sin g = Aam nv, cos q = / sin am nv. 
Ist 6 der Winkel, unter welchem die Ebene der planen Kriim- 
mungslinie die Fliiche im Punkte (x, y, 2) schneidet, so hat man nach 
den Entwicklungen von III: 
very a 
VG VE ecu 
Mittelst. der Gleichungen (1) und (8) findet man: 
(9) cot 6 = ee = kn cos am nu. 
Setzt man den Werth von / w aus (4) in die Gleichungen (1), so folgt: 












(10) | 


(11) 









len 
so 


(11) 


der 
mt 
Mit 
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el- 
em 
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1 VE 


VE_ 1 
sn(p+@)’ rh = cot (p+ 49), > re r = cot (p-+q), 7, sin(p+q) 
Sind a, B, y die Winkel, welche die Ebene der planen Kriim- 
mungslinie mit den Coordinatenaxen bildet, so ist nach den Gleichun- 


gen (7) von II. a=1,, B= m,, y = Mm, folglich: 


cos &@ = cos 4 CosG — cosa’ sin G, 


Ou 


\° — —(cos a sin 6+ cos a cos 6 ) (LP 4 oe) 4 cosa” sin 6 — 


Setzt man: 
0 cos a\2 0 cos B\2 dcosy\? _ / de \2 
a) + Ce") + Ge) — Ge) 


so ist nach (11): 
@ VE , @a r” @ VEY’ 
(12) (32) os é + &y’ + (sin °VG wr 
Mittelst der Gleichungen (8), (9) und (10) folgt: 
(32) __ (Lf tnt) (nm? — 1 Rent) (1 nt) (n® — 1 Bent) 


cu (1+ kn? — n®sin® p® ~ (1-4 k®n® cos? am nu) 


Setzt man hierin nach (7) 1 + ?n? = v?l?, wP—-14+ Pr? —v'P, 
so ist einfacher: 


kh VP i hi oR ie, 
(du ~ A\t?—sint pp) ~~ \1+ kn? cost am nu 


Wird die Quadratwurzel positiv genommen, so folgt: 











(13) Oe il’ ~~ ae 
i du-”~—ss (2? —sintp 14+ Fn? cos? am nu 
Die Gleichung (12) liisst sich durch die beiden folgenden ersetzen: 
VE | @6 . de r 0 VE de 
(14) > + ie = NY > sin 6 Va = 77 = COS @ a: 


Mit Riicksicht auf die Gleichungen (8), (9) und (10) geben die vor- 
stehenden Gleichungen durch Division: 
v ? sin am nv Aam nu + kl Aam nv sin am nu 
tang 9 = cos am nv viv 2 —_}® sin® am nu) ; 
Hieraus folgt: 





aie cos amnv V(T? — k? sin? amnu) _ 
— Aam nv Aamnu + kl sin amnv sin amnu ’” 
ys Y? sin amnv Aamnu + kl Aamnv sin amnu 
C sin gy = ——_ ee — 
Aamnv Aamnu + ki sin amv sin am nu 
1+sing __ v Aamnu + kl sinamnw Aamn +l’ sin amnv 


i—sng JU Aamnu—kisinam nu Aamnv —l' sin amnv 


Aus der dritten Gleichung (15) erhalt man unmittelbar: 
(16) 1 @® kil’ v3 cos am nu 1 op Un 


(15) 








cosm Ou  1-+#®n® costamnu’ cosm Gv cosamnv- 
40* 





0 VE. 
a ov r 
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Die erste der vorstehenden Gleichungen in Verbindung mit (13) giebt: 


1 @8 de 
ain = kn cos am nu _* 

Da nun kn cos am nu = cot G6, so ist: 
17 2% _ cos w cot 6. 
( Oe p 
Die zweite Gleichung (11) lasst sich nach (14) einfacher schreiben: 

oom . , . ” 
(18) — (cos a sin 6 + cos a’ cos G) sin m + cos a” cos @. 
Diese a nach u differentiirt, giebt, mit Riicksicht auf (14) 
und (17): 

= comes 5 = — (cos a cos 6 — cos @ sin 6) *, 


d. i. nach (11): 


2 
: ne + cosa =—0. 


Analoge Gleichungen finden fiir cos 6 und cos y statt. Diese 
Gleichungen integrirt geben: 
cos a = cos A cos ¢ + cos A, sin ¢, 
cos 8 = cos B cos ¢ + cos B, sin ¢, 
cos y = cos C cos e + cos C, sin ¢, 
wo zwischen den constanten Winkeln A, B, C, A,, B,, C, die Glei- 
chungen bestehen: 
cos? A + cos? B+ cos? C=1, cos? A, + cos? B, + cos? C, = 1, 
cos A cos A, + cos B cos B, + cos C cos C, = 0. 
Diese Gleichungen zeigen, dass die festen Richtungen, bestimmt durch 
die Winkel A, B, C und A,, B,, C, zu einander orthogonal sind. 
Nimmt man die Richtungen zu Coordinatenaxen, so kann man setzen: 
cos A=0, cos A,=1, cosB= —1, cos B,=0, cos C= 0, cos C;—=0, 
folglich: 








| cos @ = cosa cosc — cosa’ singG= _ sine, 
(19) cos B = cos b cos 6 — cosh’ sin 6 = — cos ¢, 
cos y = cos ¢ cos G6 — cose’ sing = 0. 
Die Gleichungen (18) und (19) geben: 
cos a’ cosa + cos b’ cos B + cose’ cosy = — sine, 
cos a” cos a + cos b” cos B + cos c’ cosy = 0, 
cos a’ oo “ + cos b’ ook + cos ¢’ oer = — Cos 6 sin g, 
d. i. : 
e (20) fos a’ sine — cos U cose = — sine, cosa’ cos s + cos b’ sin ¢ = — cos 6 sing, 
cos a” sine — cos b” cos ¢ = 0. 
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iebt: Aus den Gleichungen (19) findet man: 
cos « cos b’ — cos B cos a’ = (cos a cos b’ — cos b cos a’) cos 6 
= sin ¢ cos b’ + cos é cosa’. 
Nun ist cos a cos b’ — cos b cosa’ = cos ¢” 
und nach (24) sin ¢ cos b’ + cos ¢ cos a’ = — cos 6 sin g, also: 
ss cos c” = — sin g. Diese Gleichung in Verbindung mit 
cosy=Q und oor == (0 
giebt Ba 
(14) cos c’ = — Cos 6 COS g. 
Die Gleichungen (19) geben: 
cos 6” sin é + cos a” cos € = 
(cos a cos b” — cos b cos a”) cos 6 — (cos a cos b” — cos b’ cosa”) sine 
= — (cos c’ cos 6 + coscsin 6) = Cos 9. 
Es ist also: 
iese (21) cos a” cos ¢ + cos b” sin € = cos 9, 
cos c’ = — cos 6 cos g, cos c” = — sin gp. 
Nach III. ist die Gleichung der Ebene der planen Kriimmungslinie 
im Punkte (2, y, 2): 
(cos a cos 6 — cos a’ sin 6) x + (cos b cos 6 — cos b’ sin 6) y 
ilei- + (cos ¢ cos 6 — cos c’ sin 6) z=Q, 
wo Q nur von wu abhingt. Nach (19) reducirt sich diese Gleichung auf: 
“ee (22) “sin é— y cos é = Q. 
i Die Ebenen der planen Kriimmungslinien sind also einer festen 
ind. Geraden parallel, welche zur Axe der 2 genommen ist. Die Gleichung 
ah (22) nach w differentiirt giebt: 
=(), (z cos € + y sin é€) a + (sin ¢ cos a’ — cos é cos b') VE = a . 
Wegen der ersten Gleichung (20) folgt: 
(23) xzeosée+ysiné = a a oe . 
ou 
Differentiirt man diese Gleichung wieder nach w, so findet man wegen 
der zweiten Gleichung (20): 
— «sine + y cos é = as se a * a) fo cae ° sin g. 
Ou ou 
1g, Setzt man rechts nach (17): 
ing, cos = ae e ? 
so folgt: 











A. Ewnerer. 





: __ @Q @ (sine. VE 
—Cmepymie a Tt 95 (aoe ) 


ou 
Diese Gleichung zur Gleichung (22) addirt giebt: 


7) 4 
COS P Be (cro ) =— (2 + os) ? 
cos @ = 
folglich : 
: sino .VE aQ 
(24) glen cos @ \v—f 2 a (2 + ae 
Ou 


wo V eine Function von v bedeutet. Differentiirt man die Gleichung 
(23) nach v, so geht die linke Seite nach (21) iiber in 


(cos a” cos ¢ + cos b” sin e) //G = cos pm VG. 
Mittelst der Gleichungen (16) und (24) folgt: 


Un AQ 
VG = V’ tama Ving +sing fa wae (2+ 53°) 


Ge 
a de- tang » (+ ae) ‘ 


Der Werth von z — sich einfach auf nee Weise. Es ist: 


(25) 


a = VE. cose’, 


oder wegen (21) 
02 

~ Ow 
Diese Gleichung lasst sich auch schreiben: 


= VE cos 6 cos p = VE sin G . cot 6 cos @. 


ms @ -_ a cot 6 cos? p. 
° cos pm 2* 
Cu 
Nun ist nach (19) 
en oe __ dune 
cot 6 cos*gm = cos @ =a’ 
folglich: : 
_ @ _ sno VE é sin @ 
oe —_ 
cos @ = 


Bedeutet F'(v) eine niaher zu bestimmende Function von v, so giebt 
die vorstehende Gleichung: 


eens 3 + fring 2 (mya) * 


cos 


d. i, nach (24): 








ung 


iebt 





. aus 
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(26) 
—f tang 9 (94 =) 08. 
Es ist 
= VG cos c”. 
Setzt man links fiir ¢ seinen Werth aus (26), rechts fiir cos c” und 


VG ihre Werthe aus (21) - (25), so ergiebt — 


(27) 





OF (v) ee 
= V a, F(v) {r= 


cos am nv 


Nach (7), (9) und (13) ist: 


ae nell’ 7 nll’ 


sine Ow Vii-Fe? n® cos? am nu) V((?—F sin® am nu) 








Mittelst dieser Gleichung, der Gleichungen (25) und (27) geben die 
Gleichungen (22), (23) und (26): 


(28) 


” Setzt 


(29) 


“% sin € — y cos € = Q, 


zeosée+ysins = & + 2 . Ti a ; 


de 
Vin 7 /\ COs am nv 
c= f iden? av + (VG — v’) nl’ ; 








man ferner: 
ee =e La 1’ 
du -——iCiL rt cos?amnu — 12? —F? sin? am nu 
Aam nu BQ 
Q\)aa=—P 
J wna oe - ) 4 





sin am nu at Q ; 
J V(t? — i? sin?am nw) (Ge 1 2) de=P,, 


so ergeben sich, durch Substitution der Werthe von sin gm und cos 


(30) . 


(15) in (24) und (25), fiir “WE und /G folgende Gleichungen: 


: . , E 
(Aam nu Aam nv + &l sin am nu sin am nv) fe = 
LV cosam nv — il’ (PAamn + P, kl sinamm)’, 


. ‘ G 
(Aamnu Aam nv + Kl sin am nv sinam nv) = VG = 


( a Aam nv — Vi? MO 8mn __ gi >) Aam nu 


cos am | no 





eo 
| + (% sin amny — V Samm 4 7 P) klsin am nu. 


cos am nv 
Der Fliche, bestimmt durch die Gleichungen (28), entspricht eine 


andere Fliiche, welche als Biegung der ersteren angesehen werden 
kann. Fiir einen Punkt (x,, y,, 2,) dieser zweiten Fliiche sollen 
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‘tn , , o. ”“ ” ~~ iad ” 
@,, b,, 3 Gy, by, ef 3 «@,", 0”, "5 7, und », 





analoge Bedeutungen haben, wie a, b, ¢ ete. fiir den Punkt (x, y, 2) 





der ersten Fliche. Zu Folge der Gleichungen (10) ist: . 
VE 1 VG 
Tr, = == (p +o ? ,” = cot (p + q) ’ 
folglich : : 
Wee ee Se) / a 
VEG) o VEG) ow ov 


Diese Gleichung zeigt, dass das System der Kriimmungslinien, fiir 
welches wu allein variirt, plan ist. Da die analytischen Entwicklungen 
denen des vorhergehenden Falles analog sind, so sollen dieselben nur 
kurz angedeutet werden. Ist t der Winkel, unter welchem die Ebene 
der planen Kriimmungslinie die Flache schneidet, so kann man setzen: 


Co 
cot t = on = — In cos am wv. 
Den Gleichungen (11), (13) und (14) entsprechen die folgenden: 
COS @, = COS a, COS T — Cos a,” sin T, 
é cos . ” G Ct 
eos “1 — — (cos a, sin t + cos a,” cos 7) ‘¢ + = ) 
ros 1 @eVe 
+ cosa, snt —— -— 
VE Ou 
on KK’ aie —kk A 
oo 0”~—COU i Pent costamny ~ k?—P sin? amnv ’ 
VG 4+ & =—siny » sint 1 aVG = cos on . 
v; ov 7) VE cu ov 


Die letzten Gleichungen geben: 
cos am nu V(k’? — 2 sin? am nv) 
Aam nu Aam nv + fl sin am nu sin am nv 





k’ cosy = 


tot k’2 sin amnu Aamnv + kl sin amuv Aamnu 
sn yy = —____ —_—___ ft 
Aamnu Aamnv + fl sin am nv sin am nv 
Man findet wieder, dass die Ebenen des planen Systems einer 
festen Geraden parallel sind. Nimmt man: 





COs a, COS T — cos a,” sin tT = sin », 
cos b, cos r — cos b,” sin t = — cos 9, 
cos ¢, cos T — cos ¢,” sin tT =O, 
so ist die Gleichung der Ebene der planen Kriimmungslinie: 
x, sin y — y, cos y = O, 
wo ® eine Function von v bedeutet. Mit Hiilfe der vorhergehenden 
Gleichungen und der folgenden: 


1 @ kn 1 @ . 
4 a —, - = cot t, cos c, = cos w sin T, 
cos wy Cu cos amnu cos Ww Cn 
cos¢,’= sin y, cosc,” = cosy cost, cosa,” sinn — cosb,” cosy = —sint, 


cos a," cos y-+-cos b,” sin y = — sin y cost, cos a,’ cosy + cos b,’ cosy = cosy, 
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lassen sich die entsprechenden Gleichungen zu den Gleichungen (28), 














2) (29) und (30) herleiten. Diese Gleichungen sind folgende, in denen 
.U eine Function von w bedeutet: 
“x, sin y— y, cosy—, 
i ~ VG OV (K* — F sin? am uv) 
(31) x, cosy + y, sin ee 
Uk'n 5 ,\ cos am nu 
—h= J cman 6 + VWE-U') ~Y- 
fiir , 
en ee: ee — Kk’ 
; cvo—“‘<i‘iaiC HPP Cos2@amnv  —~—H? — 1? sin? amnv ” 
‘ Aam nv (Ge 4+ an = @ 
i (32) J Vik2?—sin?am nv) \ en? ) 4 ’ 
ali ‘ sin am nv ‘2D oon ia 
J Vik? —? sin? am nv) (5 ' ) 4 @ - 
L: . . VE 
(Aam nu Aam no + ki sin am nu sinamnv) —— = 
U' vo Sin am nu , 
( , Samnu — Uk? eo She @) Aamev 
2s _— A am nu ‘ 
(33) + (=. sin am nu — U oe ee k'@) kl sin am nv, 
(Aam nu Aam nv + Kl sin am nu sin am nv) VG 
n 
= — kU cosamnu + kk’ (QAam nu + Q, kl sin amm). 
Die vorstehenden Gleichungen enthalten die beiden Functionen ® 
und U, welche mit den Functionen Q und V auf folgende Weise zu- 
sammenhingen. Vergleicht man die Werthe von = aus (30) und 
(33), so folgt: 
er kU cosamnu + kill’ (— P, Samnw + P sin amnu) = 
Vv’ 9 sin am nv ca i 
(— = Sama + Vi? t+ kk @) A am nu 
+ (-— V" sin amnvu-+ V Soe. + kk’ Q,) kl sin am nu 
n cos am nv of ‘ 
Da nun V, Y, Q, uur von v abhiingen, so miissen die Factoren von 
Aam nu und sin amnu auf der rechten Seite constant sein. Sind 4 
on und w Constanten, so ist: 
( Ee v’ ' 1 sinamnv. 47, 
(34) kk’ Q@ — = Samu + Vi a ak, 
re ‘ Jor Aamnv 
t, \ kk’ Q, — = in ame + V cosamny ~ 
Ucosam nu+ Il’ (—P, Aamnu-+ Psinam nu) =4 Aam nu -+ ulsinam nu. 
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Differentiirt man die vorstehende Gleichung nach uw, beriicksich- 
tigt die Werthe von 
oF aa & 
Cu ou 
aus (29), so erhalt man eine zweite Gleichung zwischen P und P,. 
Diese Gleichungen geben: 
wet = A am nu — Uk? SS — ul, 


(35) cos am nw 


’ uv . A am nu 
ll P, + ra sinamnu — U mame. — A. 


Da Q und ® verschwinden kénnen, also auch P, P, und Q, Q,, 
so ist es am zweckmissigsten, die Werthe von V und U aus den 
Gleichungen (34) und (35) darzustellen und dieselben in die Gleichun- 


gen (30) oder (33) zu substituiren. Man erhilt dann fiir // Z und /G 
die Gleichungen: 











(Aamnu Aamnv + kl sinam nv sin am nv) # = 


(36) }— (kk’ Q, —u +l P) lAamm + (Kk Q—A—ll' P,) ki sin am nv, 
(Aamnu Aam nv + Kl sinam nu sin am nv) ad = 
—(U’P, +4—K# Q) kAamnu 4+ (Uo P—ut+kk'Q,) kl sinamnu. 


Die “Epc (35) geben: 








k'n ,@ sinamnw ueP—wl @ A amnu 
cos. ae = (UP ,+-A)k = ou cosamnu Kk @w cosam nu? 
U’ cos am nu _ sin am nu WP—wl Aamn 
1) a = (UP, +4) kK cosamnu k’ cos am nu — 
Hieraus erhalt man durch partielle Integration: 
> k’'nU U’ cos am nu 
—————— 9% — = 
cos am nu nk’ 
W fi a cm eP __ k’ sin amnu =) , 
cos am nu k ou Cu 


Die Differentialquotienten von P und P, nach wu ergeben sich leicht 
mittelst der Gleichungen (29). Auf diese Art findet man: 








> K nU Reh ace Uv" cos am nu 
J cos am nu = aa 
Il’ cos am nu 
eres. Q ) de, 
(37) k Vit? — k? sin? amnu) a - 
Unv Sth v’ cos ammo __ 
J cos am nv bag at 
4 cos am nv 
rm ++ ® ) a 
Vk? — sin? amnv) (Fe + i 


Die Functionen P, hod Q, Q,, welche in /E und /G  vorkom- 
men, sowie die Integrale (37) in den Gleichungen fiir z und z,, las- 
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sen sich leicht durch Einfiihrung von zwei neuen Functionen an die 
Stelle von Q und ® durch Functionen ohne Integralzeichen darstellen. 
Durch partielle Integration folgt: 


x fu Ga + 2)e— HT — 7 2+ f 2 ( : Gat + H) oe. 


Ge ir ou 1'2 —k2 sin? am nu 


ou T2—Ksn?amnu °’ Ge 1’ 





ist: 


‘ Ww Q aH 
My (38) Je (Ge + H ) oe = Jez — k? sin? am nu (Ge + H) Ou. 


on Fiir: 
sin am nu 


n- 
rd H= 
G Vl’? — k sin? am nu) 





@H +H n sin® am nu 
at p. 
~~ Var 2 — i? sin? am nu n 


f? - -- - k? sin? 1? am nu 
W, i= “A? 


babe k? cos* am nu — 
am nu! . 


Da =1—kR—P = [? — PB, 580 ist: 


n 


@H af ” oe 2 

a + H=— —, sin amnu- (1? — i? sin? amnu) “- 

Je nachdem H-./ (I? — k? sin? ammu) einen der Werthe 
sinamnu, cosamnu , Aam nu 

hat, findet man fiir: 


CH 
- Ts 


, ° _ 
(U2— ke? sin? am nw) % 





die Werthe: 
ne cos am nu n? 


= = sin am nu, a ty eral. Te 


ht Die Reduction eines Integrals von der Form des Integrals (38) 
besteht in der Ausfiihrung der Integrale: 

» i Q V ((? — k sin? am nu) 0-du, 
wo 9 eine der Functionen sin am'nu, cos am nu, Aam nu ist. Diese 
Integrale lassen sich simmtlich ausfiihren, wenn man setzt: 


1 @U,/ damnu 
QyY (Ul? — i sin? am nu) = — © ‘cae CE WU’ A am nw 


A am nu. 





k2 2 U, sin am nw cos am nu 
A > 
l- Cu 


== 2 ist Genau das- 
ou 





~- wo U, eine beliebige Function von w und U,’ 
selbe Verfahren lisst sich auf die Integrale in Beziehung auf v an- 
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wenden. Da die Gleichungen durch diese Reductionen an Einfachheit 
verlieren, so sollen dieselben nicht weiter ausgefiihrt werden. 

Ist fiir die Fliche, definirt durch die Gleichungen (28), das Sy- 
stem der Kriimmungslinien, fiir welches wu allein variirt, sphiirisch, 
so findet die Gleichung statt: 

= E i. E 

yE-ro+ ZF ro, 
wo F'(v) und F, (v) Functionen von v sind. Mittelst der Gleichungen 
(8), (10) und (30) geht die vorstehende Gleichung iiber in: 
{F (v)— v} In cos amnv + { F, (v) A am nu + nkil’ P,} 1 sin am nv 
= {k F,(e) sin amnu — nll’ P} Aamne, 

Diese Gleichung nach w differentiirt giebt nach (29): 

, (v) cos am nu = Weta i 
Hieraus folgt unmittelbar, dass F, (v) constant ist. Die Fliche ist 
also eine Parallelflache zu derjenigen, fiir welche F’, (v) = 0 ist. 

Nimmt man F, (v) = 0, so ist: 

AQ 
Q+ Fe =9, 
d. h. Q = a sin € — yy cos €, Wo %, y, Constanten sind. Dieser 
Werth von 2 in Verbindung mit den beiden ersten Gleichungen (28) 
zeigt, dass sich die Constanten x,, y, nur auf eine Verschiebung des 
Anfangspunktes der Coordinaten beziehen. Nimmt man also x = 0, 
Y = 0, so ist auch Q=O0. Die erste Gleichung (28) giebt dann 


(39) 


x sin é—ycosé=Q(Q und cos a” sin ¢ — cos b” cos e = 0, 
folglich: 
(40) («— V cos a”) sin e — (y — V cos b”) cos e = 0. 


Wegen F, (v) = 0, P=O, P, =0 erhialt man aus (39) F'(v) = V. 

Ist (€, 4, §) der Mittelpunkt der osculatorischen Kugelfliche im Punkte 

(x, y, 2) der sphiarischen Kriimmungslinie,~so hat man, wegen 
F,(v) = 0 und F(v) = JV: 


—&=—2«— Veosa’, n=y — V cosh”, = 2z— Veose”. 


Hierdurch geht die Gleichung (40) iiber in: & sin ¢ — » cose = 0. 
Da nun « nicht constant sein kann, ferner €, 9, € nur von v abhin- 
gen, so ist die Gleichung & sin « — 9 cos ¢ =O nicht anders még- 
lich, als fir § —0, 4 =O, der Mittelpunkt der osculatorischen Ku- 
gelflache liegt auf der Axe der z. Aus dem Vorstehenden ergiebt 
sich: 
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Lisst sich eine Fliche mit einem System planer Kriimmungs- 
linien so biegen, dass dieselben nach der Biegung Kriimmungs- 
linien bleiben, so sind die Ebenen des planen Systems einer 
festen Geraden parallel; dasselbe findet fiir die deformirte Fliche 
statt. Ist das zweite System der Kriimmungslinien der primi- 
tiven Fliche sphirisch, so ist dieselbe eine Parallelfliche zu der- 
jenigen, fiir welche die Ebenen des planen Systems simmtlich 
durch eine feste Gerade gehen. Diese feste Gerade enthiilt 
gleichzeitig die Mittelpunkte der osculatorischen Kugelflichen 
des sphirischen Systems. 














Integration der Gleichung 
o2mt+i y i 


durch Bessel’sche Functionen. 


Von E. Lommet in ERLANGEN. 


1. In meinem Schriftchen iiber die Bessel’schen Functionen*) 
bilden die beiden Gleichungen: 








am (e-3 Jv) o(—ap-s- Ft den 
oz™ 
und 
am am (3 iy: vz)) = (4-2 : 2 Ivr), 


in welchen v eine beliebige reelle Zahl vorstellt, die Grundlage der 
Untersuchung. Schreibt man in der ersten —y statt v, so lauten sie 





am (23 J Vi ——— m—v 
(1) on (e5 Jy WY = (—f)n-e Pe 
on 22 JV ee — (m—v) 
(2) (i iva) —: (4)” -Z 2 J(vz) e 
Nun werde 2 m 1 statt m und sett statt v gesetzt; dann hat man 
g 
2m+1 ) — om 
Pett - Ji Vr . - “i & 
(3) a eal” | > a (4). 2 J(vz) , 
ots 2m-+1 Qm-+1 
(4) eo (sa 4 "Tin a a ae 


4 2 
or ~— oer" +s Ive) 


Addirt man diese beiden Gleichungen, nachdem man die letztere mit 
é = Y—1 multiplicirt hat, so erhailt man: 


*) Studien iiber die Bessel’schen Functionen. Leipzig, 1868. 
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pgm WP Jivi) +idval)= 
2mp1 fF _ 2m+1 ont 
iG@et.s © Es, +i Jen). 


Wird nun in dieser Gleichung 


2m+1 __ 2m-+1 2m-+1 
4 2 ‘ 2 
@ la +1 a] ag 
gesetzt, so verwandelt sie sich in die Differentialgleichung 
2m-+1 ou-+i y a 
#2 dgmtt — Oempi Y> 
welcher sonach der vorstehende Werth von y als particulires Integral 


geniigt. Durch die Substitution z= px geht sie zunichst in folgende 
iiber & 





2m-++1 
2m-+1 O2m+ly ip 
=? ; ouemtt Pr D2m-+1 -y- 
Bestimmen wir nun p aus der Gleichung 
d 2m-+1 
ip 2 
gion = 1, 
so gelangen wir zur Differentialgleichung 
m+4 o2nt+lh, 
£ y = + y. 


on? m-+1 


Fiir p aber findet man 


p= 2(F iit, 

Da nun, wenn unter 7 durchaus ein und der nimliche Werth von 
VY — 1 verstanden wird, die (2m -+- 1) Wurzel aus i 2m-+ 1 ver- 
schiedene Werthe hat, so liefert der obige Ausdruck von y, nach Kin- 
fiihrung von z=px, 2m- 1 verschiedene particuliire Integrale der 
letzten Differentialgleichung,° und wir sind sonach im Stande, deren 
vollstiindiges Integral anzugeben. 

Das vollstiindige Integral der Differentialgleichung 


r ormtly all 
(6) amt} + ae ty =O 
heisst: 
ceet pm [ -m—4 ’ m+4 ] 
(7) y=a ZC, |SQapvz) + tIQapvea)], 


po 
wenn unter O), &, Gy, ... Ham die 2m + 1 Wurzelwerthe der Glei- 
chung or) — + %, und unter Cy, C,, C,, .. «Com 2m + 1 willkiir- 
liche Constante verstanden werden. 
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Die Subtraction der Gleichungen (3) und (4) wiirde zu demselben 
Resultate, nur mit Vertauschung von + i mit — i, gefiihrt haben. 

2. Das Integral der Differentialgleichung (6) ist also darstellbar 
durch Bessel’sche Functionen mit gebrochenem Index. Wenn aber, 
wie hier, der Index ein ungerades Vielfaches von } ist, so lisst sich 
die entsprechende Bessel’sche Function in geschlossener Form durch 
endliche Reihen, welche noch mit Exponentialgréssen oder Sinus und 
Cosinus multiplicirt sind, ausdriicken. Man hat nimlich*) 


m+4 : e# » (m+ 1) my i2 
(8) J(z) = i—- 1) m-+l gm+l . —< = or . nw 
’ e— ts (m+ 1)“ mv-1 42 
m+l , Paes ae AE ea ee 
s(t he a ele Qa za? 
wo die Summenzeichen andeuten, dass dem q nach und nach alle 
positiv ganzen Werthe von 0 bis m beizulegen sind. > 
Um einen ahnlichen Ausdruck fiir 
—m—4 
J(2) 


zu erhalten, stellen wir die Vermuthung auf, dass diese unter der Vor- 
aussetzung eines positiv ganzen m entwickelte Formel auch noch fiir 
negativ ganze m giltig bleibe. Schreibt man also — m—1 statt m, 
so wiirde 
—m—4 we e* y (m+ 1)” my/—" 49 

(9) tio whew meee 
(m + 1)%4mv—! 42 

Qa? a 
sein. Durch Addition dieser beiden Gleichungen, nachdem die erstere 
noch mit ¢ multiplicirt worden, ergibt sich zuniichst: 





+ (— Imm FB (— 





ay 4S [1+ cys] Fe otyem os 


2/2 2q 
aliem ©@ (m+1)mi—1 i 
[1 — (1p }se 2 OH 
woraus erhellt, dass die Fille eines geraden und ungeraden m bei der 
weiteren Behandlung getrennt werden miissen. Setzen wir demgemiiss 
guerst 2m, i 2m . 1 statt m, so erhalten wir: 


(10) Je + - —_ ie Stee & 





292 2a 


(11) Jie) % i ae ° 
(2 m +2)" (2Qm+1)¥" i 


2Qa/2 2 





= — 2(—1)%5 iF 2 Ie 





*) L. c. § 16. 





















—_ eS “” 


er 
Ss 
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Fiihren wir jetzt diese Ausdriicke in die Formel (7) ein, so erhal- 
ten wir das Integral der Differentialgleichung (6) in vollstiindig ent- 
wickelter Form wie folgt: 

Der Differentialgleichung 
am+4 aimtly 





(12) ad aatmtH + = 0 
geniigt als a pee 
; =< 4m 1, ity te (2 m + 1)" 2m a q 
= = 
wenn oAmrl = + a 7 ist 
Der Differentialgleichung 
out FY a es | ms 


geniigt als vollstindiges Integral 
= 4m-+2 = SP (2m-+2)a (2m-+- 1)" a q 
15 _— mee PF . C, e72i@yVe ( Baa ) 
(15) y==2 -. 2 = 4a aV x ? 
wenn or+3 == + 7 ist. 


3. Um die oben aufgestellte Vermuthung, dass die Entwickelung 
(8) von 
m+} 
J (2) 
auch fiir negative m gelte, zur Gewissheit zu erheben, verfahren wir 
wie folgt: 
In dem oben citirten Werkchen sind die Bessel’schen Functio- 
nen mit negativem Index definirt durch die Gleichung 
I(e) —(— 1p - "EZ" (— aye {me Te ee de), 
po . 
durch welche es gelingt, jede Function mit negativem Index durch 
solche mit positivem Index auszudriicken. Wir erhalten daraus z. B. 








a cette 5 he 4 s 
ee et a a ee 
ria-s 438. 2 +3. cy + 3- z 
Aus enewer Formel (8) aber ergicht sich ) 
4 siz is 
Fm te * ee 
Pa fetta) fa (t-5) 


Mathematische Annalen TJ. 41 






























(17) 433 


Durch 





fel zu setzen, bleibt 


jedes reelle v giltige 


Ihr zufolge muss 
—m—2— 4 


J (2) 


sein. 


+ V2 ne 


J’(e) = 22=) J@ — Je 





( st — 5)—i5— (1-2-5) 
Zz 2 Vexz e #2 

ce (1 67 15 ) 

V2xz ze a Pa iy z° 


V2xz 


e-® 


Einsetzen dieser Werthe in die Gleichungen (16) findet man 


J _. e* e7t 
V2xz V2xz 
—% ei , i e-iz i \ 
ae gee ( +) —.§ Q—+ 
(18) Vee oe 5 “) 
= ee 3i 8 e-# 313 
J=— Fe (1+ F-S) (1—$-), 


roy V2 nz 


und kann sich jetzt leicht iiberzeugen, dass diese Gleichungen genau 
ebenso aus der Formel (9) hervorgehen, dass diese also jedenfalls fiir 
m=, 1 und 2 giltig ist. 


Um ihre allgemeine Geltung ausser Zwei- 
jetzt noch iibrig zu zeigen, dass die Formel (9), 


wenn sie fiir zwei aufeinanderfolgende Werthe von m zutrifft, jedes- 
mal auch noch fiir den nichsthdheren Werth von m giltig sein muss. 
Um diesen Inductionsbeweis zu fiihren, wenden wir uns an die fiir 


Recursionsformel 


5) - 


—m— j 


=—— *#t' 3H '- 56) * 


Gemiiss (9) aber ist 














—m—1— iz \a/ , 
sev? . zis) * ae #- (5 gy Oy (m$2)a (m + 1/1 ae 
— = Ie) + (Rm+3) F— 2 a ati 
: en? (m+ 2)9/1 (m+ 1)/-1 {eH 
— 1)" 2m 3 ——— & —1)2 > ° ae 
‘ + ( ) ( + ) V2xz ( ) 2Qq/2 Vat 
un 
Tic) e@ ett 
— Js — «<= qm ———— - 1 m qm wed * 
() V2x"z ( ) V2xz 
_ @ (m a 1)te!! matly—t gett 
am: Os — Gas Tearnaing 2 qe” <i grt 
ee as - a (m1) met ge 
— (ip: ed iy’ - aaa ae? 





(2a 
__ (m- 
__(m- 


__ (m 


i 


Si 


d. 
di; 













grt 
Vert 








__ (2m+3)(m+3)2-!! (m+ 2) 
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welcher letztere Ausdruck sich von dem sub (9) nur dadurch unter- 
scheidet, dass die ersten Glieder der Summen abgesondert wurden, 
indem man zuerst g = 0, und dann g + 1 statt q setzte. Fassen wir 
nun die beiden mit e* behafteten Summen in eine einzige zusammen, 
so erhalten wir zuniichst 

Po s (m-+-2) (m-+-1)v—-! - (2m+ 3) , (m+1)H' merr-! jot 
V2xz ee et > Qe+1/2 F grt 
Mit dem eingeklammerten Ausdruck kann aber folgende Umformung 
vorgenommen werden: 


(2m + 3) (m+ 2) (m+ 1)¢—4 (m--1) 2H gaat 
cn, « oh  aiane 


202 2? . (2g + 2) 


- (m + 3)2-™ (m + 2)¢+ —a (2m 434 (m +- 1 — q) (m — g) 


202 2q¢+2 


_(M@ $3)" (mF eH! (M424 Q (M4340 





-_ 2g +2 


_ (m+ BH (mf aye 


Daz 
und die obige Summe nimmt folgende Gestalt an: 


e = (m + 3)tH4 (m + 2)rtV/—-1 ett 


ee ‘ 
V2 me 2 qt+1/2 girl 

Fasst man ebenso die beiden mit e~* behafteten Summen in eine zu- 
sammen, so findet man 

en 1 3)a+1/1 (ma D)\a+H/-1 gett 
aad (— 1)" oe P 4 (-- 1) r (m + 3) (n a ) 2 - 

V2nz Doz grt 
Die vorhin in dean Ausdruck fiir 
—m— 4 
J(z) 

abgetrennten Glieder kénnen als erste Glieder den jetzigen Summen 
hinzugefiigt werden, was einfach dadurch geschieht, dass man in die- 
sen q statt g + 1} schreibt. Man hat alsdann gefunden 





—m—2—1 . pis 2\o/1 9) q/—1 ,g 
Je) ta — in Boy (MH $3) (MH 2) | 
©) * a Dai n 
= aie, ae (m+ 3) (m+ 2)/- a4 
iP ee ee ae 


Diese Formel unterscheidet sich aber von der Formel (9) nur darin, 
dass m-+ 1 an der Stelle von m steht, und iiberzeugt uns dadurch, 
dass der letzteren allgemeine Geltung zukommt. 


4* 


+ (m +-3)2— (m + 2)2+¥-!. (m--1—q)(m—q) 
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4. Unsere Gleichungen (10) und (11) fiihren unmittelbar zu einem 
bemerkenswerthen Satz iiber die Quadratsumme zweier Bessel’ schen 
Functionen, auf welchen hier im Vorbeigehen aufmerksam gemacht 
werden soll. oe man nimlich in 

—2m—4 ef sy mt 1)? 2mr/— _ 


(10) J() + it (= — 1): /Tus SE 2? 





— i statt 7, so xy man 


(10*) I@ i I@) J i, - mf 1)e" 2m it 














— 1) 
24/2 
Multiplicirt man diese beiden cilities mit einander, so kommt 


(19) Ge’) 4") 


2 (2m -+- 1)? (2m + 1)2 2mP/-* 2mav/—-* Pte 
~~ ne 22(—1) Qr/t Qa? ~ * gee 





Verfaihrt man ebenso mit Gleichung (11), so erhailt man 


20) Ge 4 Ge) 


a Es(—1)0- a (2m+-2)1 (2m--1)?/—(2m-+-1)/—!_ ieta 
ss Dp? Dah a 





Beide Gleichungen (19) und (20) kénnen in die eine 


Go )+Go) 


2 (m+ 1)?7 (m+ 1) me ma" peta 
Ee oa 


zusammengezogen werden, welche sich, weil 

(m + 1)?4 mv— = (m + 1 — gq)?! 
und (m + 1) mr/—! = (m + 1 — p)Ptit 
ist, auch in folgender Weise schreiben liisst: 


7 


(7@) V+ G@) = 2 zx-1)- otioar, Gee 


=. 





wo p+q=r,r gesetzt wurde. Ist nun r ungerade, so ist in der end- 
lichen Reihe zur Rechten der Coefficient von > eine Summe aus einer 


geraden Anzahl von Gliedern, welche paarweise gleich und entgegen- 
gesetzt sind, d. h. dieser Coefficient ist Null. Schreiben wir daher 
lieber 2” statt 7, so haben wir: 
— i Ag, 
(a2) y 4G) -2 = zr ° 
Dabei wird der Coefficient A:, aus der Gleichung 
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m : m 1— p42 (m 1 — q)1 
~ ak tyre. { + 0 —* 1—gP" 
ht 


bestimmt, in welcher fiir jeden speciellen Werth von r die zusammen- 
gehdrigen Werthe von p und q stets der Bedingung p+ q = 2r ge- 
miiss gewiihlt werden miissen. Beriicksichtigt man den Umstand, dass 
weder p noch g den Werth m iiberschreiten kénnen, ohne das ent- 
sprechende Glied der Summe zum Verschwinden zu bringen, und dass 
4 je zwei gleichweit von der Mitte abstehende Glieder einander gleich 
4 sind, so lisst sich eine wesentliche Verminderung der Gliederzahl er- 
, reichen. -Giebt man z. B. dem yr seinen héchsten Werth m, so dass 
p+q=2m wird, so kann nur p=m und q = m sein, und die 
obige Summe reducirt sich auf das einzige Glied 


12/1 2 
Aon, om (Sar) P 


Ueberhaupt kann durch eine geeignete Umformung, deren Ausfiihrung 
. hier zu weitliufig wiire, jene Summe stets in ein einziges Glied zu- 
sammengefasst werden, und zwar hat man, wenn zweckmissiger 
m—r statt r geschrieben wird 
























{ (2m + 1 — 2ry' (= +1— ——F 
ee re ee ne Qm-r 
‘Wir haben also schliesslich folgenden Satz 
—m— m+4 2 
2) + (7 (2) ) 
, (21) 2 > (2m = S -- 2r)" (m+ 1 —ryr—"\? 1 
= Az < Qm—r i Be gam—2r’? 


d. h. die Summe der cia zweier Bessel’schen Functionen, deren 
Indices gleich, entgegengesetet wnd ungerade Vielfache von 
1 2m-+1 
3 (néimlich + - =t rt) 
sind, ist rational ausdriickbar durch eine a + 1) gliedrige nach nega- 
tiven ungeraden Potenzen des Arguments fortschreitende Rethe. 
Im Kinzelnen wiirde man z. B. erhalten: 


1. OF GF. A 

ar —%y F 

: GYiG ==(1+3 

ar (21°) I y4 (7) = (1 +3 + =) 


is bss on at + at a+ *) 
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Die erste dieser Gleichungen erinnert an den Satz 
(+ (IH) = 
welcher in § 17 des oben citirten Werkchens fiir diusserst grosse Werthe 
von 2 bewiesen worden ist. Dieser Satz lisst eine Erweiterung zu, 
welche wegen ihres innigen Zusammenhanges mit dem soeben bewie- 
senen Thomsen See Reon _ igeaghagin werden neat. Man hat nimlich 


Ie). = (— 1)" ys * COS (. — oe mu ' 


ir VE sine — He). 


Addirt man die Quadrate dieser beiden Gleichungen, so erhalt man 


zuniichst 
j or) 2n+1+e 2 
J(e) ) + \I@ ~_S 
oder, wenn man 


2m + e=vund 2n+ 1+ ¢=— 2(n —m) +14+2m+e = 2k+1+0 


setzt: 


2) Gia) + Gs") = 


d. h. die Summe der Quadrate zweier Bessel schen Functionen, deren 
Indices um eine ungerade ganze Zahl verschieden sind, niihert sich bei 
wachsendem z dem Quotienten = . 

Wie man sieht, kann der Satz (21), welcher fiir jeden Werth von 
z gilt, bei dusserst grossem z als specieller Fall des Satzes (22) be- 
trachtet werden. 

5. Ankniipfend an die Resultate des vorigen Paragraphen diirfte 
hier eine Bemerkung am Platze sein iiber Entwickelungen, welche nach 
Quadraten von Bessel’ schen Functionen fortschreiten. In § 15. des 
schon mehrfach citirten Werkchens ist folgende Gleichung aufgestellt: 





2 


Setzt man darin zuerst v = 4, dann v = 3, so gelangt man zu 
folgenden zwei Gleichungen: 


2 S(Qp+ 4) (IPH)? = (I-34) 


ze | ro 


(23) 4 
& EQpt+ 9 (Jet? = hy. 


m | be 


Addirt man sie unter Riicksicht auf die erste Gleichung (21°), so er- 
hilt man 















j 
le 


U 
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= (2p + §) (J? + 4 J (2p + 3) (w+? = 2 


Wird nun beiderseits nach z integrirt von 0 bis z, so erhalt man 


6 2p+1\ 2 
3s p+! (7°) 


™ 


(24) 


oder 


» 
~ 


ale 


= 12 32 B\2 
Pas) 430) 440) 4+--. 
Subtrahirt man dagegen die Gleichungen (23) und beriicksichtigt, dass 
a 2, 9 2 9 
(y ') _ (y ') = —, (cos’z — sin? z) 


2 
“ 


= — cos2z 
mz 
ist, so erhilt man nach durchgefiihrter Integration 
a: 9 2p+1\ 2 
or en? ~—s og, » 2pt+i ek 
(25) = = z=(— 1)? - = J 2 


oder 
sin 22 


ate a (s*) — 3 (o*) 44 (a') —4 -- 


Die Gleichung (24) bildet ein Seitenstiick zu den Gleichungen 


L= IPFA IPFZOP HAP +- 
FHL + RTS + PTY + LI +- 
an welche ich in jenem Werkchen die Bemerkung kniipfte, dass itiber- 
haupt fiir stetige und eindeutige Functionen, wenigstens fiir solche von 
geradem Grade, eine Entwickelung nach Quadraten von Bessel’schen 
Functionen mdglich sein diirfte. Diese Vermuthung hat durch Neu- 
mann’s Untersuchungen*) ihre Bestiitigung gefunden. Aus den ge- 
genwirtigen Formeln (24) und (25) geht aber hervor, dass auch fiir 
Functionen von wungeradem Grade eine Entwickelung nach Quadraten 
von Bessel’ schen Functionen méglich ist, wenn man nur die Bessel’- 
schen Functionen in dem naturgemiass erweiterten Sinne meines Schrift- 
chens auffasst. 
6. Kehren wir jedoch zu unserer Differentialgleichung 
m+} 2-1 4 sat 
y pale +0 


zuriick. Das vollstiindige Integral derselben wurde von Liouville**) 


in der Form eines vielfachen Integrals, nimlich 


nt es 3 2s Vi 
ime (Gere + Creve fort Cmpe ) dom 


*) Berichte der K. Siichs. Gesellsch. der Wissensch. Jahrgang 1869. Pag. 221. 
Im Auszuge in diesen Annalen Bd. II. Pag. 192. 
**) Liouville, Journal de l’école polytechnique, Vol. 15. Cah. 24, 1835. 
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von Spitzer*) dagegen durch einen Differentialquotienten hdherer 
Ordnung, naimlich 


2a Vx 
y= arrs — (C,cave + C,e%Vet---+ Compe “tT *) 


dargestellt. In beiden Formeln bedeuten 4,, 4,, ... Amt: die Wur- 
zeln der Gleichung 
Aim+1 = + | 

und C,, C,, ... Con41 willkiirliche Constante. Man kann sich leicht 
iiberzeugen, dass beide Formen mit dem oben gegebenen Integral iiber- 
einstimmen. Dieses letztere scheint mir jedoch einerseits den Vorzug 
zu besitzen, dass es, vollstiindig entwickelt, keine weiteren Rechnungs- 
operationen mehr erfordert; andrerseits steht es in engem Zusammen- 
hang mit dem von mir**) gegebenen Integral der Differentialgleichung 


an Ps amy es as 
Das vollstindige Integral dieser Gleichung lautet niimlich 


nm p=m—1 


@1) yaad” 3S (A,I™Qife,z) + BY" @iVe,a)), 
p=0 


wenn unter @, @,, @, ..-+, @m—1 die m Wurzelwerthe der Gleichung 
a” a= + 1, und unter A,, A,, A,, ---, Avr, B,, B,, B,, -.-; Bur 
2m willkiirliche Constante verstanden werden. Wenn man _ bedenkt, 
dass fiir ein gebrochenes m die alsdann nicht mehr existirende Bes- 
sel’ sche Function zweiter Art Y™ durch die entsprechende Function 
erster Art J-” mit negativ gebrochenem Index vertreten wird, so 
fillt die Analogie des obigen Integrals mit dem in Gleichung (7) ge- 
gebenen sofort in die Augen. 

Die Gleichung (26) ist ebenfalls sowohl von Liouville als von 
Spitzer integrirt worden. Nach Liouville lautet ihr Integral 


(28) y= f G, rs + @, ens 5 a Ce vz) dec”? 
nach Spitzer dagegen: 
(29) 2 oe (c 2a, Vx Ve, ’ 2am V2) 

: y= om ye + C,e +--+ + Cne ‘ 

0x 
In beiden Formeln sind 4,, A,, ..., dem die 2m Wurzeln der Glei- 
chung A = -+ 1 und C,, C,, ..., C2, willkiirliche Constanten. 
Diese mit Integrationen und Differentiationen mit gebrochenem 

Index behafteten Formen des Integrals miissen nothwendig mit der 
Form (27) iibereinstimmen. * Demnach miisste sein: 





*) Spitzer, Studien iiber die Integration linearer Differentialgleichungen. 
Wien, 1860. 
*) L. c. § 33. 
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out j p=%m—1 ‘ WAyt4 Vz 
a a ad - 
(30) m Bo —1 m m 
ots (4, J(2iVqpa) + BY (2i V2) ) 
po 
und 
m—*4 p=2m—1 24, z m—- 
- aia ( p2 Gut ) da" + = 
( ) m p=m—t1 ‘ — = — 
ot SE (4, I" @i Vez) + BY 2iva,z)), 
p= 
worin 42+! == 1 und a” = 1 au denken ist. 


Aus der ersteren dieser beiden Formeln wiirde sich z. B. fiir m=O 
ergeben 
4 2 Vi 
<- = ad*(2if2) +b Y°Qifa), 


und aus der zweiten fiir m= 1: 


\ j 4 oe 
f' (ae2¥® 4 be-2¥2) du? = «* (Ariz) +BY! (2i/a)), 
wo freilich die Constanten a, b, A, B noch zu bestimmen wiiren. Es 
mag jedoch fiir jetzt geniigen, darauf hingewiesen zu haben, dass dic 
2m+1 

2 


Differentiation und Integration mit dem gebrochenen Index der 


Exponentialgrissen und darum auch der goniometrischen Functionen auf 


Bessel’ sche Functionen mit ganzem Index fiihrt. 












Ueber die Bestimmung der Primzahlenmenge 
innerhalb gegebener Grenzen. 


Von MersseEt in IserLoun. 


Die Methode der Absonderung aller Primzahlen von den natiir- 
lichen Zahlen durch Streichung der Vielfachen ist unter dem Namen 
,sieb des Eratosthenes“ bekannt. Burckhardt bediente sich dersel- 
. ben zur Construction seiner Factorentafeln, aus denen man durch Ab- 
zihlung die Menge der Primzahlen innerhalb der ersten drei Millionen 
aufgefunden hat. 

Wie leicht hierbei Versehen statifinden kénnen, ergiebt sich aus 
der Menge von Ziihlungsfehlern, welche in dem zweiten Bande von 
Gauss Werken pag. 436/7 enthalten sind. Ks sind folgende: 


Chilias Gauss Wahrer Werth Chilias Gauss Wahrer Werth 


20 102 8 =©104 501 78 79 
159 87 77 54668 69 
199 = 9%6 86 601 = 75 76 
206 = 85 8 | 62 68 78 
245 178 88 | 66 73 74 
289 = 8 7 ©6=6— | «(6% S—tC«SD 73 
2900 84° «+8 | 24 #174 75 
334 80 81 800 81 71 
352 80 81 879 «68 78 

| 985 14 70 


Achtzehn dieser Fehler fand ich durch directes Nachziihlen; den 
Fehler in der 501" Chiliade aber hatte ich wohl deshalb iibersehen, 
weil mein Zaihlungsresultat mit dem von Gauss iibereinstimmte. Erst 
spiiter entdeckte ich denselben mittels des folgenden Verfahrens, die 
Primzahlenmenge innerhalb gegebener Zahlengrenzen zu ermitteln. 


Bezeichnungen. 


Es sei p, = 2; p, = 33 ps = 53... pn die n® Primzahl; fer- 
ner bezeichne g (m) die Menge der Primzahlen, welche < m sind. 
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‘ 1 Sia 
Wird das Product m (1 -= ) (1 te ; (! 1.) au ge- 
lést und jeder Term innerhalb seines Vorzeichens mit dem Zeichen FL 
behaftet (d. h. nach Legendre sein Decimalbruch weggelassen), so 
erhalten wir eine Function der beiden Elemente m und n, welche 
; durch ® (m, ») oder kiirzer durch (m, n) bezeichnet werden mag. 


1. Die Function ®(m, n) driickt die Menge derjenigen Zahlen 
aus, welche innerhalb des Intervalls 1 bis m inclusive durch 
keine der Primzahlen p,, p,, ~3, --+ Pn theilbar sind. 


bo 


Setzt man » = g (m), so folgt ® (m, pm) = 1. 
Denn im Intervall 1 bis m wird die Einheit allein durch keine 
der ersten gm (m) Primzahlen getheilt. 


= , ‘ > * 
3. Es wird ferner 


- D(m, a + pm) = 1 

“ {@> 0} a ganz 

nm 4. D(m, a) = 1 + pm —a 

gpm S a> gym. 

- Denn das Zeichen ®(m, a) driickt die Menge der Zahlen des 

= ; Intervalls 1 bis m aus, welche durch die ersten a Primzahlen 
nicht theilbar sind. Das sind ausser der Kinheit die Prim- 
zahlen von pu+1 incl. bis m incl., naimlich pati, Pate, «++» Dom 
und deren Productverbindungen. 

Da aber nach der Voraussetzung poi: > Ym, so befindet 
sich im Intervall p.4: bis m keine Productverbindung der Prim- 
zahlen desselben. Die Menge der Primzahlen dieses Intervalls 
ist aber y (m) — a; daher 

® (m,a) = 1+ om —a ; 
{qm Sa> pV m}. 
5. ® (m,n) = DO (m, n— 1) — o(E-, n— 1). 

Durch Auflésung der Functionenzeichen werden beide Seiten 
- identisch gleich. 
n, 6. Die Differenz 
st ® (m + a, n) — D (m, n) 
ie giebt die Menge der Zahlen an, welche im Intervall m excl. 


bis m + a incl. durch eine der ersten » Primzahlen nicht ge- 
theilt werden; ist demnach gleich: 

y (m+ a) — pm + Menge der zusammengesetzten Zah- 
r- len in dem erwihnten Intervall, deren kleinste Factoren 
> pn sind. 











Meisseu. 
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7. Zum Beweise der fiir unsere Zwecke wichtigsten Formel 
® (m, pV m —a)= 
é ss Vin 
1 + pm — (a+ 1) pVm += et 3) + % yp ( m +) 


s=1+9 Vu-—a Ps 
ipV¥m —pVm>a>0} 



























sei 
pVm=—=n+u 
CH an we 
Schliesst man s innerhalb der Grenzen ein 
wr>s>d, 


so wird in der aus 5, fliessenden Gleichung 
s > m 

(a) O(m,n-+s) = O(m,n+s—1) —O (EF Ph n+s— 1) 
das Argument » + s —1 innerhalb der Grenzen liegen, 


m Fe 2h 
7p ia) a” n-+s aun | S @ Vy m 


Pu+s ; 


Denn es nimmt FE ”~ ab | 
Puts ‘ 


wenn s wiichst; ( 
n+s—tia 
fiir s = 1 ist aber 
m ee 3,— 
—— < Ve , V mo < Ym. 
Pu+1 pn+1 


Da nun x = @ Ym ist, so folgt fir s = 1 





m 
n+s—12>@ a 

Fiir jeden folgenden Werth von s ist also 
a" <a 

n+s > @ _- 


Demnach allgemein 


n+s—1>9/.™ 





Pn +s ; 
Ferner nimmt » + s — 1 ab 
m , wenn s abnimmt; 
—— % 
mm | 
fiir s = yw ist aber “~~ S ym 





oder Ws) [ete >nte—t. : 
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Folglich ist fiir s << uw 
® (ran.) > ets it. 


In-+s 


Die Function ® (z Po »n+s— 1) lisst sich in Folge der ge- 


wonnenen Grenzeinschliessung 


p (".)>n+s—12>9 m 


Pn+s Puts 
aus 4. berechnen. Man erhilt 


o(E—™-,n+s3—1)=14+ 9 (™-)—(@m+s—), 


Pn+s n+ 
demnach aus («) 


D (m,n-+s) = O(m,n+s-- 1) +n+s—2— 9 (, 
Setzt man hier fiir s die a Werthe 


uyu—il,...4—(a—1) {u>a> 0} 
und addirt, so folgt 


®(m, pV m) = O(m, gp Ym — a) +agy¥m'— Bs 


i. 5 » (* ). 
ue+ti—a In + 8 


Kiir die linke Seite hat man nun den aus 4. sich ergebenden Werth 








m 
Int 8, 





1+ om — gym einzufiihren, dann erhilt man 
o(m, p¥~m —a) =1+ p9m—(a+1g¥m + sets) 


gVm m 
+ 2 +) 
1+gVm—a 
{u=g/m—pVm>az>0F. 
8. Setzt man, wie vorher 
n+u= p¥m 
n = pyVm 
und macht in Formel 7. “aw, so ergiebt sich die zur Berech- 
nung der Primzahlenmenge im Intervall 1 bis m wichtige Glei- 
chung ‘ 
— 2. 4 
p(m) = (m,n) + nett + **=9_1- So(). 
9. Noch mag einer Formel gedacht werden, welche die Rechnun- 
gen wesentlich abktirzt. 
Es sei 











MEIsset. 


mM = 9° P; P,y Poss? Pa $7 5 {g, 7 ganz\ 


so wird 


(m,n) = 9 (P, —1) (Py — 1) ++ (Pe — 1) + OC, 0. 


Zur weiteren Abkiirzung der Rechnungen construirte ich eine 


Ferner construirte ich eine Tafel fiir 
® (100m, 5n) bis m = 800 und n = 2 bis 6. 
Ausserdem benutzte ich ein Verzeichniss der 4500 ersten Prim- 


Tafel von (2 — 1) (8 — 1) (5 — 1) (7 — 1) (11 — 1) = 480 Werthen, 
aus welcher mittels 9. der Werth von ® (m,5) abgelesen werden 
konnte. 


zahlen, sowie fiir weiter ausgedehnte Rechnungen eine selbstverfer- 
tigte*) Tafel fiir m (100%) bis » = 2000. 


Folgende vier Beispiele werden die Methode erliutern. 


Gesucht 


gy (m) = O (m,n) — 1+ 9.26 + = = 


© (m,9) = © (m, 8) — ( 869, 8) 


1) (20000) 
2) » (500000) 
3) » (1000000) 
4) @ (10000000). 


1) m = 20000 
n+u = 34 


i <<: 3; @ == 25 


34 
= 9 (= = 1547 


10 Ps 


p(m) = (m, 9) — 1014 





34 
>» ( m ) 
10 ? ps 


= (m, 8) — 148 


(m,8) = (m,7) — (1052, 7) = (m, 7) — 189 
(m,7) = (m,6)— (1176, 6) = (m, 6) — 224 
(m,6) = (m,5) — (1538,5) = (m,5) — 320 
® (m,9) = D (m, i we Sees 
= 4157 — 881 = 3276 
p(m) = 2262. 


*) Bei dieser Gelegenheit fand ich in dem dritten Abdruck der Stereotyp- 
Ausgabe von Hiilsse, Sammlung mathematischer ‘l'afeln folgende Fehler: 


pag. 431 ist als Primzahl zu lischen 173279 = 241. 719. 


pag. 432 fehlt die Primzahl 177347. 








gp (am 


> a, “am 


~—  ——— 






















2) m = 500 000 


ne = 10 

nee RR m 

= y (m) = O(m, 22) + 7665 — = 9 (= 
ni, ; 126 aye 
— 2 @ (= ) = 28543 
© (6329, 21) = 805 
(6849 , 20) = 868 
(7042, 19) = 901 
n- (7462, 18) = 958 
T- (8196 , 17) = 1069 
(8474, 16) = 1123 
(9433 , 15) = 1281 
(10638, 14) = 1481 
(11627 , 13) = 1661 
(12195 , 12) = 1798 
(13513, 11) = 2056 
(16129 , 10) = 2549 
(17241, 9) = 2822 
(21739, 8) = 3722 
(26315, 7) = 4752 
(29411, 6) = 5642 
(38461, 5) = 7994 


Summa = 41482 
D(m, 22) = O(m, 5) — Summa 


a= See 


446 m 
; ~(m) = O(m, 47) + 98200 — B o (#). 
48 8 


O(m,5) = 103898 
Summa = - 41482 
O(m, 22) = 62416 
y (m) = 41538 
ay ee 
® (47395, 46) = 4844 
(50251, 45) = 5128 
r (50761, 44) = 5185 
(51813 , 43) = 5804 
(52356 , 42) = 5375 
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) 





1 000.000 


168 
95? u 


3) m 
n+ uw 


n 





= 143. 





pe 168 
gp (m) = (m,25) + 13752 — E (=-) 
26 s 


* m . 
z= o ( 2.) = 56014. 
26 Ps 
® (10309, 24) = 1245 
(11235 , 23) = 1355 
(12048 , 22) = 1461 
(12658 , 21) = 1554 
(13698 , 20) = 1701 
(14084, 19) = 1776 
(14925, 18) = 1911 
(16393 , 17) = 2144 
(16949 , 16) = 2262 
(18867 , 15) = 2576 
(21276 , 14) = 2983 
(23255 , 13) = +3357 
(24390 , 12) = 3618 
(27027 , 11) = 4137 
(32258 , 10) = 5099 
(34482, 9) = 5647 
(43478 , 8) = 7435 
(52631, 7) = 9503 
(58823 , 6) = 11284 
(76923 , 5) = 15984 
Summa = 87032 
O(m, 5) = 207792 
~ @(m, 25) = 120760 


gy (m) = 78498 


































(99009, 25) = 11711 
(103092 , 24) = 12359 
(112359, 23) = 13669 
(120481 , 22) = 14877 
(126582, 21) = 15872 











130 


= 
48 
400 
2 


311 


® (m, 47) = &(m, 5) — (S, + S,) = 2077921 — (S, + S,) = 1039400 
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® (55248 , 41) 




































= 5685 (136986 , 20) = 17468 
(55865, 40) = 5772 (140845, 19) — 18250 
(57803, 39) = 6007 (149253, 18) = 19656 
(59880, 38) — 6249 (163934, 17) = 21976 
(61349, 37) —= 6433 (169491, 16) = 23124 
(63694 , 36) = 6725 (188679 , 15) = 26229 
(66225 , 35) = 7035 (212765 , 14) = 30206 
(67114, 34) = 7182 (232558, 18) = 33781 
(71942 , 33) = 17769 (243902, 12) — 36294 
(72992, 32) = 7957 (270270, 11) = 41318 

(76335, 31) =~ $399 (322580, 10) — 50950 | 
(78740, 30) = 8749 (344827, 9) — 56406 
(88495, 29) = 9956 (434782, 8) = 14357 

(91743 , 28) = 10452 (526315, 7) = 95017 | 
(93457 , 27) = 10780 (588235, 6) = 112830 
(97087 , 26) = 11345 (769230, 5) = 159840 
S, = 152331 S, = 886190 
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7 (2) = 220747 ; zg (~) = 108791; 2 (“) — 69896 


131 221 
446 446 
‘ (=) - 8; Bs (~) — 20021; 2g (= — 473021 
ps 401 ps 48 ps 
@ (m) = 664579. 


Die Resultate der folgenden Zusammenstellung sind durch directe 
Zihlung aus den Burckhardt’schen Tafeln und Berechnung nach der 
obigen Methode iibereinstimmend gewonnen. 

Es kommen vor bis zur 














Chilias. Primzahlen. Chilias. Primzahlen i] 
100 9592 * 600 49098 
200 17984 700 56543 
300 25997 800 63951 
400 33860 900 71274 
500 41538 1000 78498 | 





Hiernach sind die Burckhardt’ schen Tafeln in der ersten Mil- 
lion hinsichtlich der vorhandenen Primzahlen correct. 

Sobald ich die Berechnung der Primzahlenmenge in den ersten 
hundert Millionen vollendet habe, werde ich das Resultat bekannt 
machen. 


Iserlohn, den 27. Mirz 1869. 
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Ueber den stationiren Temperaturzustand. 


Von Kart VonperMinur in Lerpzieé. 


In der Lehre von der Bewegung der Wiirme im Innern fester 
Kérper gilt der allgemeime Satz, dass nach Verfluss einer als unend- 
lich lang zu betrachtenden Zeit der Temperaturzustand des Kérpers 
von dem Anfangszustande unabhingig ist. 

Wenn z. B. ein Korper, nachdem er beliebig erwiirmt worden, 
sich abkiihlt, wihrend einzelne Theile seiner Oberfliiche auf constan- 
ten Temperaturen erhalten werden und die Temperatur der Umgebung 
ungeiindert bleibt, so tritt schliesslich ein sogenannter stationirer 
Temperaturzustand ein; es hat die Temperatur an jeder Stelle des Kor- 
pers einen stationiiren, d. h. mit der Zeit sich nicht tindernden Werth 
angenommen. Werden namentlich verschiedene Stellen der Oberfliche 
auf einer und derselben constanten Temperatur erhalten, und hat auch 
die Teziperatur der Umgebung denselben constanten Werth, so nimmt 
jede Stelle des Kérpers schliesslich diese constante Temperatur an. 
Wird aber die Oberfliiche des Kérpers periodisch sich iindernden Tem- 
peratureinfliissen unterworfen, so wird nach Verfluss einer hinlinglich 
grossen Zeit die Temperatur an allen Stellen im Innern ebenfalls perio- 
disch. Ks wird also immer nach Verfluss einer als unendlich lang zu 
betrachtenden Zeit der Temperaturzustand unabhingig vom Anfangs- 
zustande. 

Dieser Satz ist meines Wissens bis jetzt nur in den besonderen 
Killen, welche eine theoretische Behandlung gefunden haben, als giil- 
tig naehgewiesen , aber nicht als unmittelbare Folge aus den Fourier- 
schen Gleichungen fiir den Fall eines beliebigen endlichen Kérpers 
abgeleitet worden; es soll daher im Folgenden diese allgemeine Ablei- 
tung gegeben werden. Es hiingt dieselbe mit dem Beweis des Satzes, 
dass der Temperaturzustand durch die Fourier’schen Gleichungen 
vollstiindig und eindeutig bestimmt wird, eng zusammen, und dieses 
Zusammenhangs wegen soll die bekannte Ableitung des letztern Satzes 
vorausgeschickt werden. — 

Es bezeichne + die Temperatur einer Stelle %, y, ¢ im Innern 
eines endlichen homogenen unkrystallinischen Kérpers zur Zeit ¢; es 
42 
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sei ferner K die innere Wirmeleitungsfihigkeit, C die specifische 
Wirme und D die Dichtigkeit des Kérpers.. Werden die drei Gréssen 
als constant betrachtet, so muss v der partiellen Differentialgleichung 
zweiter Ordnung Geniige pgp 


(1) a7 CD ( +4 a + = Oz oa) 

Es muss ferner fiir jede Stelle an der Oberfliiche des Kérpers die Glei- 
chung erfiillt sein: : 

2) rane S, 

wo dn das Element der Normale an die Oberfliiche, in das Innere des 
KGérpers positiv gerechnet, « die Temperatur der Umgebung und H 
die fussere Leitungsfihigkeit bezeichnet. Diese soll als von den Tem- 
peraturen v und w unabhingig betrachtet werden; dagegen kann die 
iiussere Leitungsfihigkeit an verschiedenen Stellen der Oberfliiche ver- 
schiedene Werthe haben, und wir wollen daher H als Function der 
Stelle an der Oberfliiche betrachten; jedoch hat diese Function einen 
immer positiven Werth, und sie kann nie gleich Null werden. Es ist 
ferner die Temperatur « der Umgebung im Allgemeinen Function der 
Zeit und Function der Stelle an der Oberfliiche, indem an verschie- 
denen Stellen die Temperatur der Umgebung einen verschiedenen Werth 
haben kann. Werden z. B. bestimmte Stellen der Oberfliiche auf be- 
stimmten Temperaturen erhalten, so bezeichnet « diese Temperatu- 
ren, und es wird H fiir die betreffenden Stellen unendlich gross, damit 


7 verschwinde. 

Es muss endlich noch der Anfangszustand bestimmt sein, d. h. es 
muss fiir eine bestimmte Zeit, fiir die Zeit # = 0, der Werth der Tom- 
peratur an jeder Stelle des Kérpers gegeben sein; es findet also noch 
eine Gleichung von der Form statt: 

(3) vo =f (a, y, 2) fiir ¢ = 0. 

Es soll nun zuniichst bewiesen werden, dass, wenn 7 und seine 
Differentialquotienten nach 2, y und z endlich und stiitig sind, ebenso 
#« und f(a, y, 2), der Temperaturzustand durch die drei Gleichungen 
volistiindig und eindeutig bestimmt wird. 

Zu diesem Ende nehmen wir an, es gebe zwei verschiedene Werthe 
v, und v,, welche, fiir v eingesetzt, den drei Gleichungen Geniige lei- 
sten, und weisen nach, dass diese beiden Werthe einander gleich sein 
miissen, indem ihre Differenz ; 

v= Vv; - Vy 
fiir jede Stelle des Kérpers zu jeder Zeit verschwindet. 

Da niimlich v, und +, den Gleichungen (1), (2) und (3) Geniige 

leisten sollen, ist J} eine Lisung der partiellen Differentialgleichung: 
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oV K (@V eV eV 
et ~ CD Ox si oy: 2 Oz? 
es besteht ferner fiir jede Stelle an der Oberfliche die Gleichung: 
K ev 
digs = 6: 
und es ist endlich: 
V =0 fiir § == Q, 


Multipliciren wir nun die partielle Differentialgleichung auf bei- 
den Seiten mit 
V da dy dz dt, 
und integriren wir in Bezug auf das Raumelement dx dy dz iiber den 
ganzen Rauminhalt des Kérpers, in Bezug auf das Zeitelement dé iiber 

das Intervall von’ 0 bis ¢, so ergiebt sich: 


I SSS i nd da dy dz dt = 


K /-ererry (&@V eV eV ; Be 
CD LISS } & + ay -f- de? da dy dz dt. 
Wir kénnen aber auf der linken Seite die Integration nach der Zeit 
ausfiihren, und zwar erhalten wir: 


PaaV - 
/ 4 dj =} V*, 


%) at 
da V fiir ¢ = O verschwinden soll. Auf der rechten Seite dagegen 
formen wir das Raumintegral in bekannter Weise durch partielle Inte- 
gration um und erhalten: 


SSS V (oe + ad - ) dx dy “= 
/ (ZG) 4. (=) =f. (a yt du dy dz — [V‘ ae do, 


wo das erstere Integral wieder iiber den ganzen Rauminhalt des Kor- 
pers, das Letztere iiber alle Elemente dw der Oberfliiche auszudehnen 
ist. Wir haben ferner fiir die Oberfliche 

y — K av. 
H on? 
wenn wir also in dem Oberflichenintegral diesen Werth fiir V ein- 
setzen und alle Glieder der Gleichung auf die linke Seite bringen, so 
ergiebt sich: 

0 = 1 f J / V? dx dy dz 


+ dw {IS SE) + ay) GE) ee ey ae at 


f V\? 
+olsaz + (&) do Mi. 


0 
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Nun sind aber die Elemente siimmtlicher Integrale positiv, ebenso 
die Gréssen 


x und x. 
CD H? _ 


folglich kann die Summe der drei Integrale nur verschwinden, wenn- 
V an jeder Stelle 2, y, 2 des Kérpers zu jeder Zeit ¢ verschwindet. 

Folglich ist durch die Gleichungen (1), (2) und (3) die Tempera- 
tur v als Function des Orts und der Zeit vollstindig und eindeutig 
bestimmt. 

Ebenso kaun fiir den Fall, wo zwei oder beliebig viele endliche 
Kérper gegeben sind, welche in bestimmten Oberfliichen an einander 
grenzen, der Beweis gefiihrt werden, dass der 'Temperaturzustand durch 
die allgemeine Differentialgleichung, die Grenzbedingungen und die 
Anfangsbedingung vollstiindig und eindeutig bestimmt wird; es muss 
nur beriicksichtigt werden, dass an der gemeinschaftlichen Grenzfliche 
zweier Kérper zwei Grenzbedingungen auftreten. — 

Wir gehen nun zu dem Beweis des Satzes iiber, dass nach un- 
endlich langer Zeit, also fiir ¢ = oo, der Temperaturzustand von dem 
Anfangszustande unabhiingig ist. 

Und zwar wollen wir zuniichst den Fall hetenchion, wo sich die 
Temperatur « der Umgebung mit der Zeit nicht iindert. Es sei also 

cu 
Os 
und es soll bewiesen werden, dass fiir ¢ — oo auch 
av 
ot 


= 0 
wird. 

Zu diesem Ende multipliciren wir die Differentialgleichung (1) auf 
beiden Seiten mit 

ag te dy de dt 
und integriren in derselben Weise, wie oben, iiber den Rauminhalt 
des Kérpers und iiber die Zeit von (© bis ¢. Dann ergiebt sich nach 
entsprechender Umformung des auf der rechten Seite stehenden Inte- 
grals: 
i o\? , K 
0 = JSJ / ( *.) dx dy dz dt 


ae : = coi 
oO 


K ‘opel av ot ov ? 0 ot 
+ op J JIS ee 2 oy oe +4 ae ) da dy dz dt 
: K Ov cv 
+ CD {f an at de dt. 


In dem letzten Integrale aber, welches iiber alle Elemente dw der 
Oberfliche zu nehmen isi, kann 
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0 7) ov 
ao ££ K on 
ae HH @ 
gesetzt. werden, weil © * gleich Null ist. Wird ferner, was jetzt mig- 
Le 


lich ist, die Sedaiullen nach der Zeit in dem zweiten und dritten 
Gliede ausgefiihrt, so nimmt die Gleichung die Form an: 


i IS J (Be) dx dy dz dt + 


YT K - - (fav 2 { a» 3 
. 44 ESS) (2) +(2)+(2 ry | dedy de + 4 wef i (2) do 


Co “4 on SSS (~) + (1) +(55)4 j dvdy dst 4 oD Sn H (3) om. 


Nun ist die Summe der beiden Integrale auf der rechten Seite 
eine Constante von positivem endlichem Werth; ebenso ist die Summe 
des zweiten und dritten Integrals auf der linken Seite eine immer posi- 
tive Grosse. Folglich muss das Integral: 


"oso pars ov 2 ; a 
; J SIS (3) da dy dz dt 


immer kleiner sein, als eine positive endliche Grésse. 


p= 
| 


‘Es nimmt aber mit wachsender Zeit dieses Integral fortwahrend 
zu, da immer -neue positive Elemente hinzutreten, und es muss bis 


. : ° ° ov . . 
ins Unendliche zunehmen, wenn nicht, mit wachsendem ¢, 7 sich dem 


if * Werthe- Null unbegrenzt naihert. Da nun die Gleichung auch fiir un- 
endlich grosse Werthe von ¢ gelten soll, kann das Integral nicht un- 
endlich gross werden; folglich muss 

ov 


It fiir { = ow ao a) 


h sein, d. h. in dem betrachteten Fall nahert sich der Temperaturzu- 
stand unbegrenzt einem stationaren. 

Ks ist noch die Unabhiingigkeit dieses stationaren Temperaturzu- 
standes, welcher durch v’ bezeichnet werde, von dem Anfangszustande 
nachzuweisen; diese folgt daraus, dass die Grésse v’ durch die Diffe- 
rentialgleichung 
lt ov 
0 os mt e+S 


und durch die Bedingung an der Oberfliche 


, K ov 
v=u+ H on 
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vollstindig und eindeutig bestimmt ist. Denn nehmen wir an, es gebe 
zwei Lésungen »v,’ und v,’, so muss die Differenz 


, 








V’ =v, —»v, 
derselben Differentialgleichung und der Grenzgleichung 
, K ov’ 
oe “On 
Geniige leisten. Folglich ist: 


o=fffv(ee +t 4D uwe 


oder 


0 —SSS\(Z) + GF -) + (5 ‘ | dx dy de + fy (Ge) 


Diese Gleichung kann nur bestehen, wenn die partiellen Differen- 
tialquotienten von V’ nach 2, y und z fiir jede Stelle des Kérpers 
gleich Null sind, wenn also V’ gleich einer Constanten ist; aus der 
Gleichung fiir die Oberfliche aber folgt, dass diese Constante gleich 
Null sein muss. Folglich ist: 


’ 


v1) = %; 
d. h. es wird v’ durch die Differentialgleichung und durch die Grenz- 
gleichung vollstiindig und eindeutig bestimmt. 

Nehmen wir endlich an; es sei w nicht nur von der Zeit, son- 
dern auch von der Stelle auf der Oberfliiche unabhiingig, also w con- 
stant gleich c, so leistet 

v =e 
den Gleichungen fiir den stationiren Temperaturzustand Geniige. Folg- 
lich ist dies die einzige Lésung, und es wird also in diesem Falle fiir 
t = oo die Temperatur v constant gleich c. 

Es lisst sich jetzt auch beweisen, dass in dem allgemeinen Falle, 
wo die Temperatur w der Umgebung Function der Zeit ist, der Tem- 
peraturzustand nach einer als unendlich lang zu betrachtenden Zeit 
von dem Anfangszustande vollstiindig unabhiingig ist. 

Wenn niimlich v, eine Lésung der Gleichungen fiir den Anfangs- 


zustand v, = f/f; (x, y, 2) bezeichnet, und v, eine Lésung fiir den 
Anfangszustand v, = /, (x, y, 2), so muss 
V =, Vo 


der Differentialgleichung Geniige leisten: 


av K (eV av “s 
a ~~ CD dx + ey? + a) 


ferner der Grenzgleichung: 


i 


ad 
Ui 


V= 
endlich der Anfangsbedingung: 


, 


iB) 
= 
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V=f,(@,y, 2) —f(@, y, 2). 

Diese Gleichungen sind aber mit denen identisch, welche den 'Tempe- 
raturzustand des Kérpers fiir den Fall bestimmen, dass die Temperatur 
wu der Umgebung constant gleich Null ist. Folglich wird: 

fiir ¢ = oo: V=0, V1, = %, 
d. h. der Temperaturzustand zur Zeit t = oo ist derselbe, welches 
auch der Anfangszustand gewesen sein mag; jener ist also von diesem 
unabhiingig. 


Leipzig; im Marz 1870. 
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Verbesserungen. 


Seite 476 Z. 6 v. u. statt V (+) lies N (“) : 


473 ,, 20 v. 
479 ., 2v. 


” 


514 


» 4v. u. und Z, 16 v. u. statt 


P4 


P,4 
(n—p—1).(n—p—2).(n—p—3) lies (n—p+1). (rn —p+2).(n—p+3). 
— N (n—q — p) lies + N (n—q—>p). 


mee ist zu setzen _- 
log r 


log a’ 


514 4 v. u. statt ist zu setzen 
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